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Resumo: Neste artigo é apresentada uma generalizagdo, via agdo de grupos, dos Co-
digos Corretores de Erros para o Canal Aditivo Binario T - Usuarios, obtidos em [1].
Também ¢ determinado um limite superior para o nimero de c6digos equivalentes
a0 cbdigo determinado por uma matriz diferenga A bem como para o estabilizador

Gy, onde G ¢ um grupo finito.
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Abstract: This study presents a generalization, through action groups, of Error-
Correcting Codes for T - User Binary Adder Channel, got in [1]. It is also determi-
ned an upper limit for the number of codes which are equivalent to the determined

code by A = difference matrix, and stabilizer G, when G = finite group.
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1 Introdugio

Cédigos para o Canal Aditivo Binario de Multiplo Acesso com dois usuarios
(2-BAC) na auséncia de ruidos foram estudados por Kasami e Lin [2, 3]. Chang e
Weldon [4] apresentam uma classe de codigos denominados de Codigos Univoca-
mente Decodificaveis para o Canal de Multiplo Acesso T-Usuarios. Fergunson [5]

generaliza os codigos de Chang e Weldon via agdo de grupos e obtém classes de codi-
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gos equivalentes univocamenrte decodificaveis. Wilson [6] generaliza os codigos de
Chang e Weldon através do produto de Kronecker e obtém uma classe de codigos cor-
retores de erro para o Canal Aditivo Binario T-Usuarios. Mais recentemente, Rocha
Jr. e Alcoforado [7], apresentaram uma classe de codigos para o canal 2-BAC de-
nominados de Codigos Fortemente Ortogonais Balanceados e verificaram que esses

codigos possuem a mais alta taxa de transmissio atingivel com a construgio linear.
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Figura 1. Sistema de Comunicagio Multiplo Acesso

O principal objetivo deste trabalho ¢ generalizar os codigos obtidos [1] via a no-
¢do de acdo de grupos. O sistema de comunicagio considerado é o Canal de Miltiplo
Acesso T-Usuarios onde T fontes, estatisticamente independentes, transmitem dados
para T destinatarios sobre um canal comum sem memoria, veja figura 1. A cada um
dos T usuarios é dado um cddigo constituinte C; consistindo de dois vetores bina-
rios X; e Y; de comprimento N [4]. Um vetor Z; é escolhido e transmitido por cada
usuario. Se o canal ¢ sem ruido, o vetor recebido é o vetor Z =Z,+ Z,+---+ Z,

onde o sinal + indica a adi¢io de vetores.

2 Resultados basicos

Nesta segdo, apresento alguns resultados basicos sobre Grupos e A¢3o de Grupos
que serdo necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. O leitor interessado em
mais detalhes pode consultar [8].

Definic¢io 1 Seja G um grupo e X um conjunto nio vazio qualquer, uma agio a
esquerda do grupo G em X ¢ uma fungio * : G x X — X, com *(a,x) = a * x,

satisfazendo as seguintes condi¢3es:
1. ax(bxx)=(ab)*x,paratodosa,b € Gex €X;
2. eg*x =x, paratodo x € X, onde e, denota o elemento identidade de G.
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Se G é um grupo finito com |G| = 7 dizemos que 7 € o grau da agdo de G em X
ou que X é um G-conjunto de grau #. Analogamente, define-se uma agio a direita de
GemX.

Sejam X e Y dois G-conjuntos nio vazios. Uma fun¢io ¢ : X — Y é um G-
homomorfismo se

p(gx)=ge(x),Y ge€G e xeX.

Um G-homomorfismo ¢ : X — Y é um G-isomorfismo se ¢ ¢é bijetora. Neste
caso, dizemos que X e Y sdo G-isomorfos e escrevemos X ~ Y.
Proposigdo 1 Seja X um G-conjunto nio vazio transitivo. Entio X ~ Gi, VxeX,

em que G, ={a € G:ax = x} ¢ o estabilizador de x.

Corolario 1 Seja X um G-grupo nio vazio. Entio O (x) ~ GE,V x € X, em que
O (x) é a orbita do elemento x.
Basta observar que G age transitivamente sobre O(x).

Corolério 2 Seja X um G-grupo nio vazio. Entdo |0 (x)|=[G: G, ].
3 Coadigos para o canal T- usuario

Um c6digo para o canal T-usuarios ¢ uma T-upla (C,,...,Cy) em que cada C;,

denominado de c6digo constituinte, é formado por duas palavras codigos
C =X}

e X;, Y, sio vetores codigos binarios de comprimento N.

Sejam (Cy,...,Cy) um codigo T-usuarios e

Z:(zl,...,zN):ZZi

onde z; € {0,1,..., T} e Z; é um vetor cddigo do i-ésimo cddigo constituinte C;.
A L-distAncia entre os vetores Z e Z', Z # Z ¢ definida como sendo
N
/ / /
d(2,Z)=>|z;—z|=1Z-Z.

=1
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A L-distincia minima d,;, do c4digo T-usudrios é o menor valor de d; (Z,Z2’)

paratodo Z#£Z'.

Um cddigo T-usudrios é 8-decodificavel se, e somente se, d; (Z,Z’ ) > & para

todo Z # 7.

Uma matriz diferenga é uma matriz com entradas no corpo Fy. Dessa forma, se

(Cy,...,Cp) éum codigo binario T-usuarios de comprimento N entdo o vetor

d =X —Y.

1 1 1

é claramente um vetor diferenca. Assim, temos que a matriz

em que o simbolo ¢ denota a matriz transposta é a matriz diferenga 7' X N do codigo

T-usuarios (Cy,...,Cy).

De Chang e Weldon [4] temos que um c6digo T-usuarios é univocamente deco-
dificavel se, e somente se, os vetores linhas da matriz diferenga associada ao codigo

T-usuarios forem linearmente independentes sobre IF5.

Reciprocamente, dada uma matriz diferenga Dy, tal que os vetores linhas se-
jam linearmente independentes sobre 5 entdo ¢ possivel construir um codigo T-

usuarios univocamente decodificavel (Cy,...,Cy).

Dada a matriz diferenga

o cddigo 2-usudrios univocamente decodificavel associado a matriz D, é formado

pelos seguintes codigos constituintes [4]:

G = {(1,1),(0,0)}
¢, = {(1,0),(0, 1)}

A seguinte proposi¢do pode ser conferida em [4].
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Proposicio 2 Para todo inteiro & > 1 a matriz diferenga

D,y Dy,
D/e - Dk—l _D/e—l
Ly Oy

define um cédigo univocamente decodificavel (k 4 2)2*~'-usudrios de comprimento
2k, onde I, , e 0,_, so, respectivamente, a matriz identidade e a matriz nula de

ordem 2¢—1,

Agora, sejam Dék) =D,e

entdo o produto tensorial [9], é uma matriz diferenca
(k) _ (k)
p®=p® eH

que define um c6digo (k +2).25~ '+ usudrios de comprimento N = 2%+ ¢ distAncia

7. Y
minimad,_; =2'.

Exemplo 3.1 Para k =i =1, o produto tensorial

1 1 1 1
1 -1 1 -1
DV=D!eH= bo o
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
1 0 -1 0

define um cédigo 6-usuarios de comprimento N =4ed ; =2.
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4 Codigos via agdo de grupos

Uma matriz de permutagio generalizada de ordem 7 é uma matriz P, , em que
cada linha e cada coluna possui um tnico elemento nio nulo que pode ser 1 e —1. O
conjunto das matrizes de permutag¢des generalizadas de ordem 7 formam um grupo
multiplicativo finito de ordem 7!2”. O leitor interessado em mais detalhes pode
consultar [1].

Temos que, se Dy é uma matriz diferenga de ordem 2 x N que define um c6digo
2-usuarios &-decodificivel de comprimento N, e se H é a matriz de Hadamard de
ordem ¢, entdo o produto de Kronecker H ® D, ¢ uma matriz diferen¢a de ordem
2g x qNj e define um c6 digo 2q-usuarios de comprimento gN, e distancia minima,
dmin = 48 [1] :

Exemplo 4.1 Sejam D, a matriz diferenga de ordem 2 x 4 dada por

-1 -1 -1 -1

D.=
Tl 21 2111

e H, a matriz de Hadamard de ordem 2. Entdo o produto de Kronecker

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 -1 1 1 1 1
-1 -1 1 1 1 1 -1 -1

¢ uma matriz difrenca de ordem 4 X 8 e define um codigo 4-usuarios de comprimento

oA
8 e distancia minima, d,_;, =8.

Agora, sejam G, e G, os grupos das matrizes de permutagdes generalizadas de

ordem 2g e gNj, respectivamente. Sejam G o grupo finito

G=G,xG,={(P,Q):PEG, ¢ QeG,}
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e § o conjunto das matrizes diferengas de ordem 2g x Nyg
S={A=H,®Dy:q=2 ou ¢ =0 mod 4}

em que Dy é¢ uma matriz diferenga de ordem 2 x Ny, com N, > 2.

Vamos definir a agio do grupo G em § por

x: GxS§ — S
(P,Q,A) — PAQ

Qualquer matriz A com entradas em um corpo F, pode ser reduzida através

mxn?
de um ndmero finito de operagdes elementares sobre as linhas e colunas de A, a uma
Unica matriz m X n da forma

I, 0
00

em que [, ¢ a matriz identidade de ordem k e & = posto(A) < min{m,n}. Desde
que operagdes elementares de linhas e colunas consistem em multiplicar a matriz
A a esquerda e a direita por convenientes matrizes invertiveis [10], entfo existem

matrizes P € G; e Q € G, tais que

I, 0

PAQ =
Q 0 0

E fAcil ver que o nimero de classes de equivaléncias é menor ouigual ak = posto(A) =
min {m,n}. Assim, temos que
|0 (A)| = posto(A) <min{m,n},

isto ¢, o nimero de matrizes equivalentes a A ¢ menor ou igual ao min {m,n}. Por

outro lado, pelo colorario 2, temos que
G4l < k|G|
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em que k = O exemplo 4.2 ilustra esse resultado.

min{m,n}"

Exemplo 4.2 Considere a matriz
A=H,®D,

do exemplo 4.1 e sejam G, e G, os grupos multiplicativos de matrizes de permutagdes
generalizadas de ordem 4 e 8, respectivamente. Entdo a matriz A ¢ equivalente a uma

matriz da forma

o = O O

1 0 0 0000
01 0 0000
0 0 0 00O00O0
00 1 0000

Dessa forma, temos que o niimero de matrizes equivalentes a A € igual ao posto
(A) =4, isto ¢, existem 4 codigos 4-usuarios de comprimento 8 equivalentes ao codigo

4-usuarios definido pela matriz A.

5 Conclusdes

Neste trabalho, apresentei uma classe de codigos equivalentes, por agio de gru-
pos, para o Canal Aditivo Binario T-usuarios bem como limitante superior para o
numero de codigos equivalentes via essa a ¢do e para o estabilizador G4, onde A ¢é

uma matriz diferenga e G é um grupo finito.
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