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Resumo: O modelo gama é um dos mais utilizados na analise de processos hidrolo-
gicos. Nesse contexto, sdo deduzidas as distribui¢des exatas das importantes combi-
nagdes de variaveis U = X +Y,P =XY e Q = Y /(X + Y) juntamente com seus
respectivos momentos quando X e Y seguem o modelo gama bivariado de Smith,
Aldelfang e Tubbs. As expressdes envolvidas fazem uso de varias fungdes especiais.
Os resultados obtidos sdo aplicados em dados de precipitagdes pluviométricas ocor-

ridas na cidade de Passo Fundo.
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proporg¢io de variaveis aleatorias; soma de variaveis aleatOrias.

Abstract: The bivariate gamma distributions have been used successfully in mode-
ling hydrological processes. In this context, we are derived the exact distributions of
the important hydrological variables U =X +Y,P=XY and Q=Y /(X +Y) to-
gether with their moments when X and Y follow the Smith, Aldelfang, and Tubbs’s
bivariate gamma model. The expressions involved make use of various special func-

tions. The results are applied to data of rainfall occurred in the city of Passo Fundo.

Key words: hydrological modeling; moments; product of random variables; propor-

tion of random variables; sum of random variables.
1 Introducio

Apesar de apresentar dificuldades de implementagio na solugdo de problemas
praticos, os modelos gama bivariados sio muito utilizados no estudo de proces-
sos hidrologicos. Por exemplo, Izama [1] propds uma distribuigio gama bivariada
com quatro parametros para estudar dados de precipitagdes ocorridas no Distrito de
Kanto no Japio, Loaiciga e Leipnik [2] discutiram o uso de uma distribui¢io gama
bivariada na anélise de qualidade da 4gua através da correlagio entre a quantidade
de coliformes fecais e a quantidade de estreptococos fecais, Yue [3] utiliza uma dis-
tribuicio gama bivariada para analisar a correlagdo entre a duragio da precipitagio
pluviométrica (chuva) e seu volume, Nadarajah e Gupta [4] estudaram o comporta-
mento das secas ocorridas no Estado Norte Americano de Nebraska em um periodo
de cento e dez anos considerando um modelo gama triparamétrico. Esse mesmo
conjunto de dados foi analisado por Nadarajah [5], considerando um modelo gama
bivariado mais simples com dois parametros.

O estudo da pluviometria das regides tem sido uma importante fonte de pesquisa
em hidrologia [6, 7]. Em particular, as precipitagdes pluviométricas, por se tratarem
de um fenomeno climatico regional de amplo impacto social que tem reflexo direto
na qualidade de vida da populagio, apresentam-se no centro dessas pesquisas. Existe

uma preocupa(;ﬁo crescente em criar mecanismos eﬁcazes para descrever, a contento,
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esses eventos, minimizando seus efeitos. A modelagem probabilistica pode ser desta-

cada como um desses mecanismos.

O estudo das distribui¢des de combinagdes de variaveis do tipo U = X + 7,
P=XYeQ=Y/(X+Y) ¢ importante para a descri¢io de fen6menos hidrologi-
cos [6, 8-12]. Dessa forma, sio deduzidas as distribui¢des exatas dessas combinagdes
de variaveis quando X e Y seguem o modelo gama bivariado de Smith, Aldelfang e
Tubbs [13]. Os resultados obtidos s3o aplicados na anélise de dados reais de precipi-

tagdes pluviométricas.

O texto esta organizado da seguinte forma: na se¢do 2 sera apresentado o modelo
gama bivariado adotado juntamente com algumas das fung¢des especiais empregadas,
nas se¢des 3 e 4 serio deduzidas as fungdes densidade de probabilidade exatas das
variaveis U, P e Q juntamente com seus respectivos momentos. Finalmente, na se¢do
5 os resultados obtidos serdo aplicados na modelagem de precipitagdes ocorridas na
cidade de Passo Fundo no Rio Grande do Sul.

2 Modelo gama bivariado

A distribui¢do gama bivariada de Smith, Aldelfang e Tubbs tem fung¢do densidade
de probabilidade (fdp) conjunta dada por:

x* 1y~ exp [—(x 1-— o0 2./nx
Floy)=? pl—(x+)/( O>]Zﬂk1ﬁ+k_1<‘/j_y> )

A=) T()T(B-a) = 1=n

emquex>0,y>0,8>ae

()P T(B—a+k)(1— )
k! (xy) P HE=DI2

UZP\/E com 1>79n>0 3)
a

O pardametro p denota o coeficiente de correlagio linear entre X ¢ Y, I'() e 1,(+)

@

ap —

indicam a fung¢do gama e a fungdo de Bessel do Tipo I modificada, definidas, respecti-

187



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.13, n° 2, Jul/Dez 2011

vamente, Como segue:

- 2\ k
L,(x) > :
’ zvr v+1) (v—i—l 4

k:o

emque (v+1), =(v+1)(v+2)...(v+ k) denota o fatorial ascendente.

As marginais X e Y sio gama distribuidas com fdps:

xa—l
f)= Fe(=x)
B—1
()= — exp(—7)

L)

)

®)

©)

@)

Para o calculo das propriedades do modelo (1) sio necessarias as fungdes especiais:

Fungio beta

1 ()T (b
B(a,b):J (=) e = L@l(e)
0 I'(a+b)
e Funcio de Macdonald
I -1
P (ORTED)
2sen(vr)
e Funcio hipergeométrica de Gauss
2, (@) (b)
Fi(a,b;c;x)= ) ————
2Fi(a, b5 ¢5x) kzzg () k!

Polindmio modificado de Laguerre

xVexp(x) d”

n! dx”

L (x)= [x"* exp(—x)]
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e Polindmio de Jacobi

’ SOl — b 4
P@h) (x)= S (=07 (14%) bdx”

[(1—x)y ™ (14+x)"*"] (1)

3 Fungdes densidade de probabilidade

Nos teoremas 1, 2 e 3 sdo deduzidas as fdps de U=X+Y, P=XY e
Q=Y /(X+Y)quando X e Y seguem o modelo (1).

Teorema 1 Se X e Y sio distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entio,

%a—i-ﬂ—lexp <_ n >
-7 S~ PR ]
I T @I (B—a) 22 =

k=0 ;=0

Ju(n)=

sendo que # >0e

_ LB -at k) (a+))
Tkj = k+2j g (14)
(L=n)""T(a+LB+k+2])]k!

Prova: De (1) temos que a fdp conjuntade U = X +Y e Q = Y/(X +7Y),

utilizando o Teorema de Mudanga de Variaveis, pode ser escrita da seguinte forma:

uqB=DI2 (1 — )21 explu/(n—1)] & *qk/z

A (T R
%1 _q)(l_ﬁ_k)/zlmk_l <@> (15)
-7

sendo que:
FL(B—a+k)(1—n)P!
T (B—a+k)(1-1) . (16)
k k!n(,@+k—1)/2

A {dp de U pode ser escrita da seguinte maneira:

__wepln/-) &
o= oyt E-a )
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em que:

b Bk =k 2u/nq(1—9)
I(M)ZJO g PRI (1= )PPk <T dg  (18)

Substituindo (5) em (18) e em seguida aplicando (8), obtém-se:

00 a+]') %[>ﬁ+k+2j—1
]ZF (a+B+k+2))5! <1—r7 (19)

A conclusio do teorema decorre da substitui¢io de (19) em (17).

|
Lema 1 (Equagdo (2.3.16.1) [14]). Se p,q > 0, entdo,
oo q af2
J x“_lexp< px——> dx=2 < > K, <21/pq>.
0 x P
Teorema 2 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entio,
fr(p) ZP(a i i ‘7 <2V'7P>K <2”’7p> 20)
r)= P ) Bep-r\ T
A= T@T (- G 1y ) P Uy

7T (B—atk)(1-7)""
k!ﬁ(’ngk_l)/z

Prova: De (1) tem-se que a fdp conjunta de X e P = XY tem a seguinte forma:

sendo que p >0ea; =

__ xper A RS
T PR [ ]Zk

2y/np
o (75)

Assim, pode-se escrever a fdp da variavel P da seguinte maneira:

(B-1)/2 2
0= s i e (32 ) 1) @
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sendo que:

00 2
](p):j x“_ﬁ_k_lexp |:— pHx :| dx. (22)
0

Aplicando o lema 1 em (22) obtém-se:

2
1(p) = 2p" P PK, 44 < ﬁ> ' 23)
1—=7
A conclusio do teorema decorre da substitui¢io de (23) em (21).
|

Nas figuras 1 e 2 sdo ilustradas as formas da fdp (13) e (20) para diferentes valores

paramétricos.

— =3 0,f=30,1=02
----- a=4,0,p=70,1=075
——a=30pf=501=06
—— a=70,p=10,0,1,=0,3

L —— a=1,5p=30,=0,5
o4y v | a=235F=301=0,3
! ——oa=06F=201=04
\ — = a=0,7p=0,%1=0,3

o)
1:5 H_;(;_ BIO 77777 100-‘_
P
Figura 1. Grificos da fdp (13) Figura 2. Grdficos da fdp (20)
Lema 2 (Equagio (2.15.3.2) [15]). Sea+v >0e p > ¢, entdo,
OO a—1 —(a+v ¢ VF(V-i—a)
) (ex)dx = p—@H) <_>

[, e prende = (5) T

a+v a+v+1 c?

X 2F1 5 —;V+ 1, e .
2 2 pz
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Teorema 3 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

(1=nP gl (1-g) ' &

)= orE ) 2T
a ko k
><21[71< +lf+ 5 +/6;_ * /B+/€4774(1—‘])> (24)

P*T(B—a+k)T(B+a+k)
EIT(B+k)

sendoque 1>¢g>0ea" = . Analogamente, se Q =

X /(X +7Y), entdo,

(1=l g (1-q)f ' &

** k
T@T(—a) %77

<a+ﬁ+ka+ﬁ+k+1
Xy Fy

S 5 ;ﬂ+kﬂmﬂ1—qv- (25)

fQ(OZ)Z

Prova: Usando (15) e (16) pode-se escrever a fdp de Q da seguinte maneira:

fo(u)= Za* FR(1—g) =PRI (g)  (26)

sendo que:

o 2 1—
[(4>=J u® exp <_1 - > Igip— <M> du (27)
0 -n 1—n

Aplicando o lema 2 em (27) obtém-se,

(1=7)*[ng (1= )] PH*D2T(B+a+k)

I(q)= )
xzﬂ<a+f+k,m+ﬂ:k+aﬁ+%wmq“_qv o8)

A conclusio do teorema decorre da substituigdo direta de (28) em (26).
Na figura 3 sio ilustradas as formas da fdp (24) para diferentes valores paramétri-

COS.
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—a=20,f=30,1=0,5 A0

""" a=135f=20m=03 f L]
44 |——a=60p=801=073 ‘ |
——as70p=la0n=06] [

Figura 3. Grificos da fdp (24)

4 Momentos

Nesta se¢do, sio deduzidos os momentosde U =X +Y e P = XY quando X e

Y seguem o modelo (1).

Lema 3 (Equagio (2.15.5.4) [15]). Se p >0 e v > —n — 1, entio,

o0 Ic” ? c?
v+2n—1 d —n— — | —-—].
[t (ot o (£ (1)

Lema 4 (Equagio (2.19.3.2) [15]). Se p >0 ea > 0, entdo,

o0 r 2
J x4 exp(—px)L’ (cx)dx = @P}S"’”_V—”_l) <1 - —C> .
0 P P

Teorema 4 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entdo,

mi(1—7)"" a+’"r<a+n < 7T —a+k>
EX"Y™) =
xrT) T (5 ;
p(ﬁ+k—l,a—ﬂ—k+n—m) < 77) (29)
m 1_;7

para todos inteiros 7 > 1e m > 1.
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Prova: Utilizando (1) e (16), pode-se afirmar que:

nym) xCa AR DR exp [x/ (7 -+ 1)]
EX"Y Z“kf = @ (B —a) I(x)dx (30)

sendo que:

s 2,/
I(x)= J SBR[ oo <_1y_’]> Ippics < : ”’;y > dy (1)
. - -

Efetuando a transformagio de variavel 2 =y em (31) e em seguida aplicando o

lema 3 obtém-se,

I(x)=m!(1—pn)"*! (r;x) (Pte-1)/2 exp < ” > L'fl"'k_l <_177_x> . (32)
1=n

Substituindo (32) em (30), temos:

u—nW“ S

E(XnYm> — Z ,6+/€—1)/2
(1=7)*I'(a) ) e
X J x* " Lexp (—x)LfB"'k_1 <—£> dx. (33)
0 ” IR/

Chega-se a0 fim da demonstragio aplicando o lema 4 em cada integral de (33).

Teorema 5 Se X e Y sdo distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entio,

e 1t (L= ) a4 0 — B — 2+ k)
EUMN=>>" BT
2.2 I(@)(B - a)
o pB+k—ta—L—k+n-2j) <1+_77> 34)
n 1— n

para todo inteiro 7 > 1.
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Prova: O teorema resulta da combinagio do teorema 4 juntamente com a se-

guinte propriedade de expectancia:

E(U") = " Exriy),
j=0 \ J

Teorema 6 Se X e Y sio distribuidas conjuntamente de acordo com (1), entio,

nl(1=n)’ =" T(a+n) &
I'(a)[(B—a) Z k!

. P13 <ﬂ 05)

E(P")=

para todo inteiro 7 > 1.

Prova: Imediata a partir do teorema 4.

Fdp conjunta

0,12

0,10
0,08
&0,06
70,067
£0,04

0,02

n
O 25 e
2 4 -3 . * s 2
4
Perfodo com ocomréncia de © & € Perlodo sem precipitagdo

nprecipitacio (dias) B 10 g ((dias)

(X
OO0
o

FOOC
2
X

Figura 4. Fdp conjunta para os dados ajustados
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5 Aplicagio

A partir dos resultados obtidos nas se¢Bes anteriores, foi feita uma aplicagio do
modelo (1) na analise de precipitagBes pluviométricas ocorridas na cidade de Passo
Fundo situada no norte do Estado do Rio Grande do Sul.

Os dados explorados foram coletados na Estagio Agrometeorologica da EM-
BRAPA Trigo com coordenadas geograficas 28°15'46”S de latitude, 52°24'24”"W de
longitude e 684m de altitude. O conjunto de dados pode ser acessado livremente no
seguinte endereco eletronico: hitp://www.cnpt.embrapa.br /pesquisa /agromet fap. A
base de dados corresponde as medig¢des diarias do indice pluviométrico no periodo
de 01 de julho de 2009 até 30 de junho de 2011.

Utilizando as medi¢8es do indice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-
riodo de dias sem precipitagdo (X) e periodo contiguo com ocorréncia de precipita-

¢do (Y). O objetivo é determinar as distribui¢des das variaveis:

1. Periodo climatico (U) = periodo sem precipitagio (X )+ periodo contiguo
com ocorréncia de precipitagio (Y). O periodo climatico indica um ciclo cli-
matico, formado pela soma dos dias sem chuva com os dias contiguos com

chuva, essa quantidade também indica o retorno do periodo de seca (sem chuva);

2. Proporgdo de dias com ocorréncia de precipitagio (Q) = periodo com ocor-
réncia de precipitagdo (Y)/(periodo sem precipitagio (X) + periodo contiguo

com ocorréncia de precipitagio (Y)).

Como o modelo gama bivariado (1) tem marginais gama distribuidas com para-
metro de escala unitario, os dados observados para X e Y sofreram uma transforma-
¢do para corrigir a escala. A transformagdo utilizada foi (X,Y) — (C,X,C,Y), C; e

C, sio fatores de corregdo de escala:

=% c,- :ﬂ
DX >
k=0 k=0

Os parametros @ e 3 foram ajustados a partir de suas distribui¢des marginais
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via Método da Maxima Verossimilhanga. As estimativas obtidas foram @ = 1,633 ¢

~

B =2,963. A estimativa do parimetro de dependéncia, 7 = 0,005, foi deduzida a

partir de (3) e da expressio:

5= E [(X_A/ISZ)SSY_My” (36)

sendo que (M o Sx) e (My, Sy> sdo, respectivamente, as médias amostrais e os desvios

padrdes das variaveis aleatorias X e Y.

O grafico da fdp conjunta ajustada para os dados transformados é exibido na
figura 4. Nas figuras 5 e 6 sdo exibidas as fdps ajustadas para U e Q sobreposta pelos

respectivos histogramas dos dados transformados.

Para verificar a qualidade do ajuste de (1), primeiramente, foi plotado o grafico
de Fy(x;y) versus (i —0,375)/(n +0,25) [16], sendo que Fy(-) denota a fungio de
distribuigdo acumulada de X e x;) representa os valores amostrais de X em ordem
crescente, em seguida plotou-se o grafico de Fy(y(;)) versus (i —0,375)/(n+0,25) em
que Fy(-) denota a fungio de distribuicdo acumulada de Y e y;) representa os valores

amostrais de Y em ordem crescente. Esses graficos sio exibidos nas figuras 7 e 8,

respectivamente.

0,20

x 23]

0.15 XX > T
g : M i
2 2 L5 1 [
g: 010 g:

]__
0,05 _
0.5 L
2 4 g 8 w12 14 03 04 05 06 07 08 09
Periodo clitnatico (dias) Proporgdo de dias com precipitagio
Figura 5. Fdp ajustada de U Figura 6. Fdp ajustada de Q
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Figura 7. Ppplot para o periodo sem preci-  Figura 8. Ppplot para o periodo com ocor-
pitagdo réncia de precipitacio

6 Conclusoes

Considerando que X e Y seguem o modelo gama bivariado de Smith, Aldelfang e
Tubbs, foi possivel deduzir as distribui¢des exatas e os momentos das variaveis aleaté-
riasU=X+4+Y,P=XY e Q=Y /(X+Y) utilizando fungdes especiais. A aplicagio
do modelo na analise de dados de precipitagdes ocorridas na cidade de Passo Fundo
situada no norte do Estado do Rio Grande do Sul apresentou resultados satisfatérios,
levando-se em consideragdo que os critérios graficos de qualidade de ajuste indicaram

uma boa adequagio do modelo aos dados observados.
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