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Resumo: Neste trabalho apresentamos, de forma sucinta, um método para classifi-
car todos os sub-reticulados de indice N, nio equivalentes, do reticulado hexagonal

no plano A,.
Palavras-chave: c6digo; reticulado ideal; reticulado primitivo.

Abstract: In this paper we present, in a succinctly way, a method to classify every

sub- reticulated of nonequivalent index N, of hexagonal reticulated in the plan 4,.
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1 Introdugio

A busca de melhores codigos sobre Z1 corresponde em R” ao problema classico
do empacotamento esférico, ainda sem solugio até hoje, de descobrir como juntar

. ’ CIA e n . .
o maior numero de esferas idénticas em uma grande regido vazia. No ambiente de
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Z;, o problema fica um pouco menos complicado quando se tem alguma estrutura
algébrica no codigo. No caso do empacotamento de esferas em R”, a estrutura algé-
brica € a de reticulado, isto €, quando os centros das esferas formam um subgrupo
discreto do R”. Um arranjo familiar € aquele em que os centros das esferas formam
o reticulado ctibico de face centrada (usualmente encontrado em bancas de frutas),

onde o espago ocupado pelas esferas em um hangar é

7T
—— =0,7405...
V18

do espago total, isto ¢, o nimero de esferas ¢ 0,7405... do volume do hangar, di-
vidido pelo volume de uma esfera. Por isso, dizemos que esse empacotamento tem
densidade 0,7405... Gauss mostrou, em 1831, que dentre os empacotamentos re-
ticulados em R?, esse é 0 mais denso. Em uma dimensio, o empacotamento mais
denso é obviamente o reticulado Z e em duas dimensdes ¢ o reticulado hexagonal

A,, que ¢ gerado pela base

e cuja densidade é

Mas esse problema nio se reduz a 2 ou 3 dimensdes e tem consideravel impor-
tancia pratica em dimens&es maiores que 3, e isso o torna um dos mais famosos pro-
blemas em aberto da matematica. A resposta para quais desses sub-reticulados apre-
senta a melhor densidade de empacotamento é totalmente respondida em Conway e
Sloane[2]. Do ponto de vista da comunicagdo digital, especialmente celular e radio,
a busca de sub-reticulados de indice N tem como objetivo responder as seguintes
questdes: Quais sub-reticulados de indice N tem a maior norma minima? Quais
desses sub-reticulados tem a maior relagio SNR (signal noise ratio)? Quais sub-
reticulados possui uma regido fundamental de energia minima? O leitor interessado

em mais detalhes pode consultar Bersntein et al[1].
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2 Resultados basicos

Nesta se¢do apresentamos alguns resultados basicos sobre reticulados e teoria
dos niimeros que serdo necessarios ao desenvolvimento deste trabalho. O leitor
interessado em mais detalhes pode consultar Cassels [3], Conway e Sloane [2] e
Ribenboim [4].

Seja R” o espaco Euclidiano #-dimensional. A norma quadrética N(v) = ||v||?
de um vetor v € R” ¢é a soma dos quadrados de suas componentes, isto ¢, N(v) =
(v,v) = vv', em que (v,v) é o produto interno de v por v. A distancia Euclidiana
quadratica entre dois vetores u,v € R” ¢ a norma quadratica de sua diferenga, isto
¢,

d*(u,v)=N(u—v)=|lu—vl|J*.
Uma esfera em R”, com centro ¢ e raio p, consiste de todos os pontos v € R”
tais que N(v — c) = p?, isto ¢,

Ep(c) ={veR":N(v—c)=p}.

Um empacotamento esférico A em R” de raio p consiste de uma sequéncia infi-

nita de pontos ¢;,¢,, ... em R”, os centros das esferas, tais que
2 . .
N(c; —¢;) > 40", ¥V i #].

O raio p ¢ chamado de raio de empacotamento e, neste caso, drzn irl(A) = 4p2, em
que d2. (A) éa distdncia Euclidiana quadritica minima entre os elementos de A.

Um subgrupo aditivo de R” é discreto se sua interse¢do com qualquer subcon-
junto limitado em R” ¢ finita. Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto
de R”, ou, equivalentemente, os centros do empacotamento esférico formam um
grupo aditivo finitamente gerado por um conjunto de vetores linearmente inde-
pendentes do R”, denominado de base ou Z-base. Um sub-reticulado I' de um
reticulado A é um subconjunto de elementos de A, que é também um reticulado.
Restrigiremos os nossos estudos, sem perda de generalidade, aos reticulados do R”

cuja dimensio sejam igual a 7. Assim, dada uma base {u,,...,u,} do reticulado A a
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matriz

M:(uizlfifn),

cujas linhas sdo os vetores u; chama-se uma matriz geradora do reticulado A e os
elementos do reticulado A consistem de todos os vetores vM, onde v € Z”. Em
outras palavras, todo reticulado ¢ um médulo sobre Z. A matriz G = M‘M chama-

se de matriz de Gram.

Sejam A e I reticulados em R”. Diremos que A ¢ similar a I' se existir uma
transformagio ortogonal 7' : R” — R” e r € R — {0} tal que I' = r T(A). Nesse

caso, se A e I' possuem matrizes geradoras M e N, respectivamente, entio
N =rRMU,

em que U é uma matriz unimodular e R é uma matriz ortogonal. Quando » =1,

diremos que A ¢ equivalente aI'. Em particular, I' = A se, e somente se, N = UM.

Uma regido em R”, que contém um e somente um ponto de cada classe lateral a
direita (2 esquerda) de A em R”, chama-se de regido fundamental. Note que regido
fundamental nio é Gnica, mas toda regiio fundamental possui 0 mesmo volume,
pois o volume é invariante por translagio. O volume fundamental de um reticulado
A é 0 volume de uma regido fundamental, o qual sera denotado por V(A). Seja

{uy,...,u,} uma base do reticulado A. Entdo o conjunto
n
P=P(uy,...,u,)= Z“iui :0<4; <1
1=1

¢ uma regido fundamental de A. A regiio fundamental P chama-se regiio funda-
mental basica de A. De forma analoga aos reticulados do plano, o volume deste

solido n-dimensional é dado por
V(P)=|detM]|.
O determinante do reticulado A é definido como sendo o determinante da matriz
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G, isto é,

det A =det G.

Apesar de um reticulado possuir varias matrizes de Gram diferentes, o determinante
de cada uma delas é o mesmo e s6 depende do reticulado, ou seja, o determinante

do reticulado A independe da base {u;,...,u,} de A.

Sejam A um reticulado em R” e I' um sub-reticulado de A. Entdo

_ detT
~ detA

chama-se de indice de I em A. Agora, vamos nos restringir ao reticulado hexagonal
A,. Sejam I" um sub-reticulado de A4,, {u;,u,}uma base de A, e {v,,v,} uma base de

I'. Entdo existem unicos 4;; € Z tais que

vy = byu+byu,
v, = bpu+byu,
SeB= [bij:l,entio
N =detB#0

¢ o indice de I em A,. Pela Regra de Cramer, obtemos

Nul = CMVl +C21V2
NuZ = V4 + (V)
onde ¢;; € Z. Portanto

em que

NA,={Nu:ueA,}
¢ um reticulado. Dessa forma, temos que {Nu,, Nu,} ¢ uma base de NA,.

Vamos provar que se {u;,u,} ¢ uma base qualquer de A,, ento existe uma base
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{vy,v,} deT tal que

v, = aw

onde a, b, c € Z,c >0e0< b <a. O leitor interessado no caso geral pode
consultar [3][Corollary 1, pagina 13]. De fato, como Nu;,Nu, € I temos que

existem vetores w; (por exemplo, w; = Nu;) e w, em I" tais que

w, = dju+dyu,

wy = dpu+dpu
onde d;; €Z, d;; #0 e dy, # 0. Sendo assim, o conjunto
Iy={b,€eZ:v=>bu +byu,, YV vel}

¢ um sub-reticulado ndo nulo de Z. Entio existe um menor inteiro positivo 4,, € Z

tal que I', = (a,,). Escolha w, € I" da forma
Wy =ayuy tant,.
Analogamente, o conjunto
I={b€eZ:v=bu +bu, b,=0 V vel}

¢ um sub-reticulado nfo nulo de Z. Entio existe um menor inteiro positivo a,; € Z

tal que I'; = (a,,). Escolha w, €T" da forma
Wi =ay 2.1

é facil verificar que {w,w,} é¢ uma base de I'. Finalmente, pelo Algoritmo da Divi-
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sdo, existem Unicos g, € 7, tais que
Ay =141+ 1y, com 07y <ayy

e, assim,

Wy = q1a11U + 70 Fant, 2:2)
multiplicando (2.1) por —¢g; e somando com (2.2), obtemos a base desejada
Vi = anty
Vy = Ty tany,
onde a,, 75,a5 € Z, a,y, >0e 0 < 7y, <ayy. A matriz triangular
a;; O
"1 42
chama-se de forma normal de Hermite ou matriz particionadora.

Seja p um ntimero primo. Diremos que um niimero 4 € N é um residuo qua-
dritico médulo p quando a equagio x? = 4 (mod p) possui solugio, onde x €
{1,2,..., p — 1}. Uma condi¢do necessaria e suficiente para que @ seja um residuo

quadratico modulo p, p > 2 e mdc (a, p) = 1, é dada pelo teste de Euler, ou seja,

AT = 1(mod p).

Sejam p um nimero primo impar e 4 € N tal que mdc(a, p) = 1. O simbolo de

Legendre ¢ definido por
<a > B 1, seaé residuo quadrado médulo p
p —1, caso contririo

O simbolo de Legendre goza das seguintes propriedades:
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(i) Sea=b (modp), entdo <%> = (%)

A propriedade (z) ¢ uma consequéncia imediata da defini¢io e (ii) decorre do
teste de Euler. Podemos provar que 2 é um residuo quadrado modulo p se, e so-

mente se, p = £1 (mod 8), ou seja,

e, pela propriedade (i), concluimos que
p—1
27 =(-1)"7 (modp),

sendo assim, temos que

<3>_ 1, se p=1,7 (mod38)

p -1, se p=3,5 (modS).

Portanto,

<%> = <%> <§> =1, se p=1,3,5 ou 7 (mod8).

Proposigdo 1 (Lagrange) Seja f(x) =ax?+ bx + ¢ € Z[x] tal que mde(a, p) = 1.
Entdo

f(x)=0(mod p)

possui no maximo duas raizes. Em particular, a congruéncia

ax’ 4+ bx+c=0(mod p)
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possui solugdes se, e somente se,
A=b>—4ac

¢ um residuo quadratico médulo p, isto é,

p) b

Prova. Suponhamos, por absurdo, que a congruéncia

f(x)=0(mod p)

tenha trés solugdes ndo congruentes modulo p, digamos x;, x, e x;. Entdo

f)=f(x) = a(x®>=x})+b(x—x))
= (x—xy)[alx+x)+b].

Como

f(x;) = f(x)) (mod p), j=2,3,

temos que

f(xj> —fx)= (x]» - xl)[a(xj +x,)+ 5] =0 (mod p).
Logo, a congruéncia linear

[ax + (b +ax;)] =0 (mod p)

possui duas solugdes nio congruentes modulo p, o que é uma contradigo.

Finalmente, como mdc (4, p) = 1 temos que

ax? +bx+c=0(mod p) <> x*+a 'bx +a" ¢ =0 (mod p).
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Logo,

2+aVbx+alc = xX*+albx+ [2_14_1b:| 2 [2_14_119] 2 +a ¢
(x+271'a7 b)Y —27247%(b* — 4ac).

Portanto, a congruéncia
ax’ 4+ bx+c=0(mod p)
possuem solugdes se, e somente se,
A=b?—4ac

¢ um residuo quadratico médulo p, isto é,

que é o resultado desejado.

Note que se

n
_ Kk k, _ k;
N=pppl =T ]ef
1=1
em que 0s p; sio numeros primos distintos, entdo resolver a congruéncia
f(x)=0(mod N)
¢ equivalente, via Teorema Chinés dos Restos, resolver o sistema de congruéncias
_ kiy
f(x)=0(mod p.*), i=1,...,n.

O leitor interessado em mais detalhes sobre o Teorema de Lagrange as observagdes

a seguir pode consultar Sierpinski[6, pagina 239].
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Observagio 1: Note, pela Proposi¢io 1, que o nimero de solugdes da congruéncia

x? 4+ x+1=0(mod p)

(1+(3))

se p > 3, pois A = —3. Por exemplo, se p =7, entdo 22 = -3 (mod 7) e x; = 2,

pode ser escrito na forma

x, =4 sdo as solugdes nio congruentes. Portanto, se

N=]T»"
=1

entfo o numero de solug¢des da congruéncia

x? 4+ x4+1=0 (mod N)

¢ dado por
0, se 2|N ou 9|N
g I (1 + <%)> , casocontrario 2:3)
1=1,p,>3

Observagio 2: Note, pela Proposi¢io 1, que o numero de solugdes da congruéncia

x> —1=0 (mod p)

(+G)

se p >3, pois A = 4. Por exemplo, se p =7, entdo 2> =4 (mod 7) e x; = —1,x, =1

pode ser escrito na forma

s3o as solugBes ndo congruentes. Portanto, se

N=]]p",
=1
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entdo o numero de solugdes da congruéncia
x> —1=0(mod N)

é dado por u=27"1%, onde

N

, se N=0 (mod 8)
, se N=1,3,4,5 ou 7 (mod8) , (2.4
0, se N=2 ou 6 (mod 8)

—_

pois na fatoragio de N pode ocorrer primo par.

3 O reticulado hexagonal

Nesta se¢do apresentamos um método para classificar todos os sub-reticulados

de indice N nio equivalentes do reticulado hexagonal 4,.

Sejam F um corpo de nimeroe 0; : F — C, i =1,...,7n, as F-imersdes. Nio é
dificil verificar que os conjugados ¢;(a) = @; de @ nfo necessitam ser elemento de
F. Assim, dizemos que o; ¢é real se 0;(F) C R, caso contrario, é complexo. E claro
que se o; ¢ complexo, entdo o, : F — C definida por o,(3) = ,(/8) é um homo-
morfismo injetivo tal que o, £ 0; e FZZ. = 0;. Assim, denotamos os homomorfismos

reais por gy, .., 0y, 05 COMPlexos por 04 1,0 15+, 0py 1,0y € 2=k +2L.

Seja ¢ : F — R” definida por

¢(@)=(01(a)s -+, 0(@), 04 1.4(@); Tp 41 (@)s -5 0411 (2), 041y (2)).

Entdo ¢ é um homomorfismo injetor e p(r B) = rp(B), paratodo r e Qe B €F.
Em particular, se {vy,...,v,} é¢ uma Q-base para F, entio {¢(v,),...,¢(v,)} ¢ um

conjunto linearmente independente sobre R.

Seja Z[w] o anel dos inteiros de Eisenstein-Jacobi de Q[w], em que w é a raiz

ctbica da unidade. Como Z[w] é um dominio de ideais principais temos que todo
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ideal de Z[w] é da forma
I={a+bw)={z2(a+bw):z€Z[w]}.
Logo, se z € I, entdo existe ¢ + dw € Z[w] tal que

z = (a+bw)ct+dw)=cla+bw)+dw(a+bw)
= clatbw)+d(—b+(a—b)w)=cv,+dv,,

emquev,=a+bwev,=—b+(a—b)w. Assim,
o(v))=(a,b) e p(v))=(=b,a—1b).
Consequentemente, {v,V,} ¢ uma base para I e
A=g(I)={cp(vi)+do(v,): c,d € Z}

é um reticulado em R?. Portanto, para cada ideal / de Z[w] o conjunto ¢(1) é um
reticulado de R?. Mas a reciproca é, em geral, falsa. Ndo obstante, temos o seguinte

resultado:

Proposigio 2: Seja A um reticulado qualquer de R?. Se w/3 €1, paratodo S €1 =
@~ !(A), entdo I é um ideal de Z[w]. Neste caso, diremos que A é um reticulado
ideal de R?.

Prova. Dados a, 8 €1, existem x,y € A tais que x = ¢(a) e y = ¢(3). Logo,

x—y=p(@)—p(B)=pla—B)=>a—Lep (A,

isto é, a — B € 1. Como wa € I, para todo a € I, temos que (a + bw)a € I, para
todos a, b € Z. Portanto, I é um ideal de Z[w].

O reticulado hexagonal A, em R? é definido como

A= p(Z[w]) = lep()+dp(w): c,d €Z},
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em que
143
p(1)=(1,0) e p(w)= <——,—>
(confira Figura 1). Assim, podemos identificar

1 43 1 43 ,

(1,0) > 1, (_5’7)‘_’6‘) S (_E,_7>Hw .

VA
o o e [e] o
¢49)
22, |
o R o o o
U ) %
o) 6 o o o
(4+9)
272
o [e] e [e] o

Figura 1. Reticulado hexagonal

Seja I' um sub-reticulado de A, tal que [A, : I'] = N. Entdo existe uma matriz

particionadora
0
B=
¢
tal que detB=ac = N. Se
[ 1o
M=l_1 &
2 2
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¢ a matriz geradora de A, e N é a matriz geradora de I, entdo

0
N=BM=
1 V3 ’
b—zC TC

isto &, I" € gerado pelos vetores

1 3
v;=(a,0) e v, = <b—56,§C> .

4
T

de ordem N ou

C 2 beliano, finitamente gerado, t A ¢ icli
omo cum grupoa cliano, nnitamen egera 0, temos que T cum grupo CI1Cl1CO

4
T

N 2 _ L, a,
m um fator de . Neste caso, m* | N. Realmente, se N = p ' p,*--- p,”, @; >0,

¢ isomorfo a um produto direto Zx X Z,, de grupos ciclicos, com
m

entdo, pelo Algoritmo da Divisio, cada ; pode ser escrito sob a forma:
a; :2q1+71, com OS v; <2.
Sendo assim, teremos:

N = (plqlpzquZn>2p;1p272p;n

q
1

. e A .
reticulado primitivo de 4, se F for um grupo ciclico.

Colocando m = p' p2-.. p» obtemos o resultado. Diremos que I' é um sub-

. k, . . .
Teorema 1: Seja N = [T, p;*, com os p; numeros primos distintos. Entdo o

numero de sub-reticulados primitivos nio equivalentes de A, de indice N é
T 1\ v
N)=-N 1+ — |+ = 427721,
He) 6 g < Pi > 3

em que v, ¢ dado por (2.3) e v, é dado por (2.4).

Prova. Nosso problema é equivalente a determinar todos os homomorfismos de
Z-modulos
d:A z Z
: — = ,
27 g T ON
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pois ker ¢ =T" é um sub-reticulado de A,. Como 4, é gerado por 1 e w temos que

¢ é completamente determinado por ¢(1) e ¢(w). Note que
ker(ré)=kerp, YV r € U(Zy).

O ntmero de sub-reticulados primitivos de indice N em um reticulado qualquer de

R? ¢ dado pela fungio ¢ [5][Theorem 8, p. 134]

JN)=N]] <1+1>. (3.5)

pIN p

Como sub-reticulados equivalentes s3o invariantes por rotagdo e reflexdo, temos que
dividir a expressio (3.5) por 6. Além disso, devemos adicionar os sub-reticulados de
A, que ja tenham sido rotacionados ou reflexionados, nesse caso, devemos dividir

somente por 2 ou 3, respectivamente. Assim, ha dois casos a serem considerados:

1°. Caso. Suponhamos que I tenha somente rotagio. Entdo, sem perda de

generalidade, podemos supor que:

p(1)=1, pw)=x e P(w’)=x%

em que

x? 4+ x+1=0(mod N),

pois
A’ +w+1)=p(0)=0.

O ntmero de solugdes desta congruéncia, pela Observagio 1, ¢ dada por v;. Assim,

<1 1> 1
—— =)y =-v.
2 6) ' 31

2°. Caso. Suponhamos que I" tenha somente reflexdo. Entfo, sem perda de

o termo adicional ¢ dado por

176



LACERDA, ]. B. B. e SILVA, A. A.

generalidade, temos as seguintes possibilidades:

d(1) = 1, lw)=x ¢ Pp(w?)=-x—1,
P(1) = —x—1, plw)=1c¢ gs(wz):x’
#(1) = x, plw)=—x—1e gb(a)z):l,

em que

x> —1=0 (mod N).

Assim, pela Observagio 2, o ntimero de sub-reticulados nio equivalentes ¢ dado por

3. 27’1—1+V2.

Logo, o termo adicional é dado por
<l _ l> 3. 2n—1+v2 — 2n—2+v2.
3 6

Portanto,

¢ o numero de sub-reticulados primitivos nio equivalentes de A, de indice N.

Teorema 2: O nimero de sub-reticulados nio equivalentes de A, com indice N ¢é
N
=3 A ()-
m?|N m

Prova. Seja I um sub-reticulado qualquer de A, com indice N. Entdo I pode ser
escrito de modo tnico como

I'=ml’,
em que I ¢ um sub-reticulado primitivo de A, com indice 25 em A4,, pois
m

N
Mfﬂ:szL;E
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e, se
a b
M=
c d
¢ a matriz geradora de I', entio
a b
g m m
M= 2 2]
m m

com M = mM/, é a matriz geradora de I'"". Portanto,

r00=3 1 ()

m?|N
¢ o numero de sub-reticulados nio equivalentes de A, com indice N.

Teorema 3: Seja I' um reticulado em R? com matriz geradora

N= , a,b,c €.

YIS TR NY
a0 NI

Entio:

1. O reticulado hexagonal A, contém uma cépia similar de I' se, e somente se,

4ac—b>=3m?*, mel.

2. O reticulado hexagonal A, contém uma copia de I se, e somente se,

4ﬂC—b2:3m2, meZ e a:}k H pllz l_[ q?ml
p;=1 (mod 3) g;=—1 (mod 3)

Prova. (1) Seja I" = ¢~!(I') uma cdpia similar de T' em A,. Entio existe r € Q (Z)

tal que
2

3
ac— ) = r2detl’ = rzzNz S bac—b*>=3m?, meZ.
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(2) Como

temos que 4al’ C A,. Portanto, I' C A,.

NS N
o NS

Teorema 4: SejaI” um sub-reticulado qualquer de A, com indice N. Entdo d?. (T') <
min

N. Além disso, d. (I') =N se, e somente se, I" é um reticulado ideal.

Prova. Como A, ¢é o reticulado mais denso em R? temos que drfl () <N, para

todo sub-reticulado I" de 4,.

4 Conclusio

Neste trabalho apresentamos um método para classificar todos os sub-reticula-

dos de indice N n3o equivalentes do reticulado hexagonal A,.
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