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Resumo: Para um grupo arbitrario G e um subgrupo normal H C G, o espago

G

I herda a estrutura do grupo G. Ja no caso em que H ndo é normal em G, isso

nio ocorre. Neste trabalho, quando H nio ¢ normal em G, vamos introduzir uma

G

estrutura de girogrupo em —, o que ¢é possivel ja que a maioria das propriedades

;. . H ~ . A .
caracteristicas dos girogrupos sdo propriedades de lagos homogéneos com a propri-
edade inversa do automorfismo.Também definiremos espagos girovetoriais, os quais
ddo suporte a geometria hiperbdlica assim como espagos vetoriais para a geometria

euclidiana.
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Abstract: For an arbitrary group G and a normal subgroup H C G, the space T
inherits the structure of the group G. Now in the case that H is not normal in G,

this does not happen. In this work, when H is not normal in G we introduce a

structure of gyrogroup in 7a what is possible since most of the characteristic pro-
perties of gyrogroups are properties of homogeneous loops with the automorphism
inverse property. We will also define gyrovectors spaces, what provides supports for

hyperbolic geometry just as vectors spaces for euclidean geometry.
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1 Introdugio

Apbs o desenvolvimento da Teoria Especial da Relatividade por Einstein, em
1905, houve tentativas de se interpretar a lei da adi¢do da velocidade usando Geo-
metria Hiperbdlica. Mas, a falta da propriedade associativa foi considerada um fator
complicador e essa teoria foi abandonada. Foi em sua retomada que surgiu o conceito

de girogrupo, uma estrutura algebrica que deu fundamento a toda essa teoria.

Desde sua introdugdo por Abraham A. Ungar, os girogrupos transformaram-
se em assunto de intensivas investigagdes em seu significado fisico e geométrico,
assim como em sua interpretagdo lago-tedrica. Entretanto, a melhor maneira de
introduzir a nogdo de girogrupos é fornecida pelas transformagdes de Mobius do
disco aberto complexo unitario. A mais geral transformacio de Mdbius de disco

D={z€C; |z| < 1} é daforma

La+z
'—’6“9—

14+az

z

Q)

ondea,z €D, § €R fixo ez representa o complexo conjugado de a. A transforma-

¢do (1) pode ser vista como a transformagio

a+t+z
142z’

7 —>

©)

seguida de uma rotagdo de 6 em relagdo ao eixo x. A partir de (2), definimos a

operagdo & : D x D — D dada por

a+z
1+az’

(a,2)—>(a®z)= 3)

a qual chamamos de adigdo de Mobius. A operagdo @ nio é comutativa nem associa-

tiva, mas, pode-se “reparar” a ndo comutatividade de @ pela introdugio da operagio

gyr :Dx D —Aut(D,d®),
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dada pela equagio
a®b 1+ab
b®a 1+ab’

gyrla,b]= @

onde Ant(D,®) é grupo do automorfismo do grupdide (D, ®). Assim, de (4) vemos
que

a®b=gyr[a,b](b®a).

De forma supreendente, o girador “gyr", que “repara”" a comutatividade, também

“repara” a associatividade para @. Surgem, assim, as seguintes identidades:

a®(bdc)=@db)dgyr(a,blc Lei da giroassociatividade a esquerda.
(adb)®dc=ad(bdgyr[b,a]c) Lei da giroassociatividade a direita.
gyrla,bl=gyr[la®b,b] Propriedade do lago a esquerda.
gyrla,bl=gyr[a,b®a] Propriedade do lago a direita.

Dessa forma, a adigio de Mobius e seu girador associado estio ligados e, onde ha
coincidéncias, ha também um significado. Das coincidéncias emergentes do girador,
descobre-se uma estrutura algébrica interessante que merece a extensio pela abstra-
¢do, e esta ¢ chamada de girogrupo.

Vamos apresentar uma série de resultados que nos levam a definir um girogrupo,

os quais serdo fundamentais para o desenvolvimento de um trabalho posterior.

2 Girogrupos

As principais referéncias utilizadas neste trabalho se encontram em [1,15,16].
O conceito de girogrupo generaliza as nog¢des de grupo, logo, ambos compartilham
algumas analogias, tais como:
1) Os girogrupos sio classificados como girocomutativos e nfo girocomutativos;
2) Alguns girogrupos girocomutativos admitem multiplicagio por escalar, tornan-
do-se, assim, um espago girovetorial;
3) O espagos girovetoriais por sua vez, fornecem um suporte para a geometria
hiperbdlica, da mesma forma que os espagos vetoriais fornecem um suporte para a

geometria euclidiana. Isso possibilita unificar essas duas geometrias.
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Para um grupo arbitrario G e um subgrupo normal H C G, o espago G/H herda
a estrutura do grupo G. Vamos descobrir a construgio relevante nos termos de uma

se¢do da projegdo canonica de G no conjunto G/H das classes laterais a esquerda.

Uma se¢do 0 : G/H — G da proje¢do candnica 7w : G — G/H ¢ uma aplicagio
com o = Idgy e 0(H) = 15. No caso em que H C G ¢ um subgrupo normal,
uma se¢do arbitraria permite que a operagio do grupo G seja levada na operagio do

grupo G/H,
G/HxG/H — G/H

(8:H),(:H)) — 7(o(giH)o(g,H))=0o(gH)o(g,H)H.

Nesse caso, G/H possui uma estrutura de grupo independentede 0 e 7: G — G/H

¢ um homomorfismo de grupos.

Se H nio é normal em G, G/H, ndo herda a estrutura do grupo G. Porém,
podemos introduzir uma estrutura de girogrupo em G/H. Faremos agora essa cons-
trugdo. Geralmente, se H C G nio ¢ normal, uma seg3o arbitraria o : G/H — G

induz a operagio

®,:G/HxGJ/H — GJH
((g1H),(g.H)) — (g H)®, (H)=nr(o(g1H)o(gH))=0(gH)o(g,H)H.

Note que,
Heo, (gH):(gH)@UH:gH

para todo gH € G/H, H é o Unico com esta propriedade. Como o(gH)H =
rno(gH) = gH, podemos representar o(gH) = gh paraalgum h € H. Entdo,

(8:H) @, (1) = 0(g1H)g,H
para quaisquer g, H,g,H € G/H.

As bije¢des G — G formam o grupo B = B(G) com respeito a composi¢do. O

grupo Aut(G,®) é formado por todas as bijecdes ¢ € B(G) que preservam a operagio
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®, ou seja,

p(a®b)=p(a)® p(b)

para quaisquer que sejama, b € G.
Definigdo 1: Um lago a esquerda (£, ®) ¢ um grupdide que possui duas proprieda-
des:
i) Existe um unico elemento neutro e € %, tal que e ® x = x @ ¢ = x para todo
xe€XL.
ii)Dadosa, b € £, aequagio a®x = b tem como unica solugio x = (6a)® b, onde
©a ésolugio tinicadea @t =e.
Diante disso, podemos considerar o seguinte resultado.
Lema 1: Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e o : G/H — G uma segdo de
7:G— G/H. Se 0(G/H) é um subgrupo de G, entio a operagio binaria
®,:G/HxGJ/H — G/H -
(&H),(&H)) = (8H)®, (gH)=0(gH)o(gH)H = 0(gH)g,H,
introduz uma estrutura de lago a esquerda em G/H.

Dado um lago a esquerda (£, @), considere a translagio a esquerda

L: ¥ —» %

a

X +— aé®ux,

com a € Z. De acordo com a propriedade i:) da defini¢io de lago, todas L, sdo

invertiveis ¢ L '(b)=Lg,(b) paratodo b € £. Consequentemente,
5@ (00)x)=L,Lo,(x)=L,L, (x)=x

paratodo x € £Z.
Agora definimos o girador de Thomas.
Definigio 2: Seja (£, ®) um lago a esquerda. Para quaisquer que sejama, b € (£, ®),

o girador de Thomas, denotado por gyr[a, b], ¢ uma aplica¢io bijetora
gy71a,b) = LoanLLy: £ — 2.
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Kiechle demonstra em [9] que um lago a esquerda (&, ®) € um grupo se, e so-
mente se, os giradores gyr[a,b] = 1d, para quaisquer que sejam a, b € £. Posteri-
ormente, usaremos esse fato.

O lema que segue é ttil na demonstragio de outros resultados, pois ele estabelece
a giroassociativadade a esquerda num lago qualquer e ainda mostra que um girador

age como uma conjugagio. Vale lembrar que,

Adh(ﬂb): G — G
x = hab)x[h(ab)] !

Lema 2: a) Seja (£, ®) um lago a esquerda com girador gyr[a,b] = Lgg5)L,L,,
para quaisquer 4, b € £ . Entdo,

i)a®(bdc)=(a®b)® gyr[a,b]c para quaisquer que sejam a,b € L.

ii) gyr[a,©a]l=1dy, paratodoa € £.

i11) O tnico inverso a direita ©a de a € £ ¢ o Unico inverso a esquerda de a.

b) Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e 0 : G/H — G a secio da projegio
candnica 7w : G — G/H com o(G/H) subgrupo de G. Entio dados a = 0 (aH) e
b =o(bH), tem-se que o girador

gyrlaH,bH](xH) = (Ad ) (x)H,
age como uma conjugagio por
h(ab)=[o(abH)] 'abeH.

Demonstragio: a) i) (@ b) @ gyr(a, b]c = Lisgp)LoenLels(c) = LoLy(c) =
a®(b@c).
11) gyrla,©a] = Le(aea(ea))LaLea = LeeLzzLd = Idg.

iii) Sejaa, o Unico inverso a direita de ©a. Entdo por i) e i) temos que,
a=a® ((0a)®a; )= (a®(6a))®gyr[a,0ala;=a,.

Logo, (6a)®a = e e ©a é um elemento inverso a esquerda de a. Seja g, € £ um
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outro elemento inverso a esquerda de 2. Note que 4, ® x = ¢, onde x = 8a, = a.

Entdo de 7) e i1) segue que,
ay=a,® (a®(0a))=(a,®a)® gy7[ay,64)](0a) =0Oa.

Portanto, ©a ¢ o nico elemento inverso a esquerda de a.

b) Por um lado, temos que

(aH)®, (bH))®, ([Adyup(x)]H) = (abH)®, ([Ady,(x)]H)
= a(abH)[Adb(ﬂb)(x)]H.

Por outro,

(@aH)®, (bH)®, (xH)) = (aH)®, (bxH))
a(bx)H
(ab)xH
o(abH)h(ab)xH
o(abH)h(ab)x[h(ab)] 'H
= oabH)[Adyp(¥)]H.

Entio,
(aH)®, (bH))®, ([Ady,)(x)]H )= (aH)®, (bH)®, (xH)).
Como
@H)o®, (bH)®, (xH))= (aH)®, (bH))®, (gy7[aH,bH](xH)),

segue o desejado.

A partir de agora, nosso objetivo é definir um espago girovetorial (V, @, ®). Para
1ss0, mostraremos que, num espago girovetorial quase a esquerda (V,®,®), o lago a
esquerda (V,®) com a propriedade do giroautomorfismo implica que (V,®) ¢ um

girogrupo a esquerda e, com isso, (V,®,®) ¢ chamado de espago girovetorial a es-
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querda. Mais ainda, sabendo que um girogrupo é um girogrupo a esquerda que sa-
tisfaz a propriedade do lago a esquerda, e que é girocomutativo se satisfaz a lei da
girocomutatividade, mostraremos que, no espago girovetorial a esquerda, tem-se que

(V,®) é um girogrupo girocomutativo.

Definicio 3: Um espago girovetorial quase a esquerda (V, @, ®) é um lago a esquerda

(V,®) com uma multiplicagio escalar

R:RxV -V

que satisfaz:

N1®v=o

1) (rs)®v=r®(®v)=sQ(r®v)
i) (r+s5)®v=(r®v)+(s®v)

iv) gyr[r®v,r@v]=I1dy

v) gyr[a,b](r®v)=7r®(gyr[a,b]v)

para quaisquer que sejam a,b,v € V e r,s €R.

Definicio 4: Um laco a esquerda (£ ,@®) sujeito a propriedade do giroautomorfismo,

gyrlab)(x@y)=(gyr[a,b]x)®(gy7[a, b]y)
para quaisquer que sejam a, b, x,y € £, é chamado girogrupo a esquerda.

Apresentamos agora um exemplo onde, para duas se¢des 7, o distintas num mesmo
espago G,/ H,, tem-se que (Gy/Hy, ®,) é um grupo e (G, /H,, ®,,) € um girogrupo a
esquerda, mas nfo é um grupo.

Seja G, = S, o grupo simétrico atuando no conjunto {1,2,3}. Denotamos por
(24, .-, 23) 0 ciclo que transforma i; em i,, 1, em i3,...,7;, ; em 7 e i, em Z;. Fixemos

o subgrupo ciclico Hy = ((1,2)) C S; de ordem 2. Para

= (1,2,3) 7,=(1,3,2)=(1,2,3)
op = (2,3) 0, =(1,3)
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podemos representar G, como a unido disjunta
com 0;Hy = 7;Hy para 1 = 1,2. Seja 75 = 09 = 1dy; 5 53. Definimos as se¢Ses

v: Gy/Hy — G,

T, Hy — 71

o, Hy — o
paraz =0,1,2, onde 0;Hy — 0; e 7;Hy — 7;. Observe que a imagem 7(G,/H,) =
{Ti;i =0,1,2} é o grupo alternado A; e a operagdo @ _ : Gy/Hy x Gy/Hy — G,/H,
definida por (v, Hy) @, (7;Hy) = 7;7,Hy = Ti+jHo transforma G,/H, num grupo
ciclico de ordem 3.

Temos também que a imagem o(Gy/Hy) = {1dy; 531,(2,3),(1,3)} de 0, ¢ fechada
sobre a inversio, ou seja, (i,7) =(,7) ! para toda transposigio (i, 7). Consequente-

mente,

((UiHO)’ (OJHO)) — (UiHO) @U (U]HO) =0; O'jHO
¢ a operagio que torna Gy/H, um lago a esquerda. Note que (G,/H,,®,) nio é

grupo, pois gyr[Hy, 0;H;] =Ad1d{1,z,s} #1dg i = Hy. A fim de mostrarmos que

(Gy/Hy, ®,,) € um girogrupo a esquerda, notemos que

gyr[Hy,o0,Hy] = gyV[Ul‘Ho,Ho]:Adld{l,z,H €
gyrloiHy,0.H,] = Adld{

1,23}

Analisaremos gyr [0 Hy, 0, H,] :Adb(am) e gyrlo,Hy, 00H,] :Adb(ozal)' Como
0,0, =0,(1,2) e 0,0y = 04(1,2), obtemos que

2 102(1!2) =(1,2)

h(oy0y) = [o(0y0,Hy)] 1‘71‘72:‘7
h(oyo,) = [o(0y01H)] 102‘71:(1,2)-
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Sabendo que Ad 00 = 09, Ad(y ;0 = 0, ¢ Ad(j 0, = 0y, podemos escrever

Ady 507 =0 ;. Note que, se 0(0707H,) = 07, entdo o (o Hy)=0 . Isso

(B
é claro quando £ =0 ou / = 0, assim como no caso k = 1I. Para (k, l (1 )

k 7) = (2,1), temos que o(ogorHy) = o7 e 0(0( 07 j)Ho) = o(o707Hy) = 0 =
o 7
Assim, se
o((oHo) &, (07H,)) = (05:H,),
entdo

Ady ) ((opHy) ®, (07H,) ) = Ad(y ) (07)Hy

= o i
= 9 po pfh
= ( ( k)HO) ( ( _)HO)

= (Ad 1 2)( )Hy )@ (Ad(1,2)(07)Ho )

para todo k, € {1,2,3}. Portanto, (G,/Hy,®, ) é um girogrupo i esquerda.
Note que um girogrupo a esquerda (£,®) ¢ um laco a esquerda e os giradores
gyr[a,b] sdo @-automorfismos para todo a,b € Z.
Lema 3: Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e o : G/H — G uma segio de
7t: G — G/H. Suponha que 0(G/H) é um subgrupo de G e a discrepancia
d"(x)=Ad; {[o(Ad,(x)H] 'Ad)(x)} ©)

pertence a N,c(gH g = Nyec(VHy 1), para todo x € S e todo » € H. Entio
(G/H,®,) ¢ um girogrupo a esquerda com respeito a operagio (5).

A demonstragio desse lema se encontra em [1].

Da defini¢io de grupoides isomorfos, apresentaremos quando um girogrupo a
esquerda arbitrario é isomorfo a (G/H,®,), ja definido acima.
Definigio 5: Os grupdides (£, ®,) e (£,,®,) sdo isomorfos se existe uma bijegio
¢: % — %, tal que

P(x ®17)=¢(x) @, ¢(y)
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para quaisquer que sejam x ¢ y em 2.
Proposicido 1: Para todo girogrupo a esquerda (Z,®), existe um grupo G, um sub-
grupo H C G eumasegio 0 : G/H — G de n: G — G/H com o(G/H) subgrupo
de G e ho(G/H)h ' C 0(G/H) para todo h € H, tal que (£,®) é isomorfo a
(G/H,®,).

A demonstragio desse resultado se encontra em [1]. Passamos a apresentar as
ultimas defini¢des.
Definigdo 6: Se (V,®,®) ¢ um espago girovetorial quase a esquerda e (V,®) ¢ um
girogrupo a esquerda, entio (V,®,®) é chamado espago girovetorial a esquerda.
Defini¢io 7: Um girogrupo (Z,®) é um girogrupo a esquerda que possui a proprie-

dade do lago a esquerda
gyrla,b]=gyrla®b,b]

para quaisquer que sejam a,b € £ .
Note que o girogrupo a esquerda ((15—32)), ® U) ja discutido, nfo é um girogrupo.
De fato, por um lado, para 0y =(2,3), 0, =(1,3) tem-se gyr[oHy, 0,Hy] =Ad,y 5.
Por outro, (0,Hy) ®,, (0,Hy) = 0,0,Hy = 0,H,. Logo,
gy [((01Hy) @, (0,Hy)), 02Hy] = Ad]d{

1,2,3}

e consequentemente gyr[o,Hy, 0,Hy] # gyr[((o,Hy) &, (0,Hy)), 0,H,].
Dizemos que um girogrupo (Z,®) é girocomutativo, se satisfaz a lei da giroco-
mutatividade

a®b=gyr[a,b](b&®a)

para quaisquer que sejam 4 ¢ b € . A seguir, apresentamos quais condi¢des sdo
satisfeitas para que (G /H, ®a> seja um girogrupo girocomutativo.

Lema 4: Sejam G um grupo, H C G um subgrupo e o : G/H — G uma segio de
7:G— G/H com S =0 (G/H). Suponha que

i) § é subgrupo de G.

i1) A discrepancia (6) pertence a N, (gH g h.

ii1)o(x 'y 'H)=[o(xyH)] ! para quaisquer que sejam x,y € S.
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iv) xyx € § para quaisquer que sejam x,y € S.

Entdo, (G /H ,EBU> € um girogrupo girocomutativo.

Demonstragio: Pelo Lema (2), 7) e i7) implicam que <G /H,® 0) € um girogupo a
esquerda. Vamos mostrar que <G /H,® U) satisfaz a propriedade do lago a esquerda
e também a lei da girocomutatividade.

Note que 7) e i::) implicam a propriedade inversa do automorfismo,
S, (xH)®, WH))= (8,(xH))®, (6,00H)) @)

parax = o(xH) e y = o(yH) arbitrarios. De fato, como § é subgrupo de G, tem-se
que
,(o(gH)H)=[o(gH)] 'H

para gl € G/H. Assim
S, (xH)®, (vH))=[o(xyH)] 'H

¢igual a
(6,(xH))®, (6,(yH))=0(x 'y 'H)H,

pela condigio 7i1).
Seja Gy =% x Aut(Z,®) o produto giro-semidireto do girogrupo a esquerda &

com o giroautomorfismo Aut(Z,®). A igualdade

[(e, o B)] '=(0.) Tolx, ) !

implica em,

© " Yeyrlx, 0 'xe )BT eyrlx, ) )
= (8 '0),B Ne(e '(x),
= (8" '(ex)gyriep '0res ' I " .

Dai, paraz = (y) obtemos
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(gyrlx,2]) '(x@2z)=z@x ®)

Bt Neyrlx.z]) '=gyr(ef ' ')hep ! I L0

Essa ultima igualdade implica que

(gyr[x,z]) '=gyr[ez,0x1] (10)

para quaisquer que sejam x,z € .. Além disso, a propriedade inversa do automor-

fismo e o Lema 2 nos fornece

{eadb)t@gyrla,b]l(ec) = {edb)le{ogyr(a,b]c}
= ofadb)®gyr(a,b]c}
= elad(bdc)}
= (ea)@{(eb)® (o)}
= {(ea)®(0b)}® gyr[ea,0b](oC)
= {e@adb)l®gyr(ea,6b](o0).

Logo,
gyrla,b]=gyr[©a,0b] (11)

para quaisquer que sejam a,b € Z.

De (8), (10) e (11), temos que a lei da girocomutatividade vale para qualquer
girogrupo a esquerda (£, ®) e, em particular, vale para (G/H,®,). Resta mostrar
que (G/H,®,) satisfaz a propriedade do lago a esquerda. Para x e y arbitrarios em

S, sabemos que h(yx) = [o(yxH)] lyx € H. Entio,
x(yx)=x(o(yxH)h(yx)) = o(xo(yxH))h(xo(yxH))h(yx) € S.
De onde segue que, h(xo(yxH)) = [h(yx)] I. Observe que, de (10) e (11), tem-se
(gy7[yH,xH]) ' =(gyr[xH,yH]).

21



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.15, n° 1, Jan/Jun 2013

Dessa forma, sabendo que gyr[aH,bH] = Ad) ;) para quaisquer 4, b € § temos

gyr[xH,(yH)®, (xH))] = gyr[xH,o(yxH)H]
= Adjopxm)

= Adpp

= [Adj,q] !

= (gyr[yH,xH]) '
= gyr[xH,yH].

Enquanto que,

gyr[(0H)®, (xH)),xH] = (gyr[xH,(WH)®, (xH))]) '
= (gyr[xH,yH]) '
= gyr[yH,xH].

Ouseja, (G/H,®,) satisfaz a propriedade do lago a esquerda. Portanto, (G/H,®,)
€ um girogrupo e € girocomutativo.

Finalmente definimos um espago girovetorial.
Definicio 8: Se (V,®,®) ¢ um espago girovetorial a esquerda e (V,®) é um giro-

grupo girocomutativo, entdo (V,®,®) ¢ chamado espaco girovetorial.

3 Conclusoes

Uma das contribui¢des deste trabalho é que ele estabelece critérios para definir-
mos, em um espago homogéneo, uma estrutura de espago girovetorial de Lie, e isso
s6 € possivel se "estendermos"a teoria de Lie a teoria de girogrupos através de la-
cos. Espera-se que a teoria apresentada aqui ainda possa ser desenvolvida de modo a

contribuir em outros trabalhos.
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