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Resumo: O presente artigo apresenta uma Maplet, programada via Maple, idealizada

para obter a solução numérica, via Método das Características, de uma Equação Di-

ferencial Parcial conhecida como Equação do Telégrafo. Este trabalho aborda, de

início, algumas noções de Equações Diferenciais Parciais, segue com a apresentação
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do modelo de um Circuito Elétrico expresso matematicamente por meio destas equa-

ções, trabalha com os conceitos necessários para entendimento desse fenômeno físico,

descrevendo, passo a passo, os procedimentos que foram implementados para obter a

solução numérica por meio do Método das Características; por fim, o funcionamento

da Maplet desenvolvida sobre o raciocínio teórico é exposto e a solução numérica de

um exemplo particular da Equação do Telégrafo é apresentada, com o auxílio da in-

terface gráfica disponível no pacote Maple.

Palavras-chave: equação do telégrafo; Maplet; método das características.

Abstract: This paper presents a Maplet, programmed via Maple, designed for the

numerical solution of a Partial Differential Equation known as the Telegraph Equa-

tion by the Method of Characteristics. This work initially addresses basic notions

of Partial Differential Equations and proceeds with the presentation of the model of

an Electrical Circuit expressed mathematically by means of these equations, working

with the concepts needed to understand this physical phenomenon, describing step

by step procedures that were implemented to obtain the solution through Method of

Characteristics. Finally, the functionality of the Maplet developed on theoretical rea-

soning is exposed and the numerical solution of a particular example of the Telegraph

Equation is presented with the aid of the Maple graphical interface.

Key words: telegraph equation; Maplet; characteristic method.

1 Introdução

Na Engenharia Elétrica, a Equação do Telégrafo é frequentemente usada em estu-

dos para a monitoração e controle do tráfego de uma corrente elétrica. Esse tráfego

pode ser descrito pelas variáveis, potencial V , corrente I , e carga Q. Se a rede é feita

de simples cabos que conectam nós isolados, resistências, capacitâncias, bobinas, e a

frequência é baixa, ela pode ser modelada dimensionalmente por uma série de ele-

mentos, com as propriedades materiais da resistência R, capacitância C e indutância

L. Este modelo é chamado circuito elétrico.

Se a frequência é alta, de forma que o comprimento de onda é comparável com o
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comprimento dos condutores, deve-se ser ainda mais preciso. Como o sinal não chega

instantaneamente em todos os locais do circuito, ele se propaga como uma onda de

voltagem e corrente ao longo de uma linha. Em todo caso, não se podem negligenciar

as propriedades da resistência e indutância no decorrer do cabo. Se for considerado

que o cabo é constituído de uma série de elementos infinitesimais, é possível modelar

o sistema e obter o que é conhecido como Linha de Transmissão, descrita por uma

Equação Diferencial Parcial (EDP) no espaço e tempo. Um famoso exemplo é a Equa-

ção do Telégrafo, no qual uma peça infinitesimal de um cabo de telégrafo é modelada

como um circuito elétrico [1].

Neste artigo, observa-se a solução numérica da Equação do Telégrafo por meio do

Método das Características [2], que transforma uma EDP em um sistema de Equações

Diferenciais Ordinárias (EDOs).

O método foi implementado com o auxílio do software Maple que, atualmente,

está em sua 17a edição. O uso desse software foi possível devido ao fato de a Univer-

sidade Tecnológica Federal do Paraná (Câmpus Campo Mourão) possuir a licença.

Além de o Maple ter sua própria interface e ferramentas para resolução de diversos

problemas matemáticos, já conhecidos, possui grande flexibilidade para desenvolvi-

mento computacional, um campo destacado pela construção de Maplets [3].

Ao desenvolver uma Maplet, é possível, para o programador, personalizar e con-

textualizar os comandos a fim de torná-los intuitivos ao usuário final, além de ter

em mãos a possibilidade de moldar representações gráficas, no intuito de facilitar o

entendimento de certos conteúdos.

Nesse contexto, programou-se uma Maplet inspirada em um estudo de caso tendo

como resultado a solução numérica da EDP em forma de tabela e gráficos em duas e

três dimensões.

A estrutura deste artigo está disposta nas seguintes seções:

Equações Diferenciais Parciais de Segunda Ordem, na qual se apresenta a forma

geral de uma EDP de segunda ordem;

Linhas de Transmissão - apresenta-se a dedução da Equação do Telégrafo;

As Curvas Características - descreve-se a obtenção das curvas características, ne-

cessárias para obter a solução da EDP;
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O Método das Características, na qual se deduzem as fórmulas básicas para obter

a Tensão, a partir das Equações Características;

Aplicação da Equação do Telégrafo - apresenta o exemplo que foi resolvido via

Maplet e o resumo dos passos que foram necessários para obter a solução;

Solução do Problema Apresentado via Maplet - apresenta o funcionamento da

Maplet implementada, explicitando alguns detalhes de sua funcionalidade e resultados;

Conclusão - considerações a respeito do trabalho, enfocando a utilização da Ma-

plet.

2 Equações diferenciais parciais de segunda oredem

SejaΩ⊂ IR2 um conjunto aberto e sejam C 0(Ω) e C 2(Ω) os espaços das funções u :

Ω−→ IR contínua e duas vezes continuamente diferenciáveis emΩ, respectivamente.

Seja L um operador diferencial definido por

L : C 2(Ω) −→ C 0(Ω)

u �−→ Lu =A(x, t )ux x +B(x, t )ux t +C (x, t )ut t ,
(1)

onde A,B ,C : Ω−→ IR são funções reais que dependem das variáveis independentes

x e t . Além disso, para todo (x, t ) ∈ Ω, pelo menos um dos coeficientes, A, B ou C

é não nulo, ou seja, A2(x, t ) + B2(x, t ) +C 2(x, t ) > 0. Tem-se que L é um operador

linear, isto é, para todo par de funções u, v ∈ C 2(Ω) e todo par de números reais

α,β ∈ IR, verifica-se que L(αu +βv) = αLu +βLv.

Considere uma função F definida emΩ×IR3 tal que, a cada ponto (x, t ,ξ ,η,ς) ∈
Ω× IR3, associa um número real F (x, t ,ξ ,η,ς), ou seja

F : Ω× IR3 −→ IR

(x, t ,ξ ,η,ς) �−→ F (x, t ,ξ ,η,ς).
(2)

Definição 2.1 (EDP de Segunda Ordem Quase Linear): Denomina-se equação di-

ferencial parcial de segunda ordem, quase linear, na incógnita u(x, t ), a uma equação

do tipo

Lu = F (x, t , u, ux , ut ) , (3)
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sendo L e F definidas em (1) e (2), respectivamente. [4].

Definição 2.2 (Solução de uma EDP de Segunda Ordem Quase Linear): Denomi-

na-se solução clássica de (3) uma função u(x, t ), de classe C 2(Ω), tal que a igualdade (3)

seja verificada pontualmente em Ω [4].

3 Linhas de transmissão

Considere-se uma linha de transmissão de dois fios, cujo diagrama está ilustrado

na figura 1, onde IT e VT representam, respectivamente, a intensidade de corrente e a

tensão no ponto de emissão, e IR e VR, são as mesmas grandezas mas correspondentes

ao ponto de recepção.

Figura 1. Circuito Elétrico [5].

I (x, t ) e V (x, t ) representam a intensidade de corrente e a tensão num ponto x da

linha de transmissão, no instante t . Para derivar as equações diferenciais a que devem

satisfazer, analisa-se o que se passa num pequeno trecho da linha, entre o ponto x e

x +Δx [5]. Traça-se um modelo de circuito elétrico nesse intervalo e explicam-se os

vários parâmetros aí indicados conforme figura 2.

Os condutores que constituem a linha de transmissão são feitos de metal resis-

tivo, formando um arranjo de resistências, em série. Supõe-se que o condutor seja

uniforme e, portanto, que a resistência por unidade de comprimento seja constante.

Denotando-se a Resistência por R, que é dada, em Ohm/quilômetro [5]. A Lei de
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Ohm diz que a queda de tensão em um intervalo de comprimentoΔx é RΔxI (x, t ).

Figura 2. Circuito Elétrico em um intervalo [5].

Uma certa indutância, em série, é também produzida no condutor, pela razão

seguinte: a Lei de Ampère diz que campos magnéticos em torno do contorno são

criados pela corrente elétrica; a Lei de Faraday diz que variações nesses campos in-

duzem uma força eletromotriz retroativa no condutor [5]. Supondo-se que essa in-

dutância, designada por L, seja constante por unidade de comprimento, ela é dada

em henry/quilômetro [5]. A queda de tensão, num intervalo de comprimento Δx,

é dada por LΔx∂ I (x, t )/∂ t .

Os condutores agem, de certo modo, como um capacitor e, assim, uma certa capa-

citância C em paralelo deve aparecer, dada em farad/quilômetro, sendo constante por

unidade de comprimento. A corrente, através desse capacitor, é CΔx∂ V (x, t )/∂ t .

Na prática, não é possível isolar completamente os dois condutores. Assim, desen-

volve-se uma certa condutância G, em paralelo, a qual supõe-se ser constante por uni-

dade de comprimento. A condutância é uma espécie de inverso da resistência e pode

ser dada em Ohm/quilômetro. A corrente através dessa condutância é GΔxV (x, t )

[5].

A primeira Lei de Kirchhoff estabelece que a soma algébrica das forças eletromo-

trizes em circuito fechado é zero. Assim, para um t fixado

V (x, t )−RΔxI (x, t )− LΔx
∂ I (x, t )
∂ t

−V (x +Δx, t ) = 0 ,
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de onde segue que

RI (x, t )+ L
∂ I (x, t )
∂ t

= −V (x +Δx, t )−V (x, t )
Δx

.

Passando o limite, quandoΔx→ 0,

LIt +RI = −Vx . (4)

A segunda Lei de Kirchhoff diz que a soma das correntes chegando num nó do

circuito elétrico é igual à soma das correntes saindo do referido nó [5]. Aplicando

essa lei ao circuito da figura 2, tem-se que

I (x +Δx, t ) = I (x, t )−GΔxV (x +Δx, t )−CΔx
∂ V (x +Δx, t )

∂ t
.

Dividindo ambos os membros por Δx e passando o limite quando Δx → 0,

obtém-se

CVt +GV = −Ix . (5)

Derivando a equação (4) em relação a t e a equação (5) em relação a x, tem-se

LIt t +RIt = −Vx t , (6)

e

CVt x +GVx = −Ix x . (7)

Multiplicando a equação (6) por C ,

LC It t +RC It = −CVx t . (8)

Subtraindo (7) e (8), tem-se

Ix x − LC It t −RC It +GVx = 0 . (9)
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Substituindo (5) em (9), tem-se

Ix x − LC It t − (RC +GL)It − (GR)I = 0 , (10)

que é conhecida como a Equação do Telégrafo. Pode, escrevê-la na forma,

Ix x − c−2It t − aIt − b I = 0 , (11)

onde, c2 = (LC )−1, a = RC +GL e b = RG. Analogamente, mostra-se que

Vx x − c−2Vt t − aVt − bV = 0. (12)

Representando por u(x, t ) a corrente, a equação (11) fica

−c−2ut t + 1ux x − aut − b u = 0. (13)

Multiplicando a equação (13) por −c2, obtém-se

−c2ux x + ut t + (p + q)ut + pq u = 0 , (14)

onde p =C/G e q = R/L [2].

4 As curvas características

Seja I um intervalo da reta IR. Considere uma parametrização plana, que é uma

aplicação contínua γ : I −→ IR, onde a variável s ∈ I é chamada de parâmetro de γ .

A imagem de γ , I mγ = {g ∈ IR2, g = γ (s ), s ∈ I } é chamada de arco parametrizado

ou traço. A I mγ é simples se existe um único s ∈ I tal que γ (s ) = g . Um arco

parametrizado simples é constituído de pontos simples.

Uma parametrização diferenciável plana é uma aplicação γ : I −→ IR2 diferen-

ciável em todo ponto de I . Um ponto s0 ∈ I é dito regular se γ �(s0) �= 0. Se γ �(s ) �=
0,∀s ∈ I , diz-se que a parametrização diferenciável é regular.

Considere as equações paramétricas da curva γ dada por
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γ : x = ϕ(s ) e t =ψ(s ) , 0≤ s ≤ 1 , (15)

onde γ é sem auto interseções e regular, ou seja, γ é constituída de pontos simples e
γ �(s ) �= 0,∀s ∈ I . Como γ (s ) = (x(s ), t (s )) = (ϕ(s ),ψ(s )), ao menos uma função co-

ordenada tem derivada não nula, qualquer que seja s , ou ainda, (d x/d s )2+(d t/d s )2 >

0 em [0,1].

O Problema de Cauchy, para a equação diferencial quase linear Lu = F (x, t , u, ux ,

ut ), consiste em determinar uma solução u(x, t ) para esta equação, conhecendo-se os

valores de u e das derivadas ux , ut sobre γ . Simbolicamente, escreve-se

�����������

Lu = F (x, t , u, ux , ut ) em Ω

u(x, t ) sobre γ

ux (x, t ) sobre γ

ut (x, t ) sobre γ .

(16)

Vamos introduzir uma notação, para tornar mais simples o texto. Assim, repre-

sentando por m, p, q as seguintes funções definidas sobre γ , tem-se:

���������

m(s ) = u(x, t ) com (x, t ) ∈ γ
p(s ) = ux (x, t ) com (x, t ) ∈ γ
q(s ) = ut (x, t ) com (x, t ) ∈ γ .

(17)

Considere u uma solução do problema de Cauchy (16). São conhecidas sobre γ

as funções u, ux e ut , consequentemente, m(s ), p(s ), q(s ) e F (ϕ(s ),ψ(s ), m(s ), p(s ),

q(s )). Portanto, são conhecidas as derivadas d p/d s e d q/d s . Assim, as derivadas

segundas ux x , ux t e ut t são determinadas, sobre γ , por meio do sistema:




d x
d s

ux x (x, t )+
d t
d s

ux t (x, t )+ 0 ut t (x, t ) =
d p
d s

0 ux x (x, t )+
d x
d s

ux t (x, t )+
d t
d s

ut t (x, t ) =
d q
d s

A(x, t ) ux x (x, t )+B(x, t ) ux t (x, t )+C (x, t ) ut t (x, t ) = F .

(18)
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Observe, uma vez mais, que (18) está sendo considerado sobre a curva γ , isto é,

para x = ϕ(s ) e t =ψ(s ). Na forma matricial




d x
d s

d t
d s

0

0
d x
d s

d t
d s

A(x, t ) B(x, t ) C (x, t )







ux x (x, t )

ux t (x, t )

ut t (x, t )



=




d p
d s

d q
d s

F




. (19)

Para s fixo, temos um sistema linear cujo determinante

δ = C (x, t )
�d x

d s

�2
−B(x, t )
�d t

d s

��d x
d s

�
+A(x, t )
�d t

d s

�2
. (20)

Do estudo de sistema de equações lineares, conclui-se:

• Se δ �= 0 o sistema linear (18) é determinado e sua solução pode ser obtida [4].

• Quando δ = 0 o sistema (18) é indeterminado ou impossível.

Definição 4.1 (Curvas Características): i) Denomina-se curva característica para a

equação (3), a curva γ sobre a qual δ = 0, isto é,

C (x, t )
�d x

d s

�2
−B(x, t )
�d t

d s

��d x
d s

�
+A(x, t )
�d t

d s

�2
= 0 . (21)

ii) As curvas γ tais que δ �= 0 denominam-se não características.

A seguir serão apresentados alguns resultados que permitem o cálculo das curvas

características da equação (3).

Teorema 4.1: Se

i) A(x, t ) �= 0 sobre γ , as curvas características de L são as soluções da equação diferencial
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ordinária:

A(x, t )
� d t

d x

�2
−B(x, t )
� d t

d x

�
+C (x, t ) = 0 . (22)

ii) C (x, t ) �= 0 sobre γ , as curvas características de L são as soluções da equação diferen-

cial ordinária:

C (x, t )
�d x

d t

�2
−B(x, t )
�d x

d t

�
+A(x, t ) = 0 . (23)

iii) A(x, t ) =C (x, t ) = 0 sobre γ , as curvas características de L são as retas x = constante ,

t = constante , isto é, a dupla família de retas paralelas aos eixos coordenados.

Definição 4.2: Considere a equação

A(x, t )ux x (x, t )+B(x, t )ux t (x, t )+C (x, t )ut t (x, t ) = F (x, t , u, ux , ut ) . (24)

Diz-se que ela é:

i) Hiperbólica em Ω, quando B2(x, t )− 4A(x, t )C (x, t )> 0 em Ω.

ii) Parabólica em Ω, quando B2(x, t )− 4A(x, t )C (x, t ) = 0 em Ω.

iii) Elíptica em Ω, quando B2(x, t )− 4A(x, t )C (x, t )< 0 em Ω.

Observação 4.1: Note-se que sendo Lu o operador da equação (3) diz-se, também, que

ele é hiperbólico, parabólico ou elíptico como no caso da equação.

Observação 4.2: Da definição (4.2) e da observação (4.1), conclui-se que, no caso hiper-

bólico, há duas famílias distintas de características; no caso parabólico uma única e no

caso elíptico não há características reais [4].

O processo repete-se para as Invariantes de Riemann, que são transformações ma-

temáticas feitas em um sistema de equações diferenciais parciais de primeira ordem

quase lineares para torná-lo mais facilmente solucionável, ou ainda, as Invariantes de
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Riemann são constantes ao longo das curvas características das equações diferenci-

ais parciais e, por isso, recebem esse nome. Para obter as Invariantes de Riemann,

calcula-se o determinante

d e t







d x
d s

d p
d s

0

0
d q
d s

d t
d s

A(x, t ) F C (x, t )







= 0, (25)

o que fornece

C (x, t )
�

d q
d s

��d x
d s

�
+A(x, t )
�d t

d s

��d p
d s

�
− F
�d x

d s

��d t
d s

�
= 0 . (26)

Se d t/d s �= 0 ao longo da curva, obtém-se

C (x, t )
�d x

d t

��d q
d s

�
+A(x, t )
�

d p
d s

�
− F
�d x

d s

�
= 0 . (27)

Para equações hiperbólicas, obtém-se, pelo Teorema 4.1, dois valores distintos

para d x/d t . Assim a equação (27) dá origem a duas equações a partir das quais obtêm-

se d p/d s e d q/d s , o que pode ser aproximado por diferenças finitas para obter p e

q .

5 O método das características

Para este método, constrói-se uma grade regularmente espaçada, como mostra a

figura 3. O ponto L representa a posição da seção à esquerda, da qual se originará

uma onda infinitesimal, que chegará na seção P depois de um intervalo de tempoΔt .

Similarmente, o ponto R representa a posição da seção à direita da onda infinitesimal,

que chegará na seção P depois do intervalo de tempoΔt .

A figura 3 mostra o ponto P como solução, num tempo posterior, com as carac-

terísticas positiva ( f ) e negativa (g ) passando por ele. Estas interceptam a linha de
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tempo anterior t nos pontos L e R, respectivamente.

Figura 3. Curvas Características [6].

Observando a equação do Telégrafo, dada em (14), e a equação (24), obtém-se que,

A(x, t ) = −c2, B(x, t ) = 0 e C (x, t ) = 1, concluindo-se que se trata de uma equação

hiperbólica. Como A(x, t ) �= 0, tem-se do Teorema (4.1) e da equação (22), que as

inclinações características são dadas por

d x
d t

= c (28)

e

d x
d t

= −c , (29)

o que implica que as características são linhas retas. A figura 4 mostra em detalhes as

características associadas ao ponto P .

A inclinação da curva, característica positiva, que cruza a linha de tempo t no

ponto L, é dada por d x/d t = c = f (x, t ), que é a mesma quando passar por P . O

problema é que não se sabe os valores em L e P , ou seja, desconhece xP , xL, uP e uL.

De forma análoga, estende-se essa ideia para a característica negativa (g ) que passa por

P e R, cuja inclinação é dada por d x/d t =−c = g (x, t ) [7].

Deseja-se obter a solução numérica da EDP de segunda ordem dada por (3), para
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isso, especifica-se ux e ut em uma curva inicial γ , da forma (15) (desde que não seja uma

característica), então pode calcular a solução da equação (3), caso esta seja hiperbólica,

usando a expansão em Série de Taylor.

Importante notar que não se pode, em geral, calcular todos os termos de uma Série

de Taylor infinita em um tempo finito. Escolhe-se, portanto, a abordagem simples de

usar uma aproximação de Taylor de Primeira Ordem, dada por

u(x +Δx, t +Δt ) ≈ u(x, t )+Δx ux (x, t )+Δt ut (x, t ), (30)

para construir um sistema numérico útil para resolver equações hiperbólicas com

dados de Cauchy. Deve-se observar que a equação (30) é apenas uma aproximação e,

para qualquer utilização prática, as quantidadesΔx eΔt devem ser pequenas.

A aproximação usual para determinar a inclinação das características é usar o

ponto que possui a mesma abscissa que o ponto P , mas no nível de tempo conhecido,

isto é, os valores no ponto O. Ao construir a malha, identifica-se, no primeiro inter-

valo de tempo, os pontos xO , xE e xW e as condições iniciais uO , uE e uW . Objetiva-se

encontrar uP em um intervalo de tempo posterior t +Δt .

Figura 4. Características Lineares [6].

Para um incremento finito de tempoΔt , o ponto P representa a posição (xP , t +

Δt ), e os pontos L e R representam, respectivamente, as posições de certas seções à

esquerda e à direita do ponto O no tempo t .
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A velocidade da onda de propagação pode ser representada pela declividade das

linhas construídas no plano x t .

Ao observar a linha LP , característica positiva, da figura 5, tem-se tanθ=Δt/ΔxL.

A equação (28) mostra que d x/d t = c . Considerando Δt/ΔxL ≈ d t/d x, tem-se

Δt/ΔxL ≈ 1/c , ou ainda,

ΔxL

Δt
≈ c , (31)

ondeΔxL = x0− xL. SubstituindoΔxL, na equação (31), tem-se

xL ≈ x0− cΔt , (32)

que representa a abscissa de L.

Figura 5. Inclinação das Características [6].

De forma análoga, ao observar a linha RP , característica negativa, tem-se tanα=

Δt/ΔxR, onde α= 180−β. Como tanα=− tanβ, segue que tanβ=Δt/(−ΔxR).

Viu-se, na equação (29), que d x/d t = −c e considerando Δt/(−ΔxR) ≈ d t/d x,

têm-seΔt/(−ΔxR)≈ 1/(−c), ou ainda,

−ΔxR

Δt
≈ −c , . (33)
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onde −ΔxR = xO − xR. SubstituindoΔxR na equação (33), têm-se

xR ≈ xO + cΔt , (34)

que representa a abscissa de R.

Observe que as equações (32) e (34) podem ser escritas, respectivamente, como

xL ≈ xP − f Δt (35)

e

xR ≈ xP − gΔt , (36)

onde xP = xO . As equações (35) e (36) representam uma expansão em Série de Taylor

de primeira ordem.

Temos que p e q são conhecidos em γ . Após calcular xL e xR com uso das equa-

ções (35) e (36), obtém-se p e q para os pontos L e R. Substituindo as equações (28) e

(29) na equação (27), obtém-se as Invariantes de Riemann [8]. A primeira Invariante

é dada por

C (x, t ) f (qP − qL)+A(x, t )(pP − pL)− F (xP − xL) = 0 , (37)

e a segunda invariante é

C (x, t )g (qP − qR)+A(x, t )(pP − pR)− F (xP − xR) = 0 . (38)

Resolvendo o sistema composto pelas equações (37) e (38), obtém-se os valores de p

e q para o ponto P . Assim, temos um método de calcular p e q em pontos fora da

curva inicial γ e, também, através da equação (30), calcular u.

Observe na figura 6 que o valor de u no ponto 7, por exemplo, é influenciado

por eventos e condições nos pontos 0,1,2,4 e 5. Porém, valores fora dessa região

não afetam o valor de u no ponto 7. Da mesma forma, no ponto 2 o valor de u irá

influenciar os valores de u nos pontos 5,6,7, · · · , mas não no ponto 4.

Após calcular p e q , escrevem-se as aproximações de primeira ordem de Taylor
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Figura 6. Características no plano x t [6].

para p = ux (x +Δx, t +Δt ) e q = ut (x +Δx, t +Δt ). Tem-se

ux (x +Δx, t +Δt ) ≈ ux (x, t )+Δx ux x (x, t )+Δt ux t (x, t ), (39)

e

ut (x +Δx, t +Δt ) ≈ ut (x, t )+Δx ut x (x, t )+Δt ut t (x, t ). (40)

Multiplicando a equação (39) por 1/2Δx e a equação (40) por 1/2Δt , obtém-se

1
2
Δx ux (x +Δx, t +Δt )≈

1
2
Δx ux (x, t )+

1
2
(Δx)2ux x (x, t )+

1
2
ΔxΔt ux t (x, t ),

(41)

e

1
2
Δt ut (x +Δx, t +Δt )≈

1
2
Δt ut (x, t )+

1
2
ΔtΔx ut x (x, t )+

1
2
(Δt )2ut t (x, t ).

(42)
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Somando (41) e (42), tem-se

+
1
2
(Δx)2ux x (x, t )+ΔxΔt ux t (x, t )+

1
2
(Δt )2ut t (x, t )

≈ 1
2
Δx [ux (x +Δx, t +Δt )− ux (x, t )]+

1
2
Δt [ut

(x +Δx, t +Δt )− ut (x, t )].

(43)

Ao aproximar u(x +Δx, t +Δt ) em série de Taylor de segunda ordem

u(x +Δx, t +Δt ) ≈ u(x, t )+Δx ux (x, t )+Δt ut (x, t )+
1
2
(Δx)2ux x (x, t )

+ΔxΔt ux t (x, t )+
1
2
(Δt )2ut t (x, t ),

(44)

observa-se que o primeiro membro da equação (43) corresponde justamente à expres-

são para os termos de segunda ordem da equação (44), logo, substituindo (43) em (44),

tem-se

u(x +Δx, t +Δt ) ≈ u(x, t )+Δx ux (x, t )+Δt ut (x, t )

+
1
2
Δx [ux (x +Δx, t +Δt )− ux (x, t )]

+
1
2
Δt [ut (x +Δx, t +Δt )− ut (x, t )] ,

(45)

ou ainda,

u(x +Δx, t +Δt ) ≈ u(x, t )+
1
2
Δx [ux (x +Δx, t +Δt )+ ux (x, t )]

+
1
2
Δt [ut (x +Δx, t +Δt )+ ut (x, t )] .

(46)

Esta aproximação de primeira ordem é mais precisa do que a equação (30), uma

vez que incorpora os termos de segunda ordem da expansão de Taylor. Aplicando

esta aproximação aos pontos L, R e P , obtém-se

uP ≈ uL+
1
2
(pP + pL)Δx +

1
2
(qP + qL)Δt , (47)
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e
uP ≈ uR+

1
2
(pP + pR)Δx +

1
2
(qP + qR)Δt . (48)

Pode-se usar qualquer uma das equações (47) ou (48) para calcular uP [2].

6 Aplicação da equação do telégrafo

Considere a EDP linear de segunda ordem

−Vx x (x, t )+Vt t (x, t ) =−V (x, t )− 0,3Vt (x, t ), (49)

onde A(x, t ) = −1, B(x, t ) = 0, C (x, t ) = 1 e F (x, t ,V ,Vx ,Vt ) = −V (x, t )− 0,3

Vt (x, t ), que é um caso particular da Equação do Telégrafo dada em (14). Tem-se que

V (x, t ) é a tensão na linha de transmissão, p = Vx (x, t ) é a derivada da tensão em

relação ao espaço, q = Vt (x, t ) é a derivada da tensão em relação ao tempo, x é a

distância ao longo da linha de transmissão e t é o tempo.

Fixa-se um dado instante quando inicia-se a observar o fenômeno. Escolhe-se

t = 0. Portanto, observa-se V , q = Vt e p = Vx quando t = 0. Então a curva γ do

problema é

γ = {(x, t ) ∈ IR2; t = 0}. (50)

Considere Ω= {(x, t ) ∈ IR2; t > 0}. Estuda-se então o Problema de Cauchy

�����������

−Vx x (x, t )+Vt t (x, t ) = −V (x, t )− 0,3Vt (x, t ) com (x, t ) ∈Ω
V (x, 0) = 1,02− 0,02x com (x, 0) ∈ γ
Vt (x, 0) = 0 com (x, 0) ∈ γ
Vx (x, 0) = −0,02 com (x, 0) ∈ γ .

(51)

Considerando que em x = xα ocorre uma perturbação, são dadas as seguintes

condições interiores

V (xα, 0, 00015) = 1,5

V (xα, 0, 07) = 1,25

V (xα, 1) = V (xα, 0).

(52)
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Deseja-se obter a solução numérica do problema utilizando o Método das Ca-

racterísticas, ou seja, visto que γ é a curva inicial (não característica), as soluções V

podem ser encontradas em pontos fora de γ , procedendo da seguinte forma:

Etapa I: Calculam-se as coordenadas dos pontos de interseção, L e R, das curvas ca-

racterísticas com a curva inicial, através das equações (35) e (36). Como −c2 =

−1 e sendo c > 0 tem-se c = 1, e substituindo nas equações (28) e (29) segue que

d x
d t

= ±1 , (53)

onde, f (x, t ) = 1 e g (x, t ) =−1, obtendo das equações (35) e (36) os resultados

xL ≈ xP −Δt , (54)

e

xR ≈ xP +Δt . (55)

Etapa II: Como p e q são conhecidos em γ , após calcular xL e xR com o uso das

equações (54) e (55), obtém-se pL, qL, pR e qR.

Etapa III: Para calcular p e q no ponto P utilizam-se as equações (37) e (38), dadas

por

(1)(1)(qP − qL)+ (−1)(pP − pL)− FL(xP − xL) = 0 , (56)

e

(1)(−1)(qP − qR)+ (−1)(pP − pR)− FR(xP − xR) = 0 . (57)

Etapa IV: Para calcular VP , utiliza-se qualquer uma das equações (47) ou (48), dadas

por

VP ≈ VL+
1
2
[(pP + pL)+ (qP + qL)]Δx , (58)

ou
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VP ≈ VR−
1
2
[(pP + pR)+ (qP + qR)]Δx . (59)

7 Solução do problema apresentado via Maplet

Figura 7. Maplet - Telégrafo [2].

Apresenta-se o funcionamento da Maplet implementada e utilizada para obter a

solução do problema proposto. Na figura 7, pode ser vista a tela da Maplet, quando

em uso.

A área (1) contém os dados considerados para a programação do software, como

as definições utilizadas para a subdivisão dos intervalos de comprimento e de tempo,

além do tamanho dos passos dados nestas dimensões, o erro desejado e a posição do

distúrbio. Nos campos (2) e (3), estão localizados os botões para acesso de alguns dos

dados obtidos pelo processo computacional:

Tabela V : Neste campo apresentam-se os resultados da solução numérica obtidos

pelo método das características para a variável V (tensão), obtida pela resolução do

sistema de EDOs oriundo da equação do Telégrafo. Os resultados compõem uma

tabela de valores para a tensão em momentos específicos de tempo e do comprimento

do cabo, para o caso do exemplo resolvido, observa-se claramente pela Tabela 1 em

alguns instantes de tempo, como o impacto (na posição 0,7) se propaga no decorrer

do comprimento do cabo, a partir do tempo inicial.
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t/x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0. 1.02 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.00800 1.00600 1.00400 1.00200 1.00000

.100e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.01076 1.49696 1.00848 1.00202 1.00202

.200e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.01396 1.49338 1.01327 1.00212 1.00212

.300e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01007 1.01701 1.48980 1.01810 1.00224 1.00224

.400e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01017 1.01998 1.48622 1.02267 1.00244 1.00244

.500e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01027 1.02288 1.48264 1.02737 1.00264 1.00264

.600e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01041 1.02569 1.47906 1.03180 1.00292 1.00292

.700e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01061 1.02837 1.47548 1.03625 1.00322 1.00322

.800e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01081 1.03097 1.47190 1.04057 1.00358 1.00358

.900e−2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01101 1.03351 1.46832 1.04482 1.00398 1.00398

.100e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01128 1.03601 1.46475 1.04910 1.00438 1.00438

.110e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01158 1.03834 1.46117 1.05321 1.00485 1.00485

.120e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01188 1.04062 1.45759 1.05729 1.00535 1.00535

.130e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01218 1.04282 1.45401 1.06130 1.00586 1.00586

.140e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01253 1.04497 1.45043 1.06516 1.00646 1.00646

.150e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01293 1.04707 1.44685 1.06905 1.00706 1.00706

.160e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01333 1.04908 1.44327 1.07267 1.00766 1.00766

.170e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01373 1.05098 1.43969 1.07647 1.00834 1.00834

.180e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01413 1.05278 1.43611 1.07999 1.00904 1.00904

.190e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01459 1.05456 1.43253 1.08357 1.00974 1.00974

.200e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01509 1.05626 1.42895 1.08699 1.01050 1.01050

.210e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01209 1.01559 1.05792 1.42538 1.09037 1.01130 1.01130

.220e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01219 1.01609 1.05952 1.42180 1.09368 1.01210 1.01210

.230e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01229 1.01659 1.06107 1.41822 1.09685 1.01290 1.01290

.240e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01239 1.01709 1.06249 1.41464 1.10009 1.01373 1.01373

.250e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01249 1.01761 1.06384 1.41106 1.10315 1.01463 1.01463

.260e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01259 1.01811 1.06514 1.40748 1.10618 1.01553 1.01553

.270e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01269 1.01861 1.06639 1.40390 1.10926 1.01643 1.01643

.280e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01279 1.01911 1.06759 1.40032 1.11208 1.01730 1.01730

.290e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01289 1.01961 1.06874 1.39674 1.11497 1.01831 1.01831

.300e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01299 1.02011 1.06984 1.39316 1.11771 1.01939 1.01939

.310e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01309 1.02061 1.07090 1.38958 1.12048 1.02027 1.02027

.320e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01319 1.02111 1.07190 1.38601 1.12313 1.02131 1.02131

.330e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01329 1.02161 1.07287 1.38243 1.12573 1.02241 1.02241

.340e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01339 1.02216 1.07377 1.37885 1.12828 1.02342 1.02342

.350e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01349 1.02276 1.07466 1.37527 1.13072 1.02444 1.02444

.360e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01359 1.02336 1.07546 1.37169 1.13318 1.02556 1.02556

.370e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01371 1.02396 1.07626 1.36811 1.13552 1.02644 1.02644

.380e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01391 1.02456 1.07697 1.36453 1.13780 1.02753 1.02753

.390e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01411 1.02516 1.07767 1.36095 1.14005 1.02859 1.02859

.400e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01431 1.02576 1.07831 1.35737 1.14217 1.02951 1.02951

.410e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01451 1.02636 1.07891 1.35379 1.14442 1.03063 1.03063

.420e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01471 1.02696 1.07949 1.35022 1.14646 1.03161 1.03161

.430e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01491 1.02756 1.07999 1.34664 1.14854 1.03272 1.03272

.440e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01511 1.02816 1.08049 1.34306 1.15050 1.03406 1.03406

.450e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01414 1.01531 1.02876 1.08091 1.33948 1.15242 1.03511 1.03511

.460e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01424 1.01551 1.02936 1.08131 1.33590 1.15430 1.03631 1.03631

.470e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01434 1.01571 1.02996 1.08168 1.33232 1.15606 1.03753 1.03753

.480e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01444 1.01591 1.03056 1.08198 1.32874 1.15785 1.03854 1.03854

.490e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01454 1.01611 1.03115 1.08228 1.32516 1.15955 1.03987 1.03987

.500e−1 1.01800 1.01800 1.01600 1.01464 1.01631 1.03166 1.08251 1.32158 1.16117 1.04112 1.04112

Tabela 1.
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Esses resultados, encontrados pelo método das características, são relativamente

próximos aos resultados encontrados pelo método das diferenças finitas explícitas,

onde ambos os métodos cessaram as atividades devido ao mesmo critério de parada.

Gráfico V (x, t ): Ao clicar neste botão, uma nova janela apresentará dois gráficos

em três dimensões, cujas variáveis independentes são o tempo e o comprimento. Um

deles dispõe os pontos obtidos pelos cálculos para a tensão, cujos pontos são utili-

zados para gerar o outro gráfico que é constituído pela função de interpolação tipo

spline calculada para os valores da solução numérica. Neste campo, ainda é possível,

ao usuário, estimar valores para a tensão, que sejam diferentes dos já obtidos, cujos

valores serão calculados utilizando pontos contidos na malha da matriz. O resultado

deste processo pode ser observando na figura 8;

Figura 8. Gráfico em três dimensões, representando V (x, t ) [2].

Equação V (t ): Apresenta equações para a tensão em função do tempo, para cada

ponto do comprimento do canal que esteja contido na malha. Essas equações são

obtidas por meio de um interpolador spline. Ainda nesse campo, é possível estimar

resultados para a tensão atribuindo valores para qualquer instante de tempo.

Gráfico V (t ): Apresenta os gráficos para a tensão em função do tempo para cada

ponto do comprimento que esteja contido na malha. O usuário pode definir quais

gráficos serão observados no mesmo sistema de eixos coordenados, no caso da figura

9, os gráficos correspondentes às posições 0,1, 0,5, 0, 9 e 1,0.

Equação V (x): Apresenta equações para a tensão em função do comprimento do

canal, para cada instante de tempo contido na malha. É possível, para o usuário, esti-
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Figura 9. Gráficos da tensão em função do tempo [2].

mar resultados para a tensão atribuindo valores para qualquer ponto do comprimento

do canal.

Gráfico V (x): Apresenta os gráficos para a tensão em função do comprimento

para qualquer instante de tempo contido na malha. O usuário pode definir quais

gráficos serão observados no mesmo sistema de eixos coordenados, até um máximo

de dez, a figura 10 ilustra a tensão ao longo do cabo em quatro momentos distintos

para comparação.

Por estes gráficos, torna-se possível analisar e comparar o comportamento da ten-

são ao se propagar pelo do cabo em instantes distintos de tempo. O ponto de distúr-

bio, x = 0,7, fica evidente e sua influência ante os outros pontos do comprimento é

claramente percebida.

Animar: Ao clicar neste botão, os gráficos, para a tensão em função do com-

primento, são animados em uma série temporal, onde é apresentada uma sequência

constituída pelos gráficos gerados pela interpolação linear dos resultados, para cada

um dos instantes de tempo contidos na malha, conforme ilustra a figura 11.

Os gráficos contidos nos campos (2) e (3) da figura 7, são atualizados também em

tempo real durante o decorrer dos cálculos efetuados pelo processo. Os resultados

numéricos dos cálculos realizados para determinar os valores da tensão, em pontos

específicos no comprimento do canal são visualizados, no campo (4), à medida que

são calculados.
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Figura 10. Gráficos da tensão em função do comprimento [2].

Figura 11. Alguns frames da animação dos resultados [2].

8 Conclusão

Ao utilizar a Maplet programada para obter a solução numérica da Equação do

Telégrafo, tem-se em mãos uma maior variedade de ferramentas disponíveis em um177
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único software para análise dos resultados; o acompanhamento dos cálculos e sua vi-

sualização gráfica ocorrem em tempo real; além disso, acrescenta-se a possibilidade de

novas implementações que estendem ainda mais suas funcionalidades iniciais.

Ao estudante que busca inteirar-se da teoria que envolve as EDPs e suas aplicações,

este recurso, desenvolvido por meio do software Maple, constitui uma ferramenta va-

liosa ao entendimento e análise do comportamento da solução obtida.

É importante ressaltar que os resultados obtidos pelo conhecido Método das Dife-

renças Finitas Explícitas são relativamente próximos aos resultados encontrados pelo

método implementado neste trabalho. Ambos os métodos cessaram as atividades de-

vido ao mesmo critério de parada.
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