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Resumo: O presente artigo apresenta uma Maplet, programada via Maple, idealizada
para obter a solugdo numérica, via Método das Caracteristicas, de uma Equagio Di-
ferencial Parcial conhecida como Equagio do Telégrafo. Este trabalho aborda, de

inicio, algumas nog¢des de Equagdes Diferenciais Parciais, segue com a apresentagio
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do modelo de um Circuito Elétrico expresso matematicamente por meio destas equa-
~ . ’ . . A y .
¢Bes, trabalha com os conceitos necessarios para entendimento desse fendmeno fisico,
descrevendo, passo a passo, os procedimentos que foram implementados para obter a
solugdo numérica por meio do Método das Caracteristicas; por fim, o funcionamento
da Maplet desenvolvida sobre o raciocinio tedrico é exposto e a solugio numérica de
um exemplo particular da Equagio do Telégrafo é apresentada, com o auxilio da in-

terface grafica disponivel no pacote Maple.

Palavras-chave: equagio do telégrafo; Maplet; método das caracteristicas.

Abstract: This paper presents a Maplet, programmed via Maple, designed for the
numerical solution of a Partial Differential Equation known as the Telegraph Equa-
tion by the Method of Characteristics. This work initially addresses basic notions
of Partial Differential Equations and proceeds with the presentation of the model of
an Electrical Circuit expressed mathematically by means of these equations, working
with the concepts needed to understand this physical phenomenon, describing step
by step procedures that were implemented to obtain the solution through Method of
Characteristics. Finally, the functionality of the Maplet developed on theoretical rea-
soning is exposed and the numerical solution of a particular example of the Telegraph

Equation is presented with the aid of the Maple graphical interface.

Key words: telegraph equation; Maplet; characteristic method.

1 Introdugio

Na Engenharia Elétrica, a Equagio do Telégrafo ¢ frequentemente usada em estu-
dos para a monitoragio e controle do trafego de uma corrente elétrica. Esse trafego
pode ser descrito pelas variaveis, potencial V, corrente I, e carga Q. Se a rede ¢é feita
de simples cabos que conectam nos isolados, resisténcias, capacitancias, bobinas, e a
frequéncia ¢é baixa, ela pode ser modelada dimensionalmente por uma série de ele-
mentos, com as propriedades materiais da resisténcia R, capacitancia C e indutancia
L. Este modelo é chamado circuito elétrico.

Se a frequéncia ¢ alta, de forma que o comprimento de onda é comparavel com o
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comprimento dos condutores, deve-se ser ainda mais preciso. Como o sinal ndo chega
instantaneamente em todos os locais do circuito, ele se propaga como uma onda de
voltagem e corrente ao longo de uma linha. Em todo caso, ndo se podem negligenciar
as propriedades da resisténcia e indutancia no decorrer do cabo. Se for considerado
que o cabo € constituido de uma série de elementos infinitesimais, é possivel modelar
o sistema e obter o que é conhecido como Linha de Transmissio, descrita por uma
Equagio Diferencial Parcial (EDP) no espago e tempo. Um famoso exemplo é a Equa-
¢do do Telégrafo, no qual uma peca infinitesimal de um cabo de telégrafo é modelada
como um circuito elétrico [1].

Neste artigo, observa-se a solugdo numérica da Equagio do Telégrafo por meio do
Meétodo das Caracteristicas [2], que transforma uma EDP em um sistema de Equagdes
Diferenciais Ordinarias (EDOs).

O método foi implementado com o auxilio do software Maple que, atualmente,
esta em sua 17% edigdo. O uso desse software foi possivel devido ao fato de a Univer-
sidade Tecnoldgica Federal do Parana (Campus Campo Mourdo) possuir a licenga.
Além de o Maple ter sua propria interface e ferramentas para resolugio de diversos
problemas matematicos, ja conhecidos, possui grande flexibilidade para desenvolvi-
mento computacional, um campo destacado pela construgio de Maplets [3].

Ao desenvolver uma Maplet, ¢ possivel, para o programador, personalizar e con-
textualizar os comandos a fim de torna-los intuitivos ao usudrio final, além de ter
em mios a possibilidade de moldar representagdes graficas, no intuito de facilitar o
entendimento de certos contetdos.

Nesse contexto, programou-se uma Maplet inspirada em um estudo de caso tendo
como resultado a solugio numérica da EDP em forma de tabela e graficos em duas e
trés dimensdes.

A estrutura deste artigo esta disposta nas seguintes se¢des:

Equagdes Diferenciais Parciais de Segunda Ordem, na qual se apresenta a forma
geral de uma EDP de segunda ordem;

Linhas de Transmissdo - apresenta-se a dedugio da Equagio do Telégrafo;

As Curvas Caracteristicas - descreve-se a obten¢io das curvas caracteristicas, ne-

cessarias para obter a solu¢io da EDP;
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O Método das Caracteristicas, na qual se deduzem as formulas basicas para obter
a Tensdo, a partir das Equagdes Caracteristicas;

Aplicagio da Equagio do Telégrafo - apresenta o exemplo que foi resolvido via
Maplet e o resumo dos passos que foram necessarios para obter a solugio;

Solugdo do Problema Apresentado via Maplet - apresenta o funcionamento da
Maplet implementada, explicitando alguns detalhes de sua funcionalidade e resultados;

Conclusio - consideragdes a respeito do trabalho, enfocando a utilizagio da Ma-

plet.
2 Equagdes diferenciais parciais de segunda oredem

Seja Q2 C IR? um conjunto aberto e sejam C°(2) e C*(Q) os espagos das fungdes # :
1 — IR continua e duas vezes continuamente diferenciaveis em {2, respectivamente.

Seja L um operador diferencial definido por

L : C¥Q) — C%Q)

M
u —> Lu=A(x,t)n, +B(x,t)u,+C(x,t)u,,,

onde A, B, C : Q — IR sio fungdes reais que dependem das variaveis independentes
x e t. Além disso, para todo (x,t) € €, pelo menos um dos coeficientes, A, B ou C
é ndo nulo, ou seja, A%(x,t)+ B*(x,t)+ C?(x,t) > 0. Tem-se que L é um operador
linear, isto é, para todo par de fungdes #,v € C?(Q) e todo par de nlimeros reais
a, B €IR, verifica-se que L(an + Bv) = aLu + BLv.

Considere uma fungio F definida em Q x IR? tal que, a cada ponto (x,t,&,7,¢) €

Q2 x IR%, associa um ntimero real F(x,t,&,7,¢), ou seja

F OxIR> — IR

@
(x,t,&,m,6) — F(x,2,&,7,¢).

Definigio 2.1 (EDP de Segunda Ordem Quase Linear): Denomina-se equagcio di-
ferencial parcial de segunda ordem, quase linear, na incégnita u(x,t), a uma equacio

do tipo

Lu=F(x,t,u,u,u,), ©)
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sendo L e F definidas em (1) e (2), respectivamente. [4]

Definicio 2.2 (Solugdo de uma EDP de Segunda Ordem Quase Linear): Denomi-
na-se solugio cldssica de (3) uma fungio u(x,t), de classe C*(Q), tal que a igualdade (3)

seja verificada pontualmente em ) [4]

3 Linhas de transmissio

Considere-se uma linha de transmissio de dois fios, cujo diagrama estd ilustrado
na figura 1, onde I e V- representam, respectivamente, a intensidade de corrente e a
tensdo no ponto de emissdo, e I e Vi, sdo as mesmas grandezas mas correspondentes

ao ponto de recepgio.

I I{CC, t) In
) M
\J_) g
Estagiio : Estagdo
transmissora | receptora
I
O' T x

Figura 1. Circuito Elérrico [5 ]

I(x,t)e V(x,t) representam a intensidade de corrente e a tensio num ponto x da
linha de transmiss3o, no instante ¢. Para derivar as equagdes diferenciais a que devem
satisfazer, analisa-se 0 que se passa num pequeno trecho da linha, entre o ponto x e
x + Ax [5]. Traga-se um modelo de circuito elétrico nesse intervalo e explicam-se os
varios parametros ai indicados conforme figura 2.

Os condutores que constituem a linha de transmissio sio feitos de metal resis-
tivo, formando um arranjo de resisténcias, em série. Supde-se que o condutor seja
uniforme e, portanto, que a resisténcia por unidade de comprimento seja constante.

Denotando-se a Resisténcia por R, que é dada, em Ohm/quildémetro [5]. A Lei de
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Ohm diz que a queda de tensdo em um intervalo de comprimento Ax é RAx(x, ).

I(z,t) LAz RAz I(x + Az, t)

R — R —

V(e + Ax,t)

@Q

[P

L%
%éﬁ'_

Az

Figura 2. Circuito Elétrico em um intervalo [5 ]

Uma certa indutincia, em série, é também produzida no condutor, pela razio

: : N . .
seguinte: a Lei de Ampére diz que campos magnéticos em torno do contorno sio
criados pela corrente elétrica; a Lei de Faraday diz que variagdes nesses campos in-
duzem uma forga eletromotriz retroativa no condutor [5]. Supondo-se que essa in-
dutancia, designada por L, seja constante por unidade de comprimento, ela é dada
em henry/quildmetro [5]. A queda de tensio, num intervalo de comprimento Ax,

¢ dada por LAxJI(x,t)/d¢t.

Os condutores agem, de certo modo, como um capacitor e, assim, uma certa capa-
citancia C em paralelo deve aparecer, dada em farad/quilémetro, sendo constante por

unidade de comprimento. A corrente, através desse capacitor, é CAxd V(x,t)/dt.

Na pratica, nio ¢ possivel isolar completamente os dois condutores. Assim, desen-
volve-se uma certa condutancia G, em paralelo, a qual supde-se ser constante por uni-
dade de comprimento. A condutincia é uma espécie de inverso da resisténcia e pode
ser dada em Ohm/quilémetro. A corrente através dessa condutancia ¢ GAxV(x,t)
[5]

A primeira Lei de Kirchhoff estabelece que a soma algébrica das forgas eletromo-

trizes em circuito fechado é zero. Assim, para um ¢ fixado

dI(x,t)

V(x,t)—RAxI(x,t)—LAx 3,

—V(x+Ax,t) = 0,
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de onde segue que

Al(x,t)  V(x+Ax,t)—V(x,t)
RI(r,)+ L5220 = — N .

Passando o limite, quando Ax — 0,

L]t+.RI = -V . (4)

X

A segunda Lei de Kirchhoff diz que a soma das correntes chegando num né do
circuito elétrico € igual & soma das correntes saindo do referido né [5]. Aplicando

essa lei ao circuito da figura 2, tem-se que

IV (x+Ax,t)

I(x+Ax,t) = I(x,t)—GAxV(x+Ax,t)—CAx 3,

Dividindo ambos os membros por Ax e passando o limite quando Ax — 0,

obtém-se

CV,+GV = —I . ®)

Derivando a equagdo (4) em relacio a ¢ e a equagio (5) em relagdo a x, tem-se

LI, +RI, = -V, ©)

CV,,+GV, = —I_ . “)
Multiplicando a equagio (6) por C,
LCI,,+RCI, = —CV,, . ®)
Subtraindo (7) e (8), tem-se

1,,—LCI,—RCI,+GV, = 0. ©)
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Substituindo (5) em (9), tem-se
I,,—LCI,—(RC+GL),—(GR) = 0,

xXx

que é conhecida como a Equagdo do Telégrafo. Pode, escrevé-la na forma,

I,—c?l,—al,—bl = 0,
onde, ¢? =(LC)™!,a = RC + GL e b = RG. Analogamente, mostra-se que
V..—c2V,—aV,—bV =0.

xx

Representando por #(x,t) a corrente, a equagdo (11) fica
—cu,, +lu, —an,—bu = O.
Multiplicando a equagio (13) por —c?, obtém-se
—P sy, + (P @)u, + pgu =0,

onde p=C/Geq=R/L[2].

4 As curvas caracteristicas

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

Seja I um intervalo da reta IR. Considere uma parametrizagio plana, que ¢ uma

aplicagdo continua y : I — IR, onde a variavel s € I é chamada de parametro de y.

A imagem de y, Imy = {g €IR?, g = y(s),s € I} é chamada de arco parametrizado

ou trago. A Imy ¢ simples se existe um tnico s € I tal que y(s) = g. Um arco

parametrizado simples é constituido de pontos simples.

Uma parametrizagio diferencivel plana é uma aplicagio y : I — IR? diferen-

cidvel em todo ponto de I. Um ponto s, € I ¢ dito regular se y/(sy) # 0. Se y/(s) #

0,Vs €I, diz-se que a parametrizagio diferenciavel é regular.

Considere as equagdes paramétricas da curva y dada por
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y @ x=g¢(s) e t=¢(s), 0<s<1, (15)

onde y € sem auto interseg3es e regular, ou seja, y é constituida de pontos simples e

¥'(s) #0,¥s € I. Como y(s) = (x(s), £(s)) = (¢(s), ¢(s)), a0 menos uma fungio co-
ordenada tem derivada nfo nula, qualquer que seja s, ou ainda, (dx /ds)*+(dt /ds)* >
Oem [0, 1].

O Problema de Cauchy, paraa equagio diferencial quase linear Ly = F(x,t,u,u,,
u,), consiste em determinar uma solugdo #(x, t) para esta equagio, conhecendo-se os

valores de # e das derivadas .., u, sobre y. Simbolicamente, escreve-se

Lu=F(x,t,u,u.,un,) em £
u(x,t) sobre y (16)

u.(x,t) sobre y

u,(x,t) sobre y

Vamos introduzir uma notagio, para tornar mais simples o texto. Assim, repre-

sentando por m, p, q as seguintes fun¢Ses definidas sobre y, tem-se:

m(s)

u(x,t) com (x,t)€y
u,(x,t) com (x,t)€y 17)

~~

~—
v

SN—"

u,(x,t) com (x,t)€y.

'Q

—~
[

~

Considere # uma solugio do problema de Cauchy (16). Sio conhecidas sobre y
as fungBes #, u, e u,, consequentemente, m(s), p(s), q(s) e F(p(s), d(s), m(s), p(s),
q(s)). Portanto, sdo conhecidas as derivadas dp/ds e dg/ds. Assim, as derivadas

segundas #,, #,, e #,, sdo determinadas, sobre y, por meio do sistema:

Z_}:”xx(x,t)-l‘%%xt(x,t)—l—O%”(x,t) = j:,_f
dx dt d
O%xx(x’t)+E”xt(x,t)'kalfltt(x,t) = d—f (18)
A(x, t)m, (x,t)+ B(x,t)u ,(x,t)+ C(x,t)u,,(x,t) = F.
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Observe, uma vez mais, que (18) esta sendo considerado sobre a curva y, isto ¢,

parax = ¢(s) e t = ¢(s). Na forma matricial

N
ds ds (%, t) =

0o 4 & = | dq 19

dS dS ”xt(xat) - d_ . ( )
s
A(x,t) B(x,t) C(x,t) | u(xt) .

Para s fixo, temos um sistema linear cujo determinante

b = cool®) s(L)(E)meo(l)

Do estudo de sistema de equagdes lineares, conclui-se:
e Se & #0 o sistema linear (18) é determinado e sua solugdo pode ser obtida [4].
e Quando & =0 o sistema (18) é indeterminado ou impossivel.

Defini¢do 4.1 (Curvas Caracteristicas): i) Denomina-se curva caracteristica para a

equagio (3), a curva y sobre a qual 8 =0, isto é,

C(x,t)<j—f>2—8(x,t)<%><j—f>+A(x,t)<%>2 — 0. (1)

ii) As curvas y tais que 8 # 0 denominam-se nio caracteristicas.

A seguir serdo apresentados alguns resultados que permitem o calculo das curvas

caracteristicas da equagio (3).
Teorema 4.1: Se

i) A(x,t)# 0sobre y, as curvas caracteristicas de L sio as solucbes da equacio diferencial
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ordindria:

A(x,t)<;l—i>2—B(x,t)<Z—;>—|—C(x,t) — 0. (22)

i) C(x,t)# 0sobrey, as curvas caracteristicas de L sio as solucbes da equacio diferen-
cial ordindria:

dx

C(x,z)<dt>2—B(x,t)<j—’;>+A(x,t) — 0. (23)

iii) A(x,t)=C(x,t)=0sobrey, as curvas caracteristicas de L siio as retas x = constante,

t = constante , isto é, a dupla familia de retas paralelas aos eixos coordenados.

Definicio 4.2: Considere a equagio
A(x, t)u, (x,t)+B(x, 0)n,, (x,0) + Clx, t)u,,(x,t) = F(x,tyu,u,m,) - (24)
Diz-se que ela é:
i) Hiperbélica em Q, quando B*(x,t)—4A(x,t)C(x,t) >0 em Q.
ii) Parabdlica em Q, quando B*(x,t)—4A(x,t)C(x,t)=0em (.
iii) Eliptica em Q, quando B*(x,t)—4A(x,t)C(x,t) < 0 em Q.

Observagio 4.1: Note-se que sendo Lu o operador da equacio (3) diz-se, também, que

ele é hiperblico, parabdlico ou eliptico como no caso da equagdo.

Observacio 4.2: Da definicio (4.2) e da observagio (4.1), conclui-se que, no caso hiper-
bélico, ha duas familias distintas de caracteristicas; no caso parabélico uma vinica e no

caso eliptico ndo hd caracteristicas reais [4]

O processo repete-se para as Invariantes de Riemann, que sio transformagdes ma-
, . ) ) .. .. .. .
tematicas feitas em um sistema de equagdes diferenciais parciais de primeira ordem

quase lineares para torna-lo mais facilmente solucionavel, ou ainda, as Invariantes de
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Riemann sfo constantes ao longo das curvas caracteristicas das equagdes diferenci-
als parciais e, por isso, recebem esse nome. Para obter as Invariantes de Riemann,

calcula-se o determinante

_ d_x d_p ; -
ds ds
det o Ya dt =0, (25)
ds ds
| A(x,t) F C(x,t) |

o que fornece

B8 e (2)(2) () ()0

Sedt/ds # 0 ao longo da curva, obtém-se

C(x,t)<%><Z—f>+A(x,t)<i—f>—F<j—j>:O. @)

Para equagBes hiperbdlicas, obtém-se, pelo Teorema 4.1, dois valores distintos
paradx/dt. Assim a equagio (27) da origem a duas equagdes a partir das quais obtém-

sedp/ds edq/ds, o que pode ser aproximado por diferencas finitas para obter p e
q.

5 O método das caracteristicas

Para este método, constroi-se uma grade regularmente espagada, como mostra a
figura 3. O ponto L representa a posi¢do da se¢do a esquerda, da qual se originara
uma onda infinitesimal, que chegara na se¢io P depois de um intervalo de tempo At.
Similarmente, o ponto R representa a posi¢io da se¢io a direita da onda infinitesimal,
que chegara na se¢io P depois do intervalo de tempo A¢.

A figura 3 mostra o ponto P como solugio, num tempo posterior, com as carac-

teristicas positiva (f) e negativa (g) passando por ele. Estas interceptam a linha de
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tempo anterior ¢t nos pontos L e R, respectivamente.

t
g f
t+ Aty * . . .
P
At
v o . . . .

Figura 3. Curvas Caracteristicas [6 ]

Observando a equagio do Telégrafo, dada em (14), e a equagio (24), obtém-se que,
A(x,t) =—c?, B(x,t) =0e C(x,t) = 1, concluindo-se que se trata de uma equago
hiperbélica. Como A(x, ) # 0, tem-se do Teorema (4.1) e da equacio (22), que as

inclinagBes caracteristicas sio dadas por

dx
- = 28
dt ¢ @8)
¢
dx
e, 29
dt ¢ @)

o que implica que as caracteristicas s3o linhas retas. A figura 4 mostra em detalhes as
caracteristicas associadas ao ponto P.

A inclinagio da curva, caracteristica positiva, que cruza a linha de tempo ¢ no
ponto L, é dada por dx/dt = ¢ = f(x,t), que é a mesma quando passar por P. O
problema é que nio se sabe os valores em L e P, ou seja, desconhece xp, x;, #p € #;.
De forma analoga, estende-se essa ideia para a caracteristica negativa (g) que passa por
P e R, cuja inclinagdo é dada por dx/dt = —c = g(x,t) [7].

Deseja-se obter a solugdo numérica da EDP de segunda ordem dada por (3), para
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isso, especifica-se #, e #, em uma curvainicial y, daforma (15) (desde que nio sejauma
caracteristica), entdo pode calcular a solugio da equagio (3), caso esta seja hiperbolica,
usando a expansdo em Série de Taylor.

Importante notar que nio se pode, em geral, calcular todos os termos de uma Série
de Taylor infinita em um tempo finito. Escolhe-se, portanto, a abordagem simples de

usar uma aproximagio de Taylor de Primeira Ordem, dada por
uw(x+Ax,t +At) =~ wu(x,t)+Axu,(x,t)+Atn,(x,t), (30)

para construir um sistema numeérico util para resolver equagdes hiperbdlicas com
dados de Cauchy. Deve-se observar que a equagdo (30) é apenas uma aproximagio e,
para qualquer utilizagio pratica, as quantidades Ax e Ar devem ser pequenas.

A aproximagio usual para determinar a inclinagio das caracteristicas é usar o
ponto que possui a mesma abscissa que o ponto P, mas no nivel de tempo conhecido,
isto ¢, os valores no ponto O. Ao construir a malha, identifica-se, no primeiro inter-
valo de tempo, os pontos x, X € xyy e as condi¢des iniciais #q, # € uy;. Objetiva-se

encontrar #p em um intervalo de tempo posterior ¢ + At.

t+ At

At

Figura 4. Caracteristicas Lineares [6 ]

Para um incremento finito de tempo At, o ponto P representa a posi¢do (xp, ¢ +
At), e os pontos L e R representam, respectivamente, as posi¢des de certas se¢Bes a

esquerda e a direita do ponto O no tempo ¢.
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A velocidade da onda de propagacio pode ser representada pela declividade das

linhas construidas no plano xt.

Ao observaralinha LP, caracteristica positiva, da figura 5, tem-se tan 0 = Az /Ax; .
A equagdo (28) mostra que dx/dt = c¢. Considerando At/Ax; ~ dt/dx, tem-se
At/Ax; &~ 1/c, ou ainda,

Axy

s 31
At ¢ G

onde Ax; = xy— x; . Substituindo Ax;, na equagio (31), tem-se
X, &N xpg—cAt, (32)

que representa a abscissa de L.

t [ I
| I
[ p I
t+ At ‘ ‘
[ I
At | |
[ Iy
7 N
t L {
L 'R
[ I
[ [
I Axp Azxp |
[ I
[ |
55"L o =1Tp SL:R x

Figura 5. Inclinagio das Caracteristicas [6 ]

De forma analoga, ao observar a linha RP, caracteristica negativa, tem-se tana =
At /Axg, onde @ = 180— 3. Como tana = —tan 3, segue que tan 3 = At /(—Axy).
Viu-se, na equagdo (29), que dx/dt = —c e considerando At /(—Axy) =~ dt/dx,
tém-se At /(—Axg) =~ 1/(—c), ou ainda,

Axp
B SEFNE 33
A ¢ (33)
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onde —Axy = x5 — x. Substituindo Axy na equagio (33), tém-se
Xg N xg+cAt, (34)

que representa a abscissa de R.

Observe que as equagdes (32) e (34) podem ser escritas, respectivamente, como

x; A xp—fAt (35)

xg ~ xp—gAt, (36)

onde xp = x. As equagdes (35) e (36) representam uma expansio em Série de Taylor
de primeira ordem.

Temos que p e ¢ sdo conhecidos em y. Apds calcular x; e xz com uso das equa-
¢Bes (35) e (36), obtém-se p e g para os pontos L e R. Substituindo as equagdes (28) e
(29) na equagio (27), obtém-se as Invariantes de Riemann [8]. A primeira Invariante

¢ dada por

C(x,t)f(qp—qr) +A(x,t)(pp—p)—F(xp—x;) = 0, (37)

e a segunda invariante é

C(x,1)g(qp—qr) +A(x, t)(pp—pr) = F(xp—xz) = O (38)

Resolvendo o sistema composto pelas equacdes (37) e (38), obtém-se os valores de p
e g para o ponto P. Assim, temos um método de calcular p e ¢ em pontos fora da
curva inicial y e, também, através da equagio (30), calcular .

Observe na figura 6 que o valor de # no ponto 7, por exemplo, é influenciado
por eventos e condi¢des nos pontos 0,1,2,4 e 5. Porém, valores fora dessa regido
nio afetam o valor de # no ponto 7. Da mesma forma, no ponto 2 o valor de # ira
influenciar os valores de # nos pontos 5,6,7,- -+, mas nio no ponto 4.

Apos calcular p e g, escrevem-se as aproximagdes de primeira ordem de Taylor
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Figura 6. Caracteristicas no plano xt [6]

para p = u, (x +Ax,t +At) e g = u,(x + Ax,t + At). Tem-se

n(x+Ax,t+Ar) ~ u(x,t)+Axu, (x,0)+Atu,,(x,t), 39)
u,(x+Ax,t+At) ~ u,(x,t)+Axu, (x,t)+Atu,,(x,1). (40)

Multiplicando a equagio (39) por 1/2Ax e a equagio (40) por 1/2At, obtém-se

1

—Axu, (x+Ax,t +At)~

2 1 1, 1 (41)
EAxux(x, t)+ E(Ax) u, (x,t)+ EAxAtuxt(x, t),

1

—Atu,(x+Ax,t +At)~

2 1 1 1 (42)
EAtut(x, t)+ EAtAxutx(x, t)+ E(At)zu”(x, t).
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Somando (41) e (42), tem-se

1 1
+§(Ax)2uxx(x, t)+AxAtu,, (x,t)+ E(At)zu”(x, t)
1 1
R EAX [n,(x+Ax,t +At)—u(x,t)]+ EAt[ut (43)
(x+Ax,t +At)—u,(x,t)].

Ao aproximar #(x + Ax,t + At) em série de Taylor de segunda ordem

n(x+Ax,t +At) ~ u(x,t)+Axu,(x,t)+Atu,(x,t)+ %(Ax)zuxx(x, t)
44)
1
+AxAtwu,,(x,t)+ E(At)zu”(x, t),

observa-se que o primeiro membro da equagio (43) corresponde justamente a expres-
sdo para os termos de segunda ordem da equagio (44), logo, substituindo (43) em (44),

tem-se

u(x+Ax,t +At) ~ w(x,t)+Axu (x,t)+Atu,(x,t)
1
+-Ax[u,(x+Ax,t +At)—u(x,t)]
2 (45)
+%At [#,(x+Ax,t +At)—u,(x,t)],

ou ainda,

w(x+Ax,t +At) ~ u(x,t)+ %Ax [,(x+Ax,t +At)+u,(x,1)]
1 (46)
+§At [#,(x+Ax,t +At)+u,(x,t)].

Esta aproximagdo de primeira ordem é mais precisa do que a equagio (30), uma
vez que incorpora os termos de segunda ordem da expansio de Taylor. Aplicando

esta aproximagio aos pontos L, R e P, obtém-se
1 1
up X+ (pp+ pr)Ax+2(gp +41)AL, 47)
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1 1
up R g+ E(PP+PR)AX+E(QP +4qr)At. (48)
Pode-se usar qualquer uma das equagdes (47) ou (48) para calcular #p [2].

6 Aplica¢do da equacio do telégrafo

Considere a EDP linear de segunda ordem
—V (6, 1)+ V,, (x,t) =—V(x,t)—0,3 V,(x, 1), 49)

onde A(x,t) = —1, B(x,t) =0, C(x,t) = 1e F(x,t,V,V,,V,) = =V(x,t)—0,3
V,(x,t), que € um caso particular da Equagio do Telégrafo dada em (14). Tem-se que
V(x,t) ¢ a tensdo na linha de transmissdo, p = V,(x,t) ¢ a derivada da tensio em
relagdo ao espago, ¢ = V,(x,t) ¢ a derivada da tensio em relagdo ao tempo, x ¢ a
distancia ao longo da linha de transmissdo e ¢ € o tempo.

Fixa-se um dado instante quando inicia-se a observar o fendmeno. Escolhe-se
t = 0. Portanto, observa-se V, g =V, e p =V, quando ¢t =0. Ento a curva y do

problema é

y ={(x,t) €IR%t =0}. (50)

Considere Q = {(x,t) € IR?*t > 0}. Estuda-se entdo o Problema de Cauchy

-V, (x,t)+V,,(x,t) = —V(x,t)—0,3V,(x,t) com (x,t)e
V(x,0) = 1,02—0,02x com (x,0) ey 51)

V,(x,0) 0 com (x,0) ey

V.(x,0) = —0,02 com (x,0)€y.

Considerando que em x = x, ocorre uma perturbagio, sio dadas as seguintes
condi¢des interiores
V(x,,0,00015) 1,5
V(x,,0,07) = 1,25 (52)
V(x,,1) = V(x,,0).

171



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.15, n°® 2, Jul/Dez 2013

Deseja-se obter a solugdo numérica do problema utilizando o Método das Ca-
racteristicas, ou seja, visto que y € a curva inicial (nfo caracteristica), as solugdes V
podem ser encontradas em pontos fora de y, procedendo da seguinte forma:

Etapa I: Calculam-se as coordenadas dos pontos de interse¢ido, L e R, das curvas ca-
racteristicas com a curva inicial, através das equagdes (35) e (36). Como —c? =

—1esendo ¢ >0 tem-se ¢ = 1, e substituindo nas equagdes (28) e (29) segue que

dx

2= 41, 53
1 (33)

onde, f(x,t)=1e g(x,1) =—1, obtendo das equacdes (35) e (36) os resultados

x; & xp—At, (54)

xp N xp+AtL-. (55)
Etapa II: Como p e g sdo conhecidos em y, ap6s calcular x; e xz com o uso das
equagdes (54) e (55), obtém-se p;, q;, pr € qx-

Etapa III: Para calcular p e ¢ no ponto P utilizam-se as equagdes (37) e (38), dadas

por

(D(W)(gp—qr)+(1)(pp—pr)—F(xp—x;) = 0, (56)

|
o

()(=1)(gp —qr) +(—=1)(pp — pr) — Fr(xp — xg) 57)

Etapa IV: Para calcular V), utiliza-se qualquer uma das equagdes (47) ou (48), dadas

por

1
Vo & V + > [(pp+pr)+(gap +q1)]Ax (38)
ou
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L [(op+ pr)+(gp + )] A - (59)

Vp ~ VR—E

7 Solugdo do problema apresentado via Maplet

Conmderagbes

(@)

g = trunc{ e 10 gt = 10°nigx dx = lejnx & = 0.000 "x o = round{micy ksl 10 e = 0.01 Caiculer

Tabelo V Gréihoo V(< T) Equagho V(T) Grdiico V(1) a9s0q v Equago V(x) Anerar Grdfices V(x)

Figura 7. Maplet - Telégrafo [2]

Apresenta-se o funcionamento da Mapler implementada e utilizada para obter a
solugdo do problema proposto. Na figura 7, pode ser vista a tela da Maplet, quando
em uso.

A area (1) contém os dados considerados para a programagio do software, como
as defini¢3es utilizadas para a subdivisio dos intervalos de comprimento e de tempo,
além do tamanho dos passos dados nestas dimensdes, o erro desejado e a posigdo do
disturbio. Nos campos (2) e (3), estdo localizados os botdes para acesso de alguns dos
dados obtidos pelo processo computacional:

Tabela V': Neste campo apresentam-se os resultados da solugio numérica obtidos
pelo método das caracteristicas para a variavel V' (tensio), obtida pela resolugio do
sistema de EDOs oriundo da equagio do Telégrafo. Os resultados comp8em uma
tabela de valores para a tensio em momentos especificos de tempo e do comprimento
do cabo, para o caso do exemplo resolvido, observa-se claramente pela Tabela 1 em
alguns instantes de tempo, como o impacto (na posigdo 0,7) se propaga no decorrer

do comprimento do cabo, a partir do tempo inicial.
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t/x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0. 1.02 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.00800 1.00600 1.00400 1.00200 1.00000
.100¢72 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.01076 1.49696 1.00848 1.00202 1.00202
.200¢72 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01000 1.01396 1.49338 1.01327 1.00212 1.00212
.300e2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01007 1.01701 1.48980 1.01810 1.00224 1.00224
.400¢72 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01017 1.01998 1.48622 1.02267 1.00244 1.00244
.500¢2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01027 1.02288 1.48264 1.02737 1.00264 1.00264
.600¢2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01041 1.02569 1.47906 1.03180 1.00292 1.00292
.700¢2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01061 1.02837 1.47548 1.03625 1.00322 1.00322
.800¢2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01081 1.03097 1.47190 1.04057 1.00358 1.00358
.900¢2 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01101 1.03351 1.46832 1.04482 1.00398 1.00398
.100¢~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01128 1.03601 1.46475 1.04910 1.00438 1.00438
110e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01158 1.03834 1.46117 1.05321 1.00485 1.00485
120e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01188 1.04062 1.45759 1.05729 1.00535 1.00535
130e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01218 1.04282 1.45401 1.06130 1.00586 1.00586
140¢7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01253 1.04497 1.45043 1.06516 1.00646 1.00646
150e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01293 1.04707 1.44685 1.06905 1.00706 1.00706
160e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01333 1.04908 1.44327 1.07267 1.00766 1.00766
170e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01373 1.05098 1.43969 1.07647 1.00834 1.00834
.180¢~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01413 1.05278 1.43611 1.07999 1.00904 1.00904
190¢~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01459 1.05456 1.43253 1.08357 1.00974 1.00974
.200¢~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01200 1.01509 1.05626 1.42895 1.08699 1.01050 1.01050
210e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01209 1.01559 1.05792 1.42538 1.09037 1.01130 1.01130
.220e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01219 1.01609 1.05952 1.42180 1.09368 1.01210 1.01210
.230¢7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01229 1.01659 1.06107 1.41822 1.09685 1.01290 1.01290
240¢7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01239 1.01709 1.06249 1.41464 1.10009 1.01373 1.01373
.250e ! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01249 1.01761 1.06384 1.41106 1.10315 1.01463 1.01463
.260e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01259 1.01811 1.06514 1.40748 1.10618 1.01553 1.01553
270e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01269 1.01861 1.06639 1.40390 1.10926 1.01643 1.01643
.280¢ ! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01279 1.01911 1.06759 1.40032 1.11208 1.01730 1.01730
.290¢ ! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01289 1.01961 1.06874 1.39674 1.11497 1.01831 1.01831
.300¢ ! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01299 1.02011 1.06984 1.39316 1.11771 1.01939 1.01939
310e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01309 1.02061 1.07090 1.38958 1.12048 1.02027 1.02027
320e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01319 1.02111 1.07190 1.38601 1.12313 1.02131 1.02131
.330e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01329 1.02161 1.07287 1.38243 1.12573 1.02241 1.02241
340¢7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01339 1.02216 1.07377 1.37885 1.12828 1.02342 1.02342
.350e ! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01349 1.02276 1.07466 1.37527 1.13072 1.02444 1.02444
360e! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01359 1.02336 1.07546 1.37169 1.13318 1.02556 1.02556
.370e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01371 1.02396 1.07626 1.36811 1.13552 1.02644 1.02644
.380¢! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01391 1.02456 1.07697 1.36453 1.13780 1.02753 1.02753
.390¢ ! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01411 1.02516 1.07767 1.36095 1.14005 1.02859 1.02859
.400¢~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01431 1.02576 1.07831 1.35737 1.14217 1.02951 1.02951
410¢7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01451 1.02636 1.07891 1.35379 1.14442 1.03063 1.03063
420e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01471 1.02696 1.07949 1.35022 1.14646 1.03161 1.03161
430¢7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01491 1.02756 1.07999 1.34664 1.14854 1.03272 1.03272
440¢7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01400 1.01511 1.02816 1.08049 1.34306 1.15050 1.03406 1.03406
450e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01414 1.01531 1.02876 1.08091 1.33948 1.15242 1.03511 1.03511
460e~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01424 1.01551 1.02936 1.08131 1.33590 1.15430 1.03631 1.03631
470e7! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01434 1.01571 1.02996 1.08168 1.33232 1.15606 1.03753 1.03753
.480¢~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01444 1.01591 1.03056 1.08198 1.32874 1.15785 1.03854 1.03854
490¢~! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01454 1.01611 1.03115 1.08228 1.32516 1.15955 1.03987 1.03987
.500¢ ! 1.01800 1.01800 1.01600 1.01464 1.01631 1.03166 1.08251 1.32158 1.16117 1.04112 1.04112

Tabela 1.
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Esses resultados, encontrados pelo método das caracteristicas, sdo relativamente
proximos aos resultados encontrados pelo método das diferengas finitas explicitas,
onde ambos os métodos cessaram as atividades devido ao mesmo critério de parada.

Grafico V/(x,): Ao clicar neste botio, uma nova janela apresentara dois graficos
em trés dimensdes, cujas variaveis independentes s3o o tempo e o comprimento. Um
deles dispde os pontos obtidos pelos calculos para a tensdo, cujos pontos sio utili-
zados para gerar o outro grafico que ¢é constituido pela fun¢do de interpolagio tipo
spline calculada para os valores da solugdo numérica. Neste campo, ainda é possivel,
a0 usudrio, estimar valores para a tensdo, que sejam diferentes dos ja obtidos, cujos
valores serdo calculados utilizando pontos contidos na malha da matriz. O resultado

deste processo pode ser observando na figura 8;

Tensio- Vot Matdiz Tensio

Comprimerto Comprimcnto

Figura 8. Grdfico em trés dimensoes, representando V (x,t) [2]

Equagio V(t): Apresenta equagdes para a tensdo em fung¢io do tempo, para cada
ponto do comprimento do canal que esteja contido na malha. Essas equagdes sdo
obtidas por meio de um interpolador spline. Ainda nesse campo, é possivel estimar
resultados para a tensdo atribuindo valores para qualquer instante de tempo.

Grafico V/(t): Apresenta os graficos para a tensdo em fungio do tempo para cada
ponto do comprimento que esteja contido na malha. O usuario pode definir quais
graficos serdo observados no mesmo sistema de eixos coordenados, no caso da figura
9, os graficos correspondentes as posi¢des 0, 1, 0,5, 0,9 e 1,0.

Equacio V(x): Apresenta equagdes para a tensdo em fungio do comprimento do

canal, para cada instante de tempo contido na malha. E possivel, para o usuario, esti-
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Tenslo

] 02 04 06 0 1 12 14 16
Tempo

Figura 9. Grdficos da tensdo em funcio do tempo [2 ]

mar resultados para a tensio atribuindo valores para qualquer ponto do comprimento
do canal.

Griafico V(x): Apresenta os graficos para a tensio em fungio do comprimento
para qualquer instante de tempo contido na malha. O usuario pode definir quais
graficos serdo observados no mesmo sistema de eixos coordenados, até um méaximo
de dez, a figura 10 ilustra a tensdo ao longo do cabo em quatro momentos distintos
para comparagio.

Por estes graficos, torna-se possivel analisar e comparar o comportamento da ten-
sd0 a0 se propagar pelo do cabo em instantes distintos de tempo. O ponto de disttr-
bio, x = 0,7, fica evidente e sua influéncia ante os outros pontos do comprimento é
claramente percebida.

Animar: Ao clicar neste botdo, os graficos, para a tenso em fungio do com-
primento, sio animados em uma série temporal, onde é apresentada uma sequéncia
constituida pelos graficos gerados pela interpolagio linear dos resultados, para cada
um dos instantes de tempo contidos na malha, conforme ilustra a figura 11.

Os graficos contidos nos campos (2) e (3) da figura 7, sio atualizados também em
tempo real durante o decorrer dos calculos efetuados pelo processo. Os resultados
numeéricos dos calculos realizados para determinar os valores da tensio, em pontos
especificos no comprimento do canal sio visualizados, no campo (4), a medida que

sdo calculados.
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0 02 04 06 02 1
Comprimerto

Figura 10. Grdficos da tensio em funcdo do comprimento [2 ]
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Figura 11. Alguns frames da animacio dos resultados [2 ]

8 Conclusio

Ao utilizar a Maplet programada para obter a solu¢do numérica da Equagio do

Telégrafo, tem-se em mios uma maior variedade de ferramentas disponiveis em 15
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unico soffware para analise dos resultados; 0 acompanhamento dos calculos e sua vi-
sualizagio grafica ocorrem em tempo real; além disso, acrescenta-se a possibilidade de
novas implementagdes que estendem ainda mais suas funcionalidades iniciais.

Ao estudante que busca inteirar-se da teoria que envolve as EDPs e suas aplicagdes,
este recurso, desenvolvido por meio do software Maple, constitui uma ferramenta va-
liosa ao entendimento e analise do comportamento da solugio obtida.

E importante ressaltar que os resultados obtidos pelo conhecido Método das Dife-
rencas Finitas Explicitas sio relativamente proximos aos resultados encontrados pelo
método implementado neste trabalho. Ambos os métodos cessaram as atividades de-

vido a0 mesmo critério de parada.

Referéncias

[1] MATTHEIJ, R. M. M., RIENSTRA, S. W., AND TEN THIJE BOONK-
KAMP, J. H. M. Partial Differential Equations - Modeling, Analysis, Compu-
tation. STAM, Eindhoven, The Netherlands, 2005.

[2] LOBEIRO, A. M. Solugio das Equagdes de Saint-Venant em Uma e Duas Di-
mensdes Usando o Método das Caracteristicas. Tese de Doutorado, Universi-

dade Federal do Parana, 2012.

[3] MAPLESOFT. Overview of Maplet Applications. Disponivel em:

http://www.maplesoft.com. Acessado em: 2012

[4] MEDEIROS, L. A. J., FERREL, J. L., AND BIAZUTTI, A. C. Métodos Clas-
sicos em Equagdes Diferenciais Parciais, 2 ed. UFR]J-IM, Rio de Janeiro, 1999.

[5] FIGUEIREDO, D. G. D. Analise de Fourier e equagdes diferenciais parciais, 1
ed. Projeto Euclides, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro,

1977.

[6] CHUN,S.]J., AND MERKLEY, G. P. Ode solution to the characteristic form
of the saint-venant equations. Irrig Sci v. 26, p. 213-222, 2008.

178



LOBEIRO, A. M. et al.

[7] DELPHI, M. Application of characteristics method for flood routing. | Geol
Mining Resv. 4, n. 1, p. 8-12, 2012.

[8] HALL, W., AND KEYNES, M. The Wave Equation Classification and Cha-
racteristics Elliptic and Parabolic Equations. The Open University Press, 1973.

179



