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Resumo: Neste trabalho, estudou-se, via teoria de semigrupos de operadores lineares,
a existéncia, unicidade e a estabilidade exponencial de solugdo do problema de valor
inicial e de contorno associado com a equagio da onda em um dominio retangular
com uma dissipagio localizada.Para mostrar a existéncia, a unicidade e o decaimento
exponencial da solugdo do problema, reescreveu-se 0 modelo como um problema de
. . - A . . . ~
primeira ordem no tempo. Provou-se a existéncia e unicidade de solu¢do usando o
Teorema de Lumer-Phillips e a estabilidade exponencial do semigrupo de classe C,,

{8(¢)},>0, associado ao sistema dissipativo, usando o Teorema de Gearhart.
Palavras-chave: equacio da onda; estabilidade exponencial; semigrupos.

Abstract: This work investigated the theory of linear semigroup operators, focusing
on existence, uniqueness and exponential stability of solution for the initial and boun-
dary value problems associated with the wave equation in a rectangular domain with
localized dissipation. In order to demonstrate existence, uniqueness and exponential
decay of solution, the model was rewritten as a first-order problem in time. The re-

sults proved existence and uniqueness of solution using Lumer-Phillips Theorem and
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exponential stability of C, class semigroup {S()},50, associated with a dissipative

system, using the Gearhart Theorem.

Keywords: exponential stability; semigroups; wave equation.

1 Introdugio

O presente trabalho se insere no campo da dinamica assintotica da equagdo da
onda com dissipagio localizada em dominios compactos. Foram estudados, via teoria
de semigrupos, a existéncia, unicidade e a estabilidade exponencial do problema de
valor inicial e de contorno associado com a equagdo de ondas em dominio retangular,
Q, com uma dissipagio localizada. Efetivamente, nosso problema ¢ governado pelas
seguintes equagdes:

,
X

u(x,y,t)=0, sobre N )
(

”(x5y’ )—”‘o(x y) X, (1)

”tt_A”+U(x>y)”t =0, (x,y
”t(x’y’o):”( ) (

t) € x(0,00)
©,
7)€
y)E

X

sendo A o operador Laplaciano, que em dimensio dois se escreve como

2
“oe oy

e 0 uma fungio do espago W 1>°(£2), com o (x,y) > 0, para todo (x,y) € Q2 = (0,4) x

b ra
(0,b)e J J o(x,y)dxdy > 0. A fun¢do o pode se anular em uma parte de .
0 Jo

Assim, o termo dissipativo pode ser efetivo apenas em uma parte do dominio €2, o
que justifica as hipoteses feitas sobre as propriedades da fungdo sigma.

O estudo do comportamento assintotico de sistemas dissipativos € um ramo fér-
til para a pesquisa em Equagdes Diferenciais Parciais - EDP. Nessa dire¢io, algumas

técnicas analiticas foram utilizadas por muitos autores para obter propriedades assin-
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toticas de problemas classicos envolvendo a equagio da onda. Como exemplo, cita-se
o método de Komornik ( ver Komornik e Zuazua [1] ), método de Nakao (ver Na-

kao [2]) e 0 método de energia (ver Rivera [3]).

O objetivo deste trabalho € utilizar um método apresentado em Liu e Zheng [4]
que se aplica a uma grande variedade de problemas dissipativos. Essa técnica é dife-
rente dos demais métodos classicos de estabilidade e consiste em explorar as proprie-
dades dissipativas do semigrupo associado ao sistema.

Para motivar nosso problema, foi considerado o modelo matematico que descreve
as pequenas vibragOes verticais de uma corda de comprimento finito L e presa nas
extremidades. Supondo que, em estado de equilibrio, a corda esteja em repouso sobre
o eixo dos x e cada ponto da corda se desloca perpendicularmente a esse eixo, tem-se

o seguinte sistema de equagdes:

n(x,0) = uy(x), x €(0,L)
n,(x,0)=uy(x), x€(0,L),

sendo #(x,t) o deslocamento de cada ponto x € (0, L) da corda no instante de tempo
t > 0 a partir de sua posi¢do de equilibrio.

Multiplicando a equagdo de onda por #, e integrando por partes no intervalo
(0,L), € possivel deduzir que a energia total desse modelo, a qual denotou-se por E(¢),
¢

1

L
E0=3 [+l fa o

sendo a parcela associada a #, a energia cinética e a parcela associada a #, a energia

potencial.

d . ,
Como d_E (t) =0, a equagdo de onda acima mostra que esse modelo € conserva-
t
tivo, isto €, a energia total £(t) é constante. Agora, sabe-se que, em situagdes reais,

esse modelo se estabiliza em razio de diversos fatores, tais como: o atrito, a viscosi-
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dade, a diferenga de temperatura entre o0 meio ambiente e o material, etc.

Nesse sentido, ao longo do tempo, diversos autores como Zuazua e Haraux [5],
Rivera [3] e Zuazua [6] introduziram diferentes tipos de mecanismos de dissipagio
para estabilizar as oscilagdes. No caso da dissipagdo ocorrer em razio da troca de
temperatura entre o material e 0 meio ambiente, tem-se o sistema termoelastico (ver
Rivera [3]). Tem-se, também, a dissipagdo provocada pelo atrito representado por
ou,, sendo o uma constante real positiva ( ver Zuazua e Haraux [5]). Nesse caso, o
atrito o #, atua uniforme em todo o material. Existe, ainda, a possibilidade do mate-
rial constitutivo possuir a propriedade de recuperar sua posi¢io inicial em razio da
viscosidade, nesse caso, a dissipagdo é do tipo memoria ( ver Ammar-Khodja, Benab-
dallah, Rivera e Racke [7]).

Algumas técnicas analiticas para obter o decaimento foram utilizadas por varios
autores, sempre adequadas aos problemas em questio. Por exemplo, Nakao [8] e
Ikehata [9] investigaram a existéncia e o decaimento exponencial de solugdes para o
problema da equagio da onda em um dominio exterior em R”, utilizando as técni-
cas de Galerking e 0 método classico de energia. Cunha [10] mostrou a existéncia, a
unicidade e o decaimento exponencial de solugdo para o problema de valor inicial e
de contorno associado com a equagio da onda unidimensional com a dissipagio pro-
vocada pelo atrito representado por o#,, sendo o uma constante real positiva, via
teoria de semigrupos. Esse método se aplica a uma variedade de problemas dissipa-
tivos e consiste em explorar as propriedades dissipativas do semigrupo associado ao

sistema (ver Liu e Zheng [4]).

1.1 M:étodo

Para mostrar a existéncia, unicidade e o decaimento exponencial da solugio para

o problema (1) considera-se v = #,. Assim, obtém-se o seguinte sistema:

u,—v=0

v,—A\u+o(x,y)u, =0.
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Considerando U = < ”

> € H = H}(2) x L*() e definindo o operador A da
v

seguinte forma:

AU = ’ ,
< Au—o(x,y)u, >

pode-se reescrever o problema (1) no seguinte problema de Cauchy:

U, =AU
{ @)

U@©) ="y
Assim, A ¢ um operador linear associado a equagdo (3). Inicialmente, mostra-se que

A ¢ um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C, denotado por {S(¢)},5¢ ¢,

em seguida, demonstra-se que o problema possui uma unica solugio fraca da forma:
U(2) = S(t) U,

para os dados iniciais no espago de fase do problema. Caso U, € D(A), sendo

D(A) = {< g >€H;u e H{Q)NHX Q) e v eHol(Q)},

o dominio do operador A, obtém-se a solugio classica. Prova-se também a estabilidade
exponencial do semigrupo de contragdes de classe Co, {S(£)},0, associado ao sistema
dissipativo, utilizando o Teorema de Gearhart.

O texto esta organizado da seguinte forma: ap0s esta introdugdo (segdo 1), serdo
mostrados resultados da teoria de semigrupos, se¢do 2; na se¢do 3, mostra-se que o
modelo (1) possui uma tnica solugdo com decaimento exponencial. Na tltima se¢io,

sdo apresentadas algumas conclusdes, seguidas das referéncias bibliograficas.

2 Alguns resultados importantes

Nesta sego, apresentam-se os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips, os quais
caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe C,. Sera usado o Teo-

rema de Lumer-Phillips para obter a existéncia e unicidade de solugio para o modelo
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dissipativo. Também sera apresentado o Teorema de Gearhart que estabelece as con-
di¢Bes necessarias e suficientes para um semigrupo de classe C, ser exponencialmente

estavel.

Definicio 1: Seja A um operador linear em X, sendo X um espago de Banach. O con-
junto dos A € C, sendo C o conjunto dos niimeros complexos, para os quais o operador
linear AI — A, sendo I o operador identidade, é inversivel e seu inverso é limitado e tem
dominio denso em X, representado por p(A), é chamado conjunto resolvente de A. O

operador linear (Al —A)™!, A€ p(A), representado por R(A,A), é dito resolvente de A.

Teorema 1 (Hille-Yosida): Seja X um espaco de Banach. Um operador linear A, defi-
nido em D(A) C X e com valores em X, é um gerador infinitesimal de um semigrupo
{S(£)} 0 de classe Cy se, e somente se,

i) A é fechado e sew dominio é denso em X;

i1) Existam niimeros reais M e w tal que, para cada real A > w se tenha A € p(A) e

[|R(AA)| < —, para cada n € N.

M
(A=)
Essa demonstragdo pode ser encontrada em Gomes [16].

Notagio 1: Escreve-se A€ G(M, w) para indicar que A € o gerador infinitesimal de um
semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy, {S(t)} >0, que satisfaz a condigio

[|S(2)|| < Me™*, para todo t > 0.
Notagdo 2: Usa-se R(AI —A) para indicar a imagem de AI — A.

Sera feita, a seguir, uma outra caracterizagdo dos geradores infinitesimais dos se-

migrupos de contragdes de classe C, devida a Lumer e Phillips.

Teorema 2 (Lumer-Phillips): Seja X um espaco de Banach e A: D(A) C X — X um
operador linear com dominio denso em X.

(1) Se A € G(1,0), entdo A é dissipativo e R(A—A) = X, para todo A > 0;

(11) Se A é dissipativo e existe Ay > O tal que R(AJ] —A) =X, entdo A € G(1,0).

Essa prova pode ser encontrada em Pazy [11].
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A seguir, apresenta-se um importante resultado que estabelece quais sio as con-
di¢Bes para que um operador linear seja um gerador infinitesimal de um semigrupo
de contragBes C,. Esse resultado sera usado para provar a existéncia e unicidade de

solugdo do problema dissipativo.

Corolario 1: Seja A um operador linear com dominio denso em um espaco de Hilbert
H. Se A é dissipativo e O € p(A), entdo A é um gerador infinitesimal de um semigrupo

de contragées de classe C,,.

Demonstracao:
Por hipétese, 0 € p(A). Entdo A ¢ inversivel e seu inverso ¢ limitado e tem domi-

nio denso em H. Portanto, o operador
M —A=AAA"1—1) )

é inversivel para 0 < A < |JA™!||. Assim, pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é um
gerador de um semigrupo de contrag¢des de classe C,.
A seguir, apresenta-se o Teorema de Gearhart que foi usado para provar o decai-

mento exponencial da solugdo do modelo (1).

Teorema 3 (Teorema de Gearhart): Seja {S(t)},5o um semigrupo de contracies de
classe Cy em um espago de Hilbert H e A seu gerador infinitesimal. Entdo, {S(t)} >0

é exponencialmente estdvel se, e somente se,

{iB; BER} C p(A) Q)
e
liér'lSUPH(iﬁI—A)_lH < oo. ©6)

A prova que as condiges (5) e (6) sdo suficientes para a estabilidade exponencial
de {$()},0 pode ser encontrada em Pazy [11].

Para mostrar a condigio (5), para o modelo (1), foi usado o seguinte resultado:
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Teorema 4: Seja X um espaco normado eseja A : X — X um operador linear compacto.
Entdo, se A# 0, a equagio
Ax—Ax =1y )

possui uma solugio x para cada y € X se, e somente se, a equacio
Ax—Ax =0

admite apenas a solugdo trivial x = 0. Nesse caso, a solugdo da equacio (7) é tinica e

A— Al tem inversa limitada.
A demonstragio desse resultado pode ser encontrada em Kreyszig [12].

3 Existéncia, unicidade e estabilidade exponencial
3.1 Existéncia e Unicidade
Nesta se¢do, mostra-se que o modelo (1) possui tnica solugdo
w € C([0,00), HAD) N HA(®) 1 C([0,00), HY)N C([0, 00), LXSV),

Seja H = H; () x L*(2), munido da norma:

1
3 2
101 = (11 + 1121 ) =< fQ|Vu|2dz+ fﬂwozz) ,

4

sendo U = < g > € H. Assim, H é um espago de Hilbert.

Em relagio ao operador A definido em (3), tém-se os seguintes resultados:

Teorema 5: O operador A gera um semigrupo de contragdes de classe Cy em H.

Demonstragio:
Mostra-se que A ¢ dissipativo e que 0 € p(A) para entdo aplicar o Teorema 1:

1) A dissipativo: Se U € D(A), entdo (AU, U), <0.
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De fato,

o= g )
V)V v H

_ fo Lb [Vo- Vit + (Du—o(x,y)0)0]dxdy

a rb a rb a rb
:f f Vv-Vudxdy—l—f f (Au)fvdxdy—J J o(x,9)|v[*dxdy
0 Jo 0 Jo 0 Jo

a rb a rb a rb
:—f J vAudxdy—i—f f (A%)‘vdxdy—f j o(x,y)|v|*dxdy
o Jo o Jo o Jo

a b
:—f f o(x,y)|v[*dxdy <0,
0 Jo

sendo U € D(A). Como (AU, U)y = —foa fob o(x,y)|v[Pdxdy < 0, entio A é dissi-
pativo.

f

ii) 0 € p(A): Provase que, dado F = <
8

> € H, existe um tunico

U:< 8 >€D(A)talqueAU:F.

v

Seja F = < f > € H. A equagio AU = F, em termos de seus componentes, ¢
g

dada por:
v=feH}(Q)
Au—o(x,y)v=geL*)

Resolvendo o sistema, obtém-se:
Aun=g+o(x,y)f € L*(), 8)

pois a € L®(Q). E possivel mostrar que (8) admite uma tnica solugio

u € H} ()N H?*(SY). Para isto, primeiramente, define-se uma forma bilinear:

B(»): HI(Q)xHI(Q) — R
(n,0) — B(u,v)=(Vu,Vo),
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sendo (-,-) o produto interno em L*(2). E possivel verificar que B(-,) é coerciva e

continua:

i) Coercividade de B(,-): Seja # € H}(2). Entio,
B(ut,u)=(Vu, Vi) = [V t[ ]y =l

e
Hi(@)

Portanto, B(:,-) é coerciva.

i) Continuidade de B(-,-): Sejam # e v € H(£2). Entio,

|B(n, 0)| = |(Vau, Vo) < [[Varl 2 IV 2| 12000) = 1] 113 @ 12| 1)

Portanto, B(-,-) é continua.

Na sequéncia, defini-se o funcional:

L: H(©Q) — R
v — Lo)=(—g—0(-)f,7)

E possivel mostrar que o funcional L ¢ linear e continuo sobre HJ(€2):
(i) A linearidade de L segue diretamente da linearidade do produto interno;

(i) Continuidade de L: Seja v € H;(2) C L*(£2). Como

—8— 0(" )f € Lz(Q)’

entdo pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

L) =|(=g —o(x.0)f, ) S| =g =0 (5 )f [z 121l 20

Logo, L é continuo.
Portanto, L € H1(f).
Pelo Teorema de Lax-Milgram, que pode ser encontrado em Brezis [13], existe

uma Unica # € H, (Q2) tal que

B(”’ {v) = (_g - 0(" )f’ ‘U),
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para todo v € H;(Q2). Isto é,
(Vu,Vv)=(—g—a(,")f,v), paratodo v € H, ().
Em particular, tem-se
(Vu,Vé)=(—g—0o()f,$), paratoda € D(Q),
sendo D(£2) o espago das fungdes C5°(£2). Assim,
Au=g+o(,)f

no sentido distribucional.
Como g +o(-,-)f € L*(Q), pelo Teorema da Regularidade Eliptica que pode ser
encontrado em Agmon, Douglis e Nirenberg [ 14], resulta que #» € H*(Q).
Logo, # € H3(Q) N H*().
"

> € D(A), tal que, AU = F. Assim,
v

Portanto, obteve-se um tinico U = <

existe o operador A~!. Além disso, usando a Desigualdade de Poincaré que pode ser

encontrada em Medeiros e Miranda [ 15], tem-se:

U1l = 1] 730 + 1211720
<lullzp0) +1f 122
<¢llaf + g||i2(n) + ||f||§_101(g)
< ellf 1By + cllglay + 1
<65 (I By + 1y
= asl|F I3
sendo ¢y, ¢,, 3, ¢, € 5 constantes positivas. Assim, o operador A1 é limitado.

Portanto, 0 € p(A).

Logo, pelo Teorema 1, segue que A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo de
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contragdes de classe C,,.

Teorema 6: (Existéncia e unicidade de solugio) Seja uy € H*(QQ)NH, (Q) e u, € HL (),

entdo existe wuma unica solugdo de (1) na classe
un € C([0,00), H*(Q) N H ()N C([0, 00), H}(R2)) N C*([0, 00), L*(R)).

Demonstragao:

Considerando U, = < "o > € D(A), como A ¢é gerador infinitesimal de um se-
g

migrupo de contragdes, {S(t)},0, de classe Cy, pela teoria de semigrupos que pode
ser encontrada em Gomes [16], Cunha [10] e Pazy [11], ¢ possivel concluir que
U(t)=$(t)U, é atinica solugdo classica do problema de valor inicial (3).

Assim,

U € C([0,00): D(A)N C1([0, 00); H). o)
Como v = u,, resulta que:
U € C([0, 00), HA(Q) N HY(Q) x HA(2))N C1([0, 00); Q) x LX(%).
Logo,

u € C([0, 00), HX(Q) N Hy ()3

u, € C([0,00), Hy (1)), ouscja, n € C'([0,00), Hy(2));
u € C'([0,00); Hy(2);
u, € C1([0,00);L3(Q)), ouseja, # € C*([0,00); L*(R)).

° > € H*() N Hy(Q) x H(£2) existe uma tnica solugio de (1)

Portanto, para
"

que satisfaz:
un € C([0,00), H*(Q) N H(2)) N C([0, 00), H}(R2)) N C*([0, 00), L*(R)).
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3.2 Estabilidade exponencial

Nesta se¢do, usa-se 0 Teorema de Gearhart para mostrar que a solugio do pro-

blema (1) é exponencialmente estavel.

Teorema 7: O semigrupo de contracées de classe Cy, {S()} >0, gerado por A é exponen-

cialmente estdvel, isto é, existem constantes positiva M e a tal que
IIS()|| < Me™**, para todo t > 0.

Demonstracado:

Para provar a estabilidade exponencial de {S(t)},5, verificam-se as condigdes (5)
e (6) do Teorema de Gearhart.

Primeiramente, foi provado, por contradi¢io, que p(A) D {i B; B € R}. Paraisso,

considerou-se que
p(A)21i5; B e R}

é falso. Entio, existe 8 € R, 8 # 0 tal que i 8 € 0(A), ou seja, i B pertencente a0
espectro de A. Como a inversa de A, A~!, é definida e continua em todo H com

valores em D(A), isto é,
A7V H - D(A),

a 1mersdo 2,

iy:D(A)— H
é compacta. Assim, a aplicagio
Al'=A""oiy,:H—-H

¢ compacta. Logo, pelo Teorema 4, 7 3 é um autovalor de A.

De fato, considerando A =i 3, tém-se as seguintes equagdes:

1 1
(1) A_lx—jlx :y<:>x—1Ax =Ay < Ax —Ax = AMy;
(2) A_lx—%x:O@x—%Ax:O@)x—Ax:O.

21
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Supondo que a equagio:

(r1-f)ees

admite apenas a solug¢do trivial, entdo
Ax—Ax =0
admite apenas a solugio trivial. Assim, pelo Teorema 4, a equagio:

A_lx—/llx =y

. . - 1 . .
possui uma solugio x paracaday € H e, o operador A~' — — tem inversa limitada, ou

seja, Al —A tem inversa limitada. Logo, A € p(A), o que é uma contradigio. Portanto,

(r1=t)ees

nio possui apenas a solugio trivial e, dessa forma, A ¢ um autovalor de A. Assim,

a equagdo:

existe um vetor U € D(A), com ||U||y = 1, tal que

iBU—AU =0, (10)

isto é,
ifu—v=0 (11)
ifv—Au+o(x,y)v=0. (12)
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O calculo do produto interno de (10), com U em H, resulta em:

o:(i/BU—AU,U)H:<< iﬁ‘v—f:;:(x y) >’< M >>
»))v vy

:(z,@u—vum +(ifv—Lu+0(x,7)v,9).20)

=1(Bu,n) Hg(n)—(‘v,%)Hg(Q)‘H B, )20+ (o (x,y)v—
(A%’U)LZ(Q)

Considerando a parte real e usando as condigdes de contorno, segue que

0=Re(ifU—AU,U)y = (o(x,y)v—Au, V)12 — (0, u)H1

f J (x,9)v—Au)vdxdy — J f VoVudxdy
:f J 0(x,y)|fv|2dxdy—j J(Au)fvdxdy—
o Jo o Jo
b ra
J J. VoVudxdy
o Jo
b ra b ra
:f J 0(x,y)|fv|2a’xdy—j J(Au)fvdxdy—i-
o Jo o Jo
b ra
J J. vAudxdy
o Jo

b ra
:f J o(x,9)|v|*dxdy.
o Jo
Como
. f | toteyepasdy <l f | oteiopazdy =o
entdo
o(x,y)v(x,y) =0, paratodo (x,y) € Q. (13)

Substituindo (11) e (13) em (12), obtém-se:
—B*u—Au=0,
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em €. Como #(x,y,t) = 0 sobre dQ x (0,00), a solugio da equagdo acima ¢ dada
por:
2 2
%(x,y):ksen(mx>sen<n_ﬂ: > com ﬁzzm_n2+n_ﬂ:2’ (14)
a b dz bZ

sendo k #£0em,n>1.

Substituindo (14) na equagio (13), chega-se a:

0= Bko(x,y)sen <ﬂx> sen <@y> ,
a b
para todo (x,y) € . Assim, obtém-se:
o(x,y)=0,

exceto sobre um conjunto enumeravel de pontos, o que ¢ uma contradigio, pois

b ra
f J o(x,y)dxdy > 0.
o Jo

Portanto, pode-se afirmar que p(A4) 2 {i 3; B € R}.

Para a segunda parte da demonstragio, considerou-se que

limsup||(: B —A)!|| = oo.

|B]—00

Entdo, existe uma sequéncia de nimeros reais {$3,},cy com |3,| — oo quando

n — 00 e uma sequéncia vetorial de fungdes (V,), oy em H tal que

1GB, —A) "V,
Al

> n, paratodo n €N,

ou seja,
i, —A)_1Vn|| >n||V,||, paratodo n € N.

Uma vez que (V,),ey € Hequeif3, € p(A), existe uma Unica sequéncia
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(Un)neN < D<A) tal que
iB,U,—AU,=V,, com||U,||=1.

Assim,
[|U,|| > n||i3,U,—AU,||, paratodo n € N.

Isso implica que
G I—=A)U, |l — 0,

U

. u,
quando 7 — o0, ou seja, sendo U, = :

fo=ipB,n,—v, —0em Hj(Q) (15)
g, =18,v,—Au,+0o(x,y)v, —0em L*(). (16)

Fazendo o produto interno de i 8, U, — AU, com U, em H, tem-se:

1 U _AUnaUn - ’
( /Bn n )H << ilgnvn—A%n‘FU(x,y){vn “n H

=B,n, _‘Un,Mn)Hol(Q) +(i8,v,—Du,+

o(x,7)v,, ‘Un)LZ(Q)

Considerando a parte real e usando as condigdes de contorno, obtém-se:

Re(lﬂn Un _AUn’ Un)H = (U(x’y)vn - A”n’ (Un)LZ(Q) - (vn’ Mn)Hol(Q)

= (O'(X, y)vn’ Z)n)LZ(Q)

Como i3, U,—AU, —0em H e U, é limitada em H, segue que:

(o(x,y)v,,v,)— 0em LZ(Q). (17)
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Considerando a seguinte desigualdade:

b ra b ra
oo,y = | | o Pdzdy <lallo | [ ole, Paxds
0 0 0 0

e utilizando (17), chega-se a:

ov, —0em L*(N). (18)

Substituindo v, =i ,u,— f, em g, =153,v, — Au, + o(x,y)v,, obtém-se:

Z%n_A”n:gn+i/6nfn_a(x’y)vn' (19)

Considerando uma fungio g : 2 — R? tal que g € C'(2) e fazendo o produto

interno em L%(€2) de (19) com g(x,y)- Vu,, conclui-se que:

J‘ f div(q)(B2|n,|* +|Vu,)| )dxdy+f q-n|Vu, |*dT+
an

f | S D)D)y ) xdy =20 V) 200, - Vit

1,7=1

2:5,div(f,q) 1,) = 28y q - Vit,)—20v,,q-Vau,) =263, f,div(q)
2(iﬁn(an)q,Mn>, (20)

sendo div(q) e div(f,q) o divergente de ¢ e f, g, respectivamente, e n = n(x,y) a

variavel exterior unitaria em (x,y) € Q.

Como [3,,u,, ¢é uniformemente limitada em L*(Q2), usando (15), (16), (18) e (20),

chega-se a:

2g,,q-Vu,)—20v,,q-Vu,)—2iB,f,div(g),u,)—20L,Vf,)-q,4,) =0,
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ou seja,

b ra
j f dio(q) B2, + Vi, P)dxdy + f g7V, PdT+
0 an

0

b ra 2
2| S0y xdy o

1,7=1

Considerando g(x,y) = < ¥ >, tem-se:
Y

b ra b ra
ZJ f (ﬁfl|%n|2+|V%n|2)dxdy+f q-77|Vun|2dF+2f J uix-l—uiydxdy—w,
o Jo an o Jo

0 que € uma contradi¢io, pois

b ra
f q(X,y)~r]|V%n|2erO,2J f (uix—i—uiy)dxdyzo
an 0

0

n—oo

b ra b ra
2= lim ZJ f <|Vun|2+|'vn|2+)dxdy: lim ZJ f <ﬁi|un|2+|Vun|2>dxdy,
0 Jo n=ee Jo o Jo

uma vez que, 8,1, —v, — 0em L*(2) .

Assim, limsup ||(i BT —A)™'|| < oo.

|Bl—00

Logo, pelo Teorema de Gearhart, {S(¢)},5¢ ¢ exponencialmente estavel.

4 Conclusio

O método de semigrupos se mostrou efetivo tanto para mostrar a boa colocagio
do problema (1) quanto o decaimento exponencial. O resultado para nosso problema
ja foi mostrado nos trabalhos de diversos autores, mas nesses trabalhos foram utiliza-
dos métodos de energia. Neste trabalho, foi mostrado a existéncia, unicidade e o com-
portamento assintotico para o problema (1) através da teoria de semigrupos. Além

disso, foi obtido, mais facilmente, a regularidade da nossa solugdo, o que mostra o po-
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der do método, ja que na técnica de Galerking precisa-se obter certas estimativas de
energia. Esse método nio se restringe apenas aos problemas de evolugio, ou seja, pro-
blemas que envolvem equagdes tipo onda, mas se aplica também a qualquer equagio

semilinear autdnoma (ver Rivera [17]).
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