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Resumo: O problema da arvore geradora minima com parametros fu#zzy é um dos
principais problemas da programagio matematica fuzzy, visto que possui aplicagOes
nas mais diversas areas, como, por exemplo, redes de distribui¢do de energia, arma-
zenamento de informagdes e transportes. Neste trabalho é proposto um algoritmo
exato para o problema da arvore geradora minima com estrutura crisp e parametros
fuzzy. Trata-se de uma adaptagdo do algoritmo classico de Prim, utilizando a relagio
de dominancia de alguns trabalhos da literatura que tratam do problema de caminho
minimo fuzzy. As incertezas nos pesos sio abordadas por meio da teoria dos con-
juntos fuzzy e as arvores geradoras do conjunto solugdo sdo armazenadas usando o
conceito de rotulos. O algoritmo proposto foi testado em trés diferentes redes, com-

pativeis as instancias dos principais trabalhos da literatura.
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ria dos conjuntos fuzzy.

Abstract: The minimum spanning tree problem with fuzzy parameters is one of the
main problems in fuzzy mathematical programming, as it has applications in several
areas, such as, power distribution networks, information storage and transportation.
This work proposed an exact algorithm to the problem of minimum spanning tree
problem with crisp structure and fuzzy parameters. It is an adaptation of the classic
algorithm Prim, using the dominance relationship based on some literature review
dealing with the fuzzy shortest path problem. The uncertainties in the weights are
addressed using the Fuzzy Set Theory, while the spanning trees in the solution set
are stored using the concept of labels. The proposed algorithm was tested on three
different networks, compatible with the instances found in the main literature revi-

ews in the area.

Keywords: fuzzy sets theory; graphs theory; mathematical programming; Prim’s al-

gorithm.

1 Introdugio

Incertezas, imprecisGes e ambiguidades sio fatores que nio podem ser ignorados
na resolugio de alguns problemas reais visto que, em muitos casos, os parametros
(custos, capacidades, demandas, dentre outros) podem nio ser naturalmente preci-
sos. Com isso, nas décadas de 1960 e 1970, Zadeh [1-3] introduziu a teoria dos con-
juntos fuzzy, cuja finalidade foi dar um tratamento matematico a termos linguisticos
subjetivos como “aproximadamente” e “em torno de” dentre outros.

A teoria dos grafos é uma das areas da programagio matematica que tem utilizado
frequentemente a teoria dos conjuntos f#zzy em alguns de seus problemas, dentre os
quais se destacam: caminho minimo [4-11], fluxo maximo [12-15], fluxo de custo
minimo [12,16,26], arvore geradora minima [17-21] e coloragio de grafos [22-25].

Dentre estes problemas, o da arvore geradora minima é um dos principais, haja vista
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suas aplicagdes na Engenharia e na Informatica, tais como: instalagdes e projecdes de
redes de telecomunicagdes (redes de computadores, redes de telefonia e redes de TV a

cabo) e elétricas, problemas de transporte (rodovias e ferrovias), dentre outros [26].

Na literatura sio apresentados diversos algoritmos que resolvem o problema clas-
sico da arvore geradora minima sendo, principalmente, os algoritmos de Kruskal,
Prim, Boriivk e Sollin [27]. Porém, ao considerar incertezas nos parametros ou na
estrutura da rede, a resolugio desse problema se torna mais trabalhosa, pois a compa-
ragdo entre os dados dos parametros nio é trivial como no caso classico, reportando
assim a teoria dos conjuntos fuzzy. O numero de trabalhos na literatura que trata
do tema ¢ reduzido, devendo-se principalmente a Delgado et al [28], Chunde [29],
Takahashi e Yamakami [18], Takahashi e Yamakami [17], Gao e Lu [30], Janiak e
Kasperski [31], Mohanty et al [19] e Nayeem e Pal [21].

No trabalho de Delgado et al [28] foram introduzidos os conceitos do problema
daarvore geradora minima em redes com parametros e/ou estruturas fuzzy e utilizado
o conceito de a-corte para obtengdo de cada arvore geradora minima do conjunto
fuzzy de solugbes. Chunde [29] prop0s, por meio de uma heuristica, um algoritmo
em que ¢ realizada apenas uma iteragio do algoritmo de Delgado et al [28], que uti-
liza 0 a-corte mais conveniente, aplicado a redes com incertezas em sua estrutura.
Takahashi e Yamakami [18] propuseram um algoritmo genético para o problema
com parametros fuzzy, usando a teoria de possibilidade de Zadeh [3], enquanto que
no segundo trabalho [17] foi abordado o problema em uma rede com estrutura fuzzy,
adaptando os trabalhos de Delgado et al [ 28] e Chunde [29]. Gao e Lu[30] abordaram
o problema da arvore geradora minima quadrética f#zzy com parametros incertos e
propuseram um algoritmo genético para soluciona-lo. Janiak e Kasperski [31] apli-
caram a teoria da possibilidade de Zadeh [3] nos custos das arestas e utilizaram um
algoritmo classico da literatura para encontrar a arvore geradora minima. Mohanty
et al [19] abordaram o problema com parametros fu#zzy por meio do algoritmo clas-
sico de Boriivka, juntamente com o indice de ordenagio de Yao e Lin [32]. Em
um dos trabalhos mais recentes, Nayeem e Pal [21] “defuzzificaram”, o problema,

transformando-o em um problema classico, e o resolveram via algoritmos genéticos.

Analisando os trabalhos descritos anteriormente, verifica-se que estes apresentam
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algumas particularidades, tais como: solucionam o problema via algoritmos genéti-
cos [17,18,21,29,30] ou aplicam indices de “defuzzificagdo”, resolvendo o problema
por meio de métodos classicos [19,31], o que pode ocasionar perda de informagdes.
Além do mais, nos trabalhos descritos anteriormente seus algoritmos sio aplicados
em redes de pequeno porte (maximo de 21 vértices e 36 arestas, também utilizada
neste trabalho), pouco densas e com varias arestas dominadas (descartadas), o que faz
com que o uso de métodos heuristicos nio seja totalmente justificavel. Com isso, o
objetivo deste trabalho é apresentar um algoritmo exato, adaptado do algoritmo de
Prim, para resolver o problema da arvore geradora minima em redes com parametros
fuzzy, aplicavel principalmente a redes de pequeno porte (similares as utilizadas nos
trabalhos da literatura) ou pouco densas e com arestas dominadas (arestas caras, de

peso grande).

O algoritmo proposto trabalha com as incertezas até a obtengio da solugio final,
aplicando, assim, a relagio de dominancia de Okada e Soper [4] para eliminar as ares-
tas de maior peso e o conceito de rétulos para armazenar o conjunto solugio, pois o
mesmo pode apresentar mais de uma arvore geradora minima. Trata-se de um algo-
ritmo baseado nos trabalhos de Okada e Soper [4], Okada [6] e

Hernandes et al [8].

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na se¢do 2 sio apresentados os
conceitos e defini¢des utilizados no trabalhoj; a se¢do 3 aborda o algoritmo proposto;
na segio 4 estio os resultados computacionais, enquanto que na segio 5 sdo destacadas

as conclusdes e trabalhos futuros.

2 Conceitos e defini¢des

Nesta se¢do sdo abordados alguns conceitos e defini¢des utilizados no trabalho.
Inicialmente ¢ introduzido o problema da arvore geradora de peso minimo, seguido
de alguns conceitos da teoria dos conjuntos f#zzy e do problema da arvore geradora

,
minima fuzzy.
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2.1 O problema da arvore geradora minima
Defini¢io 1. Um grafo nio orientado G = (N, A), tal que N ¢é o conjunto dos vértices
e A o conjunto das arestas, é uma drvore se, e somente se, G for conexo e aciclico [33].

Sejaum grafo G = (N, A), tal que para cada aresta (7, j) € A associa-se um niimero
C,;» chamado peso da aresta (i, j). Dado um subgrafo G' = (N,A’) de G = (N,A),

chama-se peso de G’ o valor C(G’), calculado da seguinte forma:

C(Gh= > C;

(1,7)ed’

sendo o grafo G = (N, A) conexo. Caso o grafo seja desconexo, o problema pode ser

resolvido separadamente para cada componente conexo.

O problema da drvore geradora minima consiste em procurar uma arvore 7 de
G, tal que:
C(T")= mTin{C (T)}

sendo o minimo considerado sobre o conjunto de todas as possiveis arvores T de G.
Teorema 1. Se todas as arestas do grafo G = (N,A) possuirem pesos distintos, a
arvore de peso minimo ¢ Unica [33].

2.2 Teoria dos conjuntos fuzzy

Considerando que os pesos e as arestas das redes tratadas no algoritmo proposto

~ ~ ~ . /.
sdo fuzzy, nesta subsegdo sdo apresentados alguns conceitos de nimeros fuzzy, bem
como a relagdo de ordem utilizada para eliminar as arestas consideradas caras (pesos

maiores).

2.2.1 Numeros fuzzy

As defini¢Bes apresentadas sdo encontradas em Dubois e Prade [34] e Pedrycz e
Gomide [35].
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Considerando que os pesos das arestas utilizados neste trabalho s3o abordados

como numeros fuzzy triangulares, as defini¢des apresentadas tratam deste niimero.

Definigio 2. Um nimero fuzzy triangular, denotado por & = (m,a, 3), possui sua

fungio de pertinéncia, u;(x), definida da seguinte forma (Figura 1):

0, sex<m—a
_(’Z_O’), sem—a<x<m

uz(x)=< 1, sex=m
%, sem<x<m+[f
0, sex>m+ 3

tal que: m é o valor modal, @ o espalhamento a esquerda e o espalhamento a direita.

u(x)

m—a m m+pB

Figura 1. Exemplo de uma fungio de pertinéncia triangular

Definigdo 3. Valor modal é o valor x € [m —a,m + 3] para o qual a fungio de

pertinéncia tem valor maximo.

Definigdo 4. Sejam & e b dois nimeros fuzzy triangulares, sendo & = (my,ay, B;) e

b =(my,ay,3,), a soma fuzzy entre d e b é denotada por:

A®b=(my,ay,B)®(mya,, 5, =
:(m1+m2,0!1+0!2,/61+ﬁ2)
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2.2.2 Relagio de ordem

Okada e Soper [4] abordaram, em seu trabalho, o problema do caminho minimo
fuzzy e, para eliminar os caminhos considerados “caros", propuseram uma relagio de
ordem baseada nas operagdes “fuzzy max" e “fuzzy min", definidas pelo principio da

extensﬁo, como segue:

Fomax(ap) ()= 9P {uals) (1)}

’ r=max{s,t}

’ ~ « A . ~ 7 ~ ’ . .
talque: u_ [a,p) €uma fungio de pertinéncia {a, b } es, £ si0 0s nos origem e destino,
respectivamente.

O maximo de # ntmeros fuzzy d,,d,,...,d,, denotado por max {d,,d,...,d,},
’ 4 /, T (~ o~ ~ ~ . ,
¢ também um nmero fuzzy, mas max {d,,d,,...,d,} nio necessariamente é um dos

d’s. Logo, a relagio de ordem de Okada e Soper [4] é:

Definigio 5. Dados dois néimeros fiuzzy triangulares, & = (my, a1, B,) € b = (my, a5, 3,),
i < b (G domina Z) se, e somente se, 7y < my, (my —ay) < (my,—ay), (my+ B) <

(mz—l—,@z)eﬁ;éé.

Exemplo. Dados trés nimeros fuzzy triangulares @ = (my, 2, 8,), b =(m,, a5, 3,)

e ¢ =(ms, a3, B3), conforme figura 1.

u(x)

Figura 2. Exemplo de domindncia

Aplicando a relagdo de dominancia de Okada e Soper (Defini¢do 5) verifica-se que
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AAb,d<b£d,b<¢¢4£dec£b. Logo, ¢ éeliminado, pois foi dominado
por, pelo menos, um dos outros numeros, isto significa que possui peso maior que,

no minimo, um dos outros.

2.3 O problema da arvore geradora minima fuzzy

Dado um grafo conexo G = (N,A), tal que para cada aresta (z,) € A associa-se
um nimero fuzzy 6: - chamado peso da aresta (i,]) - e seja G = (N,A”)um subgrafo
de G= (N,A). Denota-se peso de G o valor:

O problema da drvore minima fuzzy consiste em procurar uma arvore 7* de G,

tal que:
6(7*)=mTin{6(T)}

sendo o minimo considerado sobre o conjunto de todas as possiveis arvores de G.

3 Algoritmo proposto

O algoritmo proposto é uma adaptagio do algoritmo classico de Prim [33] e se
baseia nos trabalhos de Okada e Soper [4] e Hernandes et al [ 8], cuja finalidade é tratar
de uma rede com incertezas em seus parametros. Os pesos das arestas sdo tratados
como niimeros fuzzy triangulares e foi utilizado o conceito de dominancia de Okada
e Soper [4] para eliminar as arestas de maior peso.

Considerando que o algoritmo proposto tem por objetivo apresentar um con-
junto solugdo de arvores geradoras minimas f#zzy, ao contrario do caso classico em
que apenas uma ¢ apresentada, ¢ utilizado o conceito de rétulo para armazenar as di-
ferentes arvores do conjunto solugio, similar aos trabalhos de caminho minimo fuzzy
de Okada e Soper [4] e Hernandes et al [8].

O algoritmo proposto é composto de trés passos, a saber: no Passo 0 s3o inicia-

lizadas as variaveis; no Passo 1 sio construidas as arvores geradoras de peso minimo,
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sendo que inicialmente sio verificadas todas as possiveis arestas que podem fazer parte

daarvore (constituigio da variavel a# x) e, em seguida, sio eliminadas as de maior peso
. ~ . A . ~ ’ ’

(aplicagio da dominancia). Com as arestas restantes sdo construidas as arvores gera-

doras (uma arvore para cada aresta de ax#x). O Passo 2 ¢é o critério de parada, sendo

verificado se todas as possiveis arvores sio realmente arvores do grafo G = (N,A),

caso contrario, retorna-se ao Passo 1.

3.1 Passos do algoritmo proposto
Descricdo das varidveis:

N: conjunto dos vértices;

A: conjunto das arestas;

é(i,j): peso da aresta (z,7) € A;

k: rétulo das arvores geradoras;

T*: conjunto dos vértices pertencentes i drvore geradora minima k;

S*: conjunto das arestas pertencentes 3 drvore geradora minima k;

V*: varidvel auxiliar que armazena o conjunto dos vértices que nio pertencem a

/7 /’ .
arvore geradora minina k;
. . i , , .
n: variavel auxiliar que armazena o niimero de arvores geradoras minimas;

cont: variavel auxiliar que armazena o niimero de arvores geradoras minimas do

conjunto solugio;
anx: variavel auxiliar para construgio do conjunto solugio; e

it: contador de iteragdes.

Algoritmo Proposto

PASSO 0: Inicializagdo das variaveis
Fornega o grafo G= (N,A), com seus respectivos pesos C (i,7) das arestas
Escolha o vértice inicial 1 € N
k1

n«—1
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cont <1

Sk @

T* —{i)
VE— N—{i}
1t <0

PASSO 1: Construgio do conjunto solugdo (arvores geradoras de peso minimo)
it —1t+1
Para kb « 1 até n faca
aunx —0
Para cada aresta (i, /) € Atal quei € T* e j € V*
anx —aunx+{(i,7)}
(z,7) < primeiro(anx)
Enquanto (7,7) # NIL faca
(I,m) « primeiro(anx)
Enquanto (/,m)# NIL faca
(p,q) < sucessor (L, m),anx)
se G(i,j) < é(l,m) e(i,7)# (I, m) entdo
anx —anx—{(l,m)}
(I,m) < (p,q)
(z,7) « sucessor ((,]),anx)
Para cada aresta (7, 7) € aux faga
Se ndo existir a arvore {S¥ +(i,7)} faga
Se (i,7) for a primeira aresta de au x entio
r—*k
Sendo
cont «cont+1
7« cont
™S +{(1,)))
T7 —T*+{j}
Vre VE—{j}
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fim(para- inicio do Passo 1)

PASSO 2: Critério de Parada
Parada « verdadeiro
Para k < 1 até cont faga
Se |5¥]  (IN|—1)
Parada « falso
Se Parada = falso
n <« cont
Volte ao Passo 1
Sendo
Retorne {S¥: k€ 1,2,...,cont}
FIM

3.2 Consideragdes sobre o algoritmo proposto

A cada iteragio do algoritmo proposto um vértice migra do conjunto V¥ para o
conjunto T* da 4rvore S*¥. Logo, considerando que V¥ possui inicialmente o vértice
i, 0 numero de iteragdes do Passo 1 do algoritmo é v—1, sendo v 0 numero de vértices

do grafo original.

Analisando o algoritmo proposto verifica-se que sua aplicagdo a grandes redes,
densas e com pouca dominancia pode nio ser viavel, haja vista que o conjunto solu-
¢do € composto de combinagdes de arestas para gerar o conjunto das arvores geradoras
minimas f#zzy. Porém, vale destacar que os principais trabalhos da literatura aborda-
ram o problema em redes pouco densas e com, pelo menos, 60% de arestas dominadas,
o que justifica a aplicagio deste algoritmo. Também, ressalta-se que o conceito de do-
minancia foi utilizado em alguns trabalhos da literatura referentes ao problema do
caminho minimo com incertezas, trabalhos estes que apresentaram algoritmos exa-
tos [4, 6], semelhantes ao proposto, e que foram publicados nos principais periédicos

da area, além de serem bem citados na literatura.
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4 Resultados computacionais

O algoritmo proposto foi implementado em Java e executado em trés redes dis-
tintas ndo orientadas, sendo as duas primeiras com pesos ficticios.
4.1 Instancia 1

Nesta instancia foi considerada uma rede pequena com 5 vértices e 7 arestas (Fi-

gura 3), a fim de detalhar as arvores obtidas passo a passo na execugdo do algoritmo.

@ (25, 5.3
(40,&

Figura 3. Rede 1

(15, 3, 3)

A seguir (Figuras 4-7) sio apresentadas as arestas selecionadas (em negrito) a cada
iteragdo do Passo 1 aplicado na rede da figura 3, considerando o vértice 1 como inicial.
Na primeira iteragdo poderiam ser selecionadas as arestas (1,2) e (1,3), porém a

escolhida foi a (1,2) que dominou a outra (Figura 4).

(15, 3, 3) ®
Figura 4. Aresta selecionada apds a primeira iteracio - Arvore S
Na segunda iterago as possiveis arestas eram (1,3), (2,3) e (2,4). A selecionada foi
a aresta (2,4), que dominou as demais (Figura 5).

Na terceira iteragdo do Passo 1 as arestas possiveis eram (1,3), (2,3), (4,3) e (4,5),

sendo as arestas (2,3) e (4,3) nio dominadas. Com isso, a variavel S! deu origem a mais
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.y 2 .. . , . ;.
uma variavel (§7), originando assim duas possiveis arvores geradoras de peso minimo,

St e §2, conforme figura 6.

(35,5,5
(20, 2, 10)
(25,5, 3)
(40, 10, 5) (30.3.3
sy O

Figura 5. Arestas selecionadas apds a segunda iteragio — Arvore S'

(35,5, 5
(20, 2, 10
(25,5, 3 (25,5, 3)
(40, 10, 5) (30.3.3 (40, 10, 5) (30.3.3
(5 r
1533 2 (15, 3, 3) ®
(a) Arvore geradora S' (b) Arvore geradora S

Figura 6. Arvores geradoras minimas fuzzy obtidas na terceira Iteragio - Instancia 1

Na quarta e Gltima iteragio as possiveis arestas eram (3,5) e (4,5), sendo a (3,5)
selecionada, pois dominou a outra, e incluida nas varidveis S e §2. As duas arvo-
res geradoras - S e §? (Figura 7) - do conjunto solugio apresentaram pesos finais de
(85,15,13) e (80,12, 20), respectivamente.

Ao analisar o grafo da Rede 1, verifica-se que sua densidade, D, ¢ de 70% (D =
(2xA)/(v+(v—1)), tal que A é 0 nlimero de aresta e v 0 numero de vértices do grafo),
0 que o caracteriza como denso, porém por se tratar de uma rede pequena o algoritmo
encontrou todas as arvores geradoras minimas f#zzy.

Observando as arvores geradoras do conjunto solugio verifica-se que a unica di-
ferenga entre elas esta nas arestas (2,3) e (4,3), sendo que a primeira esta na arvore S'
e a segunda na arvore S?. Com relagio aos pesos das mesmas, conclui-se: (i) a rvore

$? possui o menor espalhamento a esquerda (limitante inferior) e o menor modal,
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podendo ser escolhida pelo usudrio que opte por um destes indices; (ii) a arvore S!
possui o menor espalhamento a direita (limitante superior), podendo ser escolhida

pelo usuario que estiver interessado neste indice.

(35,5, 5
(20, 2, 10
(25, 5, 3)
(40, 10, 5) (30.3.3 (40, 10, 5) (20.3.3
ﬂ
(15, 3, 3) ® 1533 2
(a) Arvore geradora S (b) Arvore geradora S?

Figura 7. Conjunto final das drvores geradoras minimas fuzzy - Instancia 1

A figura 8 apresenta, resumidamente, como foram obtidas as duas arvores gera-

doras minimas ao longo das iteragdes desta instancia.

| Iteracao .

Figura 8. Obtengio das drvores geradoras ao longo das iteragées - Instincia 1
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4.2 Instancia 2

Nesta instancia foi considerada uma rede com 6 vértices e 9 arestas de Hernandes

et al 8], com densidade de 60%, sendo a aresta (4,5) com peso negativo (Figura 9).

(13, 12, 1)

(-8,1,1)

9,.1,1)

Figura 9. Rede 2 - peso negativo

Ao executar o algoritmo implementado foi escolhido o vértice 1 como origem,
sendo que 0 mesmo executou 5 iteragdes, obtendo como solugdo final um conjunto
com quatro arvores geradoras (Figura 10), § 162,83 ¢ §*, com os pesos (20,21,9),

(21,18,7), (16,10,9) e (17,7,7), respectivamente.

(5,4,3)
@
6,1,1)
@ 9,11 6 e 91,1 9
(a) Arvore geradora S! (b) Arvore geradora S
@ 11,1,1 9 9 11,1, 1 e

9.1,1)

(c) Arvore geradora S° (d) Arvore geradora S*

9.1,1)

Figura 10. Arvores geradoras minimas fuzzy obtidas na Instancia 2

No conjunto solugio encontrado verifica-se que as arestas (2,3), (2,5) e (4,5) sio

comuns entre elas, isso se justifica porque a aresta (2,3) é a de menor peso que incide
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no nd 3, a (2,5) é a de menor peso que une o conjunto formado pelos noés 1, 2 e 3 ao
conjunto formado pelos nds 4, 5 e 6. Ja a aresta (4,5) esta presente em todas as arvores
porque é a que possui 0 menor peso de todas (peso negativo).

Ao analisar os pesos das arvores do conjunto solugio conclui-se: (i) caso o usuario

. \ . e .
esteja interessado no espalhamento a esquerda (limitante inferior), escolhera a arvore
S1; (ii) caso esteja interessado no menor modal, a arvore escolhida serd a §?; (iii) caso
opte pelo menor espalhamento a direita (menor limitante superior), optara a arvore
S4

A figura 11 apresenta como foram obtidas as arvores do conjunto solugio ao longo

das cinco iteragdes.

Figura 11. Obtengdo das drvores geradoras ao longo das iteragées - Instancia 2

4.3 Instancia 3

Nesta instancia foi executada a Rede Optica Italiana de Telecomunicagdes, utili-
zada em Takahashi e Yamakami [18] (Figura 12), com densidade de 17%, sendo os

pesos das arestas as distancias entre as cidades [36]. Considerando que os dados da
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rede sdo reais (crisp), utilizou-se estes valores como os modais e um desvio de aproxi-
madamente 10% para definir os espalhamentos a direita e a esquerda.

As tabelas 1 e 2 representam, respectivamente, os vértices, as arestas € Seus pesos.
Vale destacar que se trata de uma rede ndo direcionada, portanto as arestas da tabela

2 s3o validas para ambos os sentidos.

Bolzano

Milano

Verona

Torino Venezia Trieste

O Firenze

\ Perugia

Ancona

Pescara

Cagiliari Bari

Potenza

Catanzar

O

Catania

Figura 12. Rede 3 - Rede Optica Italiana
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Tabela 1. Denominacdo dos vértices da rede italiana

Vértice Cidade
1 Bolzano
2 Milano
3 Verona
4 Trieste
5 Venezia
6 Torino
7 Genova
8 Bolgano
9 Firenze
10 Pisa

11 Ancona
12 Perugia
13 Roma
14 Pescara
15 Napoli
16 Bari

17 Cagliari
18 Potenza
19 Catanzaro
20 Palermo
21 Catania




Tabela 2. Tabela dos arcos e custos da rede italiana

HERNANDES, F; FRIGHETTO, L. F. e MULATI, M. H.

Aresta Vértice 1

Vértice 2 Peso

NO 0 NN ON Ut AW

W W W W W W WNDNNDNDNDNDNDNDNNDNDNRER =S = Em s s e e
ANV AR WINPFR, OVONONULRR WNRFR OVOLONOSOU A WN RO

NO O O 00 0 NI N N ONUTLW NN PR WWDNRER ==

[ I e e e e e e el el e e e
O O 0o NONUT U T Ut A b WW NN - O

NO 0 NN 0 0 N ON Ut Ut W KN W N

NN = N = NN R EE e e e e e e = = O =
= N0 O 0 = O NO0NUT T YN W R B W WO - o

(140 14 14)
(110 11 11)
(210 21 21)
(110 11 11)
(909 9)
(8599)
(90 10 10)
(95 10 10)
(95 10 10)
(95 10 10)
(909 9)
(130 13 13)
(150 15 15)
(120 12 12)
(55 6 6)
(200 20 20)
(60 6 6)
(110 11 11)
(180 18 18)
(190 19 19)
(130 13 13)
(170 17 17)
(120 12 12)
(460 46 46)
(180 18 18)
(200 20 20)
(27027 27)
(210 21 21)
(909 9)
(310 31 31)
(350 35 35)
(100 10 10)
(420 42 42)
(200 20 20)
(21021 21)
(150 15 15)
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Ao executar o algoritmo proposto foram encontradas duas arvores geradoras mi-

nimas fuzzy, ambas com o peso (2660,269,269), sendo:

e Arvore 1, com as arestas: 2,4,5,6,8,9, 11, 15, 17, 18, 21, 22, 23, 25, 29, 32, 33,
34, 35, 36; ¢

e Arvore 2, com as arestas: 2, 4, 5, 6, 8, 10, 11, 15, 17, 18, 21, 22, 23, 25, 29, 32,
33, 34, 35, 36.

Ao analisar o conjunto solugio verifica-se que esta rede possui muitas arestas do-
minadas, o que ocasionou em um conjunto solu¢do com apenas duas arvores gera-
doras. Além do mais, a diferenga esta nas arestas 9 e 10, que possuem os mesmos
pesos.

Comparando os resultados obtidos com os de Takahashi [26] verifica-se que as
arestas que possuem maior grau de pertinéncia nos algoritmos propostos por Ta-
kahashi [26] sd0 as que fazem parte das solugdes obtidas neste trabalho, o que po-

demos concluir que as solugdes sdo idénticas.
5 Conclusdes e trabalhos futuros

Neste trabalho foi proposto um algoritmo para o problema da arvore geradora
minima em redes com parametros incertos, utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy
para abordar as incertezas. Trata-se de uma adaptagdo do algoritmo classico de Prim,
seguindo as estratégias de alguns trabalhos de caminho minimo fuzzy [4,8], que utili-
zam indices de dominancia para tratar as incertezas até a obteng¢io da solugo final.

Embora o algoritmo proposto seja exato, o que pode dificultar sua aplicagio em
grandes redes, densas e com pouca dominancia, este trabalho tem a vantagem de ob-
ter um conjunto soluc¢io de arvores geradoras, deixando a cargo do usuario, ou da
aplicagdo, a escolha pela op¢do que interessar. Além do mais, vale destacar que os pe-
sos das redes foram “defuzzificados”, utilizando trés indices (valor modal, primeiro
indice de Yager [37-39] e indice de Liou e Wang [40] - considerando A =0,5), e na
sequéncia foi aplicado o algoritmo classico de Prim, sendo que todas as arvores gera-
doras encontradas por meio destes indices fizeram parte das solugdes encontradas no

algoritmo proposto (Segio 4).
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Vale destacar que os trabalhos da literatura que utilizam algoritmos genéticos po-
dem resolver este problema em redes grandes, densas e com pouca dominancia, ao
contrario deste trabalho que é focado a redes menores e pouco densas.

Como trabalhos futuros pretende-se, além de propor uma ordenagio ao conjunto
solugdo do algoritmo proposto, verificar outras formas de ordenagio e eliminagio dos

. /4 7 . . .
pesos, bem como abordar o tema via métodos heuristicos, principalmente quando se

tratar de grafos densos e com pouca dominancia entre as arestas.
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