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Resumo: As derivadas fracionárias tem sido amplamente utilizadas em vários campos
da ciência e da engenharia pois tem se mostrado ser uma ferramenta valiosa para mode-
lar muitos fenômenos f́ısicos. Existe rica literatura sobre a pesquisa teórica das equações
diferenciais fracionárias. Além dos métodos anaĺıticos, os métodos numéricos também rece-
beram atenção dos pesquisadores, e um grande número de métodos numéricos para resolver
as equações diferenciais fracionárias unidimensionais foram desenvolvidos nos últimos anos.
No entanto, em comparação com os problemas unidimensionais, há pouco trabalho de inves-
tigação sobre os métodos numéricos para resolver as equações fracionárias bidimensionais.
Assim, métodos numéricos eficazes para resolver problemas bidimensionais estão em sua fase
inicial. Neste trabalho apresentamos um método numérico para resolver uma equação de
reação subdifusão fracionária não linear bidimensional.

Palavras-Chave: esquemas numéricos de alta ordem; método numérico compacto; equações
diferenciais fracionárias.

Abstract: The fractional derivatives have been widely used in various fields of science
and engineering as it has been shown to be a valuable tool to model many physical pheno-
mena. There is rich literature on the theoretical research of fractional differential equations.
In addition to the analytical methods, numerical methods also receive attention from re-
searchers, and a large number of numerical methods to solve the fractional-dimensional
differential equations have been developed in recent years. However, compared with the
one-dimensional problems, there is only a little research on numerical methods for solving
two-dimensional fractional equations. Thus, effective numerical methods for solving two-
dimensional problems are still in their early stages. We present a numerical method to solve
two-dimensional nonlinear fractional subdiffusion-reaction equation.
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rential equations.

1 Introdução

O cálculo fracionário tem sido amplamente aplicado em vários campos da ciência e
das engenharias e tem se mostrado ser uma ferramenta valiosa na modelagem de muitos
fenômenos f́ısicos. Encontramos rica literatura na pesquisa teórica de equações diferenciais
fracionárias. Além dos métodos anaĺıticos, métodos e técnicas numéricas também receberam
a atenção dos estudiosos e um grande número de métodos para resolver equações diferenciais
fracionárias unidimensionais tem surgido. No entanto, em comparação com os problemas
unidimensionais, encontramos pouco trabalho de investigação de métodos numéricos para
resolução de equações diferenciais fracionárias bidimensionais. Isso justifica a busca de
métodos numéricos eficazes e técnicas para resolver os problemas bidimensionais, especial-
mente os métodos numéricos compactos de alta ordem.

Neste trabalho apresentamos um método numérico para a equação de reação subdifusão
fracionária bidimensional

∂u

∂t
= 0D

1−γ
t

[
K1

∂2u

∂x2
+K2

∂2u

∂y2
+ f(u, x, y, t)

]
+ g(u, x, y, t) (1)

com as condições iniciais e de contorno

u(x, y, 0) = φ(x, y), 0 ≤ x, y ≤ L, (2)

u(0, y, t) = ϕ1(y, t), u(L, y, t) = ϕ2(y, t), 0 ≤ y ≤ L, 0 ≤ t ≤ T, (3)

u(x, 0, t) = ψ1(x, t), u(x, L, t) = ψ2(x, t), 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ T, (4)

em que 0 < γ < 1, K1,K2 são constantes de difusão positivas, φ(x, y), ϕ1(y, t), ϕ2(y, t),
ψ1(x, t), ψ2(x, t), são funções suficientemente suaves.

0D
1−γ
t u(x, y, t) denota a derivada temporal fracionária de Riemann-Liouville de ordem 1−γ

definida por Podlubny [1]

0D
1−γ
t =

1

Γ(γ)

∂

∂t

∫ t

0

u(x, y, ξ)

(t− ξ)1−γ
dξ, 0 < γ < 1, (5)

onde Γ(γ) denota a função Gama e ξ passa a ser uma variável de integração temporal.
Temos ainda

0D
−γ
t =

1

Γ(γ)

∫ t

0

u(x, y, ξ)

(t− ξ)1−γ
dξ, γ > 0. (6)

Adicionalmente assumiremos neste trabalho que f(u, x, y, t) é uma função linear de u e

o termo fonte g(u, x, y, t) tem a derivada parcial de segunda ordem ∂2g(u,x,y,t)
∂t2 cont́ınua e

satisfaz a condição de Lipschitz com relação a u, isto é,

|g(u1, x, y, t)− g(u2, x, y, t)| ≤ Lg|u1 − u2|, ∀u1, u2, (7)

onde Lg é a constante de Lipschitz.
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Na Seção 2, um método compacto de alta ordem com precisão de segunda ordem temporal
e quarta ordem espacial para a equação de reação subdifusão fracionária bidimensional
não linear foi apresentado. E na seção 3 fazemos a análise da consistência, estabilidade e
convergência do método.

2 Esquema Numérico Impĺıcito de Diferença Finita Com-
pacta

Neste trabalho, nós adotamos uma malha uniforme de pontos (xn, ym, tk), com xn = nhx,
n = 0, 1, 2, ...,M1, ym = mhy, m = 0, 1, 2, ...,M2 e tk = kτ , k = 0, 1, 2, ..., N onde M1, M2

e N são inteiros positivos, hx = L
M1

, hy = L
M2

e τ = T
N são os passos espaciais e temporal,

respectivamente. A solução anaĺıtica u nos pontos (xn, ym, tk) da malha é denotada por
ukn,m, e a solução pelo método numérico nos pontos (xn, ym, tk) é denotada por Ukn,m. É
necessário também mencionar que, neste trabalho, C é uma constante positiva que pode ter
diferentes valores em diferentes lugares.

Introduziremos as notações

δ2xU
k
n,m = Ukn−1,m − 2Ukn,m + Ukn+1,m, (8)

δ2yU
k
n,m = Ukn,m−1 − 2Ukn,m + Ukn,m+1, (9)

para os operadores de diferença finita centrada espacial.
Introduziremos,como em [1],os operadores de diferença finita compacta

1

h2x

[ δ2x
1 + 1

12δ
2
x

]
Ukn,m

1

h2y

[ δ2y

1 + 1
12δ

2
y

]
Ukn,m, (10)

e o operador de diferença finita temporal para tras

δ−t U
k
n,m = Ukn,m − Uk−1n,m . (11)

Substituindo os operadores de diferença finita compacta, diferença fracionária de Grünwald-
Letnikov e diferença finita temporal para trás na equação diferencial (1) obtemos o esquema
numérico de Diferença Finita Compacta:

1

τ
δ−t U

k
n,m = 0δ

1−γ
t

(
K1

1

h2x

[ δ2x
1 + 1

12δ
2
x

]
Ukn,m +K2

1

h2y

[ δ2y

1 + 1
12δ

2
y

]
Ukn,m + fkn,m

)
+ gkn,m (12)

onde Ukn,m é solução pelo esquema numérico no nó (n,m, k).
Arranjando os termos de (12) temos

δ−t U
k
n,m =

[
K1τ

h2x

[
1 +

1

12
δ2x

]−1
(0δ

1−γ
t )δ2xU

k
n,m

]
+

[
K2τ

h2y

[
1 +

1

12
δ2y

]−1
(0δ

1−γ
t )δ2yU

k
n,m

]
+τ 0δ

1−γ
t fkn,m + τgkn,m . (13)
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Denotando µ1 = K1
τ
h2
x

e µ2 = K2
τ
h2
y

encontramos

[
1 +

1

12
δ2x +

1

12
δ2y +

1

144
δ2xδ

2
y

](
Ukn,m − Uk−1n,m

)
=

µ1

[
1 +

1

12
δ2y

]
δ2x0δ

1−γ
t Ukn,m + µ2

[
1 +

1

12
δ2x

]
δ2y0δ

1−γ
t Ukn,m +[

1 +
1

12
δ2x +

1

12
δ2y +

1

144
δ2x

](
τ 0δ

1−γ
t fkn,m + τgkn,m

)
.

De acordo com [1] a derivada temporal fracionária de Riemann-Liouville de ordem α =
1 − γ > 0 é equivalente a derivada fracionária de Grünwald-Letnikov também de ordem α.
Como em [2] o operador fracionário de Grünwald-Letnikov será definido por

0δ
1−γ
t Ukn,m = lim

τ→0

1

τα

n∑
j=0

ω1−γ
j Uk−jn,m =

1

τα

[
Ukn,m +

k∑
j=1

ωαj U
k−j
n,m

]
, (14)

onde os coeficientes ωαj são obtidos de forma recursiva através da seguinte fórmula:

ωα0 = 1, ωαj =

[
1− α+ 1

j

]
ωαj−1, j = 1, 2, ..., n. (15)

Substituindo (14) encontramos:

[
1 +

1

12
δ2y +

1

12
δ2x +

1

144
δ2xδ

2
y

](
Ukn,m − Uk−1n,m

)
=

µ1

τα

[
1 +

1

12
δ2y

]
δ2x
(
Ukn,m +

k∑
j=1

ωαj U
k−j
n,m

)
+
µ2

τα

[
1 +

1

12
δ2x

]
δ2y
(
Ukn,m +

k∑
j=1

ωαj U
k−j
n,m

)
+

[
1 +

1

12
δ2x +

1

12
δ2y +

1

144
δ2xδ

2
y

](
τ1−α

[
fkn,m +

k∑
j=1

ωαj f
k−j
n,m

]
+ τgkn,m

)
,

ou seja,
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(100τα + 240µ1 + 240µ2)Ukn,m + (10τα − 120µ1 + 24µ2)Ukn−1,m +

(10τα − 120µ1 + 24µ2)Ukn+1,m + (10τα + 24µ1 − 120µ2)Ukn,m−1 +

(10τα + 24µ1 − 120µ2)Ukn,m+1 + (τα − 12µ− 1− 12µ2)Ukn−1,m−1 +

(τα − 12µ1 − 12µ2)Ukn+1,m−1 + (τα − 12µ1 − 12µ2)Ukn−1,m+1 +

(τα − 12µ1 − 12µ2)Ukn+1,m+1 = ταUk−1n−1,m−1 + ταUk−1n+1,m−1 + ταUk−1n−1,m+1 +

ταUk−1n+1,m+1 + 100ταUk−1n,m + 10ταUk−1n−1,m + 10ταUk−1n+1,m + 10ταUk−1n,m−1 +

10ταUk−1n,m+1 +

k∑
j=1

ωαj [(120µ1 − 24µ2)Uk−jn−1,m + (−240µ1 − 240µ2)Uk−jn,m +

(120µ1 − 24µ2)Uk−jn+1,m + (12µ1 + 12µ2)Uk−jn−1,m−1 + (120µ2 − 24µ1)Uk−jn,m−1] +

k∑
j=1

ωαj [(12µ1 + 12µ2)Uk−jn+1,m−1 + (12µ1 + 12µ2)Uk−jn−1,m+1 + (120µ2 − 24µ1)Uk−jn,m+1 +

(12µ1 + 12µ2)Uk−jn+1,m+1] + [144τ + 12τδ2x + 12τδ2y + τδ2xδ
2
y]

[ k∑
j=0

ωαj f
k−j
n,m

]
+

[144τα+1 + 12τα+1δ2x + 12τα+1δ2y + τα+1δ2xδ
2
y]gkn,m

Note que o Esquema Numérico encontrado é impĺıcito e pode ser escrito em termos
matriciais:

AUk = BUk−1 + C

k∑
j=1

ωαj Uk−j +D

k∑
j=0

ωαj Fk−j + EGk, (16)

onde, A = tridiag(a, b, a), a = tridiag(τα − 12µ1 − 12µ2, 10τα − 120µ1 + 24µ2, τ
α − 12µ1 −

12µ2) e b = tridiag(10τα + 24µ1 − 120µ2, 100τα + 240µ1 + 240µ2, 10τα + 24µ1 − 120µ2).

Temos ainda que B = tridiag(c, d, c),
onde, c = tridiag(τα, 10τα, τα) e d = tridiag(10τα, 100τα, 10τα).

A matriz C é dada por C = tridiag(h, i, h), onde, h = tridiag(12µ1 + 12µ2, 120µ1 −
24µ− 2, 12µ− 1 + 12µ− 2) e i = tridiag(120µ2 − 24µ1,−240µ1 − 240µ2, 120µ2 − 24µ1).

A matriz D é dada por D = 1
τα−1B. A matriz E é dada por E = ταD. E, por fim,

Fk−j =


fk−j0,0 fk−j0,1 ... fk−j0,m

fk−j1,0 fk−j1,1 ... fk−j1,m

... ... ... ...

fk−jn,0 fk−jn,1 ... fk−jn,m

 , Gk−j =


gk−j0,0 gk−j0,1 ... gk−j0,m

gk−j1,0 gk−j1,1 ... gk−j1,m

... ... ... ...

gk−jn,0 gk−jn,1 ... gk−jn,m


Uk = (Uk1,1, ..., U

k
1,M2−1, U

k
2,1, ..., U

k
2,M2−1, ..., U

k
M1−1,M2−1)T é o vetor incógnita.

O seguinte Teorema garante a existência e unicidade de solução para o esquema (16).

Teorema 2.1 O Sistema Linear associado ao esquema (16) possui solução única.
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Demonstração. Note que a matriz A é estritamente diagonal dominante. Consequente-
mente ela é não singular e, portanto, invert́ıvel. Com isso o esquema numérico de diferença
finita compacta(DFC) tem solução única.

3 Consistência, Estabilidade e Convergência do Esquema
Numérico

3.1 Consistência

Provaremos que nosso esquema é consistente com a equação diferencial fracionária, com
ordem de precisão 4 para a variável espacial e ordem de precisão 1 para a variável temporal.

Lema 3.1 Para cada n = 1, ..., N, seja yn−j uma função limitada, 0 < γ < 1 e λj = ω1−γ
j .

Então, ∣∣∣∣∣
n∑
j=0

λjy
n−j

∣∣∣∣∣ ≤ Cn, Cn = cnn
γ−1, cn = max

j∈{0,...,n}
|yn−j | (17)

Demonstração.∣∣∣∣∣ 1

τ1−γ

n∑
j=0

λjy
n−j

∣∣∣∣∣ ≤ cn 1

τ1−γ

n∑
j=0

|λj |, cn = max
j∈{0,...,n}

|yn−j | (18)

De (15) temos λj < 0 para todo j = 1, ..., N ,∣∣∣∣∣ 1

τ1−γ

n∑
j=0

λjy
n−j

∣∣∣∣∣ ≤ −cn 1

τ1−γ

n∑
j=0

λj , cn = max
j∈{0,...,n}

|yn−j | (19)

∣∣∣∣∣ 1

τ1−γ

n∑
j=0

λjy
n−j

∣∣∣∣∣ ≤ −cn
(

2

τ1−γ
− 1

τ1−γ

n∑
j=0

λj

)
, cn = max

j∈{0,...,n}
|yn−j | (20)

De (2) temos

1

τ1−γ

n∑
j=0

λj =
tγ−1n

Γ(γ)
+O(τ) =

(nτ)γ−1

Γ(γ)
+O(τ).

Com isso, ∣∣∣∣∣τγ−1
n∑
j=0

λjy
n−j

∣∣∣∣∣ ≤ −cn
(

2τγ−1 − 1

Γ(γ)
nγ−1τγ−1 + c0τ

)
, (21)

∣∣∣∣∣
n∑
j=0

λjy
n−j

∣∣∣∣∣ ≤ −cn
(

2− 1

Γ(γ)
nγ−1 + c0τ

2−γ

)
, (22)

onde c0 é uma constante. Logo, ∣∣∣∣∣
n∑
j=0

λjy
n−j

∣∣∣∣∣ ≤ Cn, (23)
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e conclúımos nossa prova.
O erro de truncamento local de nosso esquema, em um nó (n,m, k) é dado por

Rkn,m(h, τ) =
1

τ
δ−t U

k
n,m −0 δ

1−γ
t

(
K1

1

h2x

[
δ2x

1 + 1
12δ

2
x

]
Ukn,m

)
+

0δ
1−γ
t

(
K2

1

h2y

[
δ2y

1 + 1
12δ

2
y

]
Ukn,m + fkn,m

)
− gkn,m. (24)

Teorema 3.1 O esquema numérico DFC (12) é consistente com a equação diferencial (1)
e existe uma constante Cn,m,k > 0 tal que,

|Rkn,m| ≤ Cn,m,k(nγ−1τγ−1 + 1)(h4 + τ), (25)

para todo 0 < γ < 1 e h, τ suficientemente pequenos.

Demonstração.
1

τ
δ−t U

k
n,m = (ut)

k
n,m +O(τ), (26)

0δ
1−γ
t

(
K1

1
h2
x

[
δ2x

1+ 1
12 δ

2
x

]
Ukn,m

)
= K10δ

1−γ
t

(
(uxx)kn,m − 1

240h
4
x(uxxxxxx)kn,m +O(h6x)

)
= K1

(
0
D1−γ
t (uxx)kn,m − 1

240h
4
x

1
τ1−γ

∑k
j=0 λj(uxxxxxx)k−jn,m +O(τ)

)
,

0δ
1−γ
t

(
K2

1
h2
y

[
δ2y

1+ 1
12 δ

2
y

]
Ukn,m

)
= K20δ

1−γ
t

(
(uyy)kn,m − 1

240h
4
y(uyyyyyy)kn,m +O(h6y)

)
= K2

(
0
D1−γ
t (uyy)kn,m − 1

240h
4
y

1
τ1−γ

∑k
j=0 λj(uyyyyyy)k−jn,m +O(τ)

)
,

0δ
1−γ
t (fkn,m) = K(0D

1−γ
t fkn,m +O(τ)). (27)

Substituindo (26)-(27) em (3.1)

Rkn,m = (ut)
k
n,m +O(τ)−K1

(
0
D1−γ
t (uxx)kn,m − 1

240h
4
x

1
τ1−γ

∑k
j=0 λj(uxxxxxx)k−jn,m +O(τ)

)
−K2

(
0
D1−γ
t (uyy)kn,m − 1

240h
4
y

1
τ1−γ

∑k
j=0 λj(uyyyyyy)k−jn,m +O(τ)

)
−(0D

1−γ
t fkn,m +O(τ))− gkn,m

=
K1

240
h4xτ

γ−1

(
k∑
j=0

λj(uxxxxxx)k−jn,m

)
+
K2

240
h4yτ

γ−1

(
k∑
j=0

λj(uyyyyyy)k−jn,m

)
+O(τ) (28)

Pelo Lema (3.1), o termo somatório é limitado e, os termos h4xτ
γ−1 → 0 e h4yτ

γ−1 → 0, se

h4x → 0 e h4y → 0 mais rapidamente que τγ−1. Assim, o erro de truncamento Rkn,m → 0
quando hx, hy, τ → 0. Para cada (n,m, k) fixo, a equação (28) e a constante Cn em (17),
implicam

Rkn,m = O(h4xτ
γ−1nγ−1 + τ) +O(h4yτ

γ−1nγ−1 + τ)

= O((nγ−1τγ−1 + 1)((h4x + h4y)τ)), hx, hy, τ → 0 (29)

Portanto, existe uma constante positiva Cn,m,k tal que, |Rkn,n| ≤ Cn,m,k(nγ−1τγ−1 +1)(h4x+
h4y + τ) para todo 0 < γ < 1 e hx, hy, τ suficientemente pequenos.
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3.2 Estabilidade e Convergência

O estudo da estabilidade do esquema numérico através da análise de Fourier segue da
mesma forma que o caso unidimensional já demonstrado por Avila et al. [2]. Por fim, pelo
Teorema de Lax podemos concluir que o método é convergente, pois já foi mostrado que ele
é consistente e estável.

4 Conclusão

Aplicamos o Método de Diferenças Finitas Compactas à Equação de Reação Difusão
Bidimensional e conseguimos demonstrar que o mesmo é um método incondicionalmente
estável com alta ordem de convergência, isto é, converge com precisão de quarta ordem
nas variáveis espaciais e primeira ordem na variável temporal. Com isso deixamos aberto
o caminho para que se discuta o caso tridimensional e esperamos ter colaborado no avanço
dos métodos para solução de Equaçoes Diferenciais Fracionárias.
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