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Resumo: As derivadas fracionarias tem sido amplamente utilizadas em varios campos
da ciéncia e da engenharia pois tem se mostrado ser uma ferramenta valiosa para mode-
lar muitos fenémenos fisicos. Existe rica literatura sobre a pesquisa tedrica das equagoes
diferenciais fraciondrias. Além dos métodos analiticos, os métodos numéricos também rece-
beram atengao dos pesquisadores, e um grande niimero de métodos numéricos para resolver
as equagoes diferenciais fraciondrias unidimensionais foram desenvolvidos nos ultimos anos.
No entanto, em comparagao com os problemas unidimensionais, ha pouco trabalho de inves-
tigacao sobre os métodos numéricos para resolver as equagoes fracionarias bidimensionais.
Assim, métodos numéricos eficazes para resolver problemas bidimensionais estao em sua fase
inicial. Neste trabalho apresentamos um método numérico para resolver uma equagao de
reacao subdifusao fracionaria nao linear bidimensional.

Palavras-Chave: esquemas numéricos de alta ordem; método numérico compacto; equagoes
diferenciais fraciondrias.

Abstract: The fractional derivatives have been widely used in various fields of science
and engineering as it has been shown to be a valuable tool to model many physical pheno-
mena. There is rich literature on the theoretical research of fractional differential equations.
In addition to the analytical methods, numerical methods also receive attention from re-
searchers, and a large number of numerical methods to solve the fractional-dimensional
differential equations have been developed in recent years. However, compared with the
one-dimensional problems, there is only a little research on numerical methods for solving
two-dimensional fractional equations. Thus, effective numerical methods for solving two-
dimensional problems are still in their early stages. We present a numerical method to solve
two-dimensional nonlinear fractional subdiffusion-reaction equation.
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rential equations.

1 Introducao

O célculo fracionario tem sido amplamente aplicado em vérios campos da ciéncia e
das engenharias e tem se mostrado ser uma ferramenta valiosa na modelagem de muitos
fenémenos fisicos. Encontramos rica literatura na pesquisa tedrica de equagoes diferenciais
fraciondrias. Além dos métodos analiticos, métodos e técnicas numéricas também receberam
a atengao dos estudiosos e um grande niimero de métodos para resolver equagoes diferenciais
fraciondrias unidimensionais tem surgido. No entanto, em comparacdo com os problemas
unidimensionais, encontramos pouco trabalho de investigagao de métodos numéricos para
resolucao de equagoes diferenciais fracionarias bidimensionais. Isso justifica a busca de
métodos numéricos eficazes e técnicas para resolver os problemas bidimensionais, especial-
mente os métodos numéricos compactos de alta ordem.

Neste trabalho apresentamos um método numeérico para a equagao de reagao subdifusao
fracionéria bidimensional

0%u 0%u

ou 1—
=D, Kl@ +K287y2+f(u7$ay>t) +g(u,z,y,t) (1)

at

com as condigOes iniciais e de contorno

u(z,y,0) =¢(z,y), 0<=zy<L, (2)
u(ovyat)ZWI(yvt)v U(Layvt):<p2(yat)v 0§y§L7 OStST, (3)
u(x,07t):1/11(x,t)7 u($,L,t):1/)2(l',t), 0<z<L, 0<t<T, (4)

em que 0 < v < 1, K3, Ky sao constantes de difusao positivas, ¢(z,y), ©1(y,t), ©2(y,t),
Y1(x,t), a(z,t), sdo fungdes suficientemente suaves.

ODt1 “Tu(x,y,t) denota a derivada temporal fraciondria de Riemann-Liouville de ordem 1 —+~
definida por Podlubny [1]

1—y 1 0 K U(%?Jvﬁ)
0Dt7_@5/0 Gopde 0<a<l (5)

onde I'(y) denota a fungdo Gama e & passa a ser uma varidvel de integracdo temporal.
Temos ainda

1 bz, y, €)
D= ), G 00 ©

Adicionalmente assumiremos neste trabalho que f(u,x,y,t) é uma funcdo linear de u e

%g(u,z,y.t)
a12

o termo fonte g(u,z,y,t) tem a derivada parcial de segunda ordem continua e

satisfaz a condigao de Lipschitz com relagao a wu, isto é,

\g(ul,m,y,t)—g(u2,x,y,t)\ §L9|U1 _u2|7 Vula“?a (7)

onde L, é a constante de Lipschitz.
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Na Secéo 2, um método compacto de alta ordem com precisao de segunda ordem temporal
e quarta ordem espacial para a equacao de reacao subdifusdo fraciondria bidimensional
nao linear foi apresentado. E na secao 3 fazemos a andlise da consisténcia, estabilidade e
convergéncia do método.

2 Esquema Numérico Implicito de Diferenca Finita Com-
pacta

Neste trabalho, nés adotamos uma malha uniforme de pontos (2, Ym, tx), com x,, = nhy,
n=01,2,...,Mi, Y, = mhy, m =0,1,2,.... My e t, = kr, k =0,1,2,..., N onde My, M>
e N sao inteiros positivos, h, = Mil, hy = MLQ eT = % Sa0 0s passos espaciais e temporal,
respectivamente. A solugdo analitica u nos pontos (, Ym,tx) da malha é denotada por
ufl’m, e a solugdo pelo método numérico nos pontos (Zy,,Ym,tx) ¢ denotada por U,’f,m. E
necessario também mencionar que, neste trabalho, C' é uma constante positiva que pode ter
diferentes valores em diferentes lugares.

Introduziremos as notagoes

52lef,m = Urlf—l,m - 2U’r]§,m + U’S—Q—l,mv (8)
6§U’r]f,m = Urlf,mfl - 2U7]§,m + Us,m+17 (9)

para os operadores de diferenca finita centrada espacial.
Introduziremos,como em [1],0s operadores de diferenca finita compacta

1 { 52 } . 1 52
—_|l—= U — [73/} Uk (10)
1 n,m 1 n,m»
h2 1+ 5502 hz 1+§(5§
e o operador de diferenca finita temporal para tras

Substituindo os operadores de diferenca finita compacta, diferenga fracionaria de Griinwald-
Letnikov e diferenca finita temporal para trés na equacao diferencial (1) obtemos o esquema
numérico de Diferenca Finita Compacta:

l(siUk = 51_7([( i{i}[]k + K i|: 65 :|Uk +fk )+ k (12)
T t Yn,m 00¢ lh% 1+%5% n,m 2]7,5 1+%6Z n,m n,m gn,m

onde U,’f’m é solugdo pelo esquema numérico no né (n,m, k).
Arranjando os termos de (12) temos

-1 1 —1
57 UL = [KT 14 58] 0B+ | B2 1 8] (o8t U

+
h2 12

h3

700 TfE Tk, (13)
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Denotando p; = K177 e p2 = Ko7 encontramos
x Y

1 1 1
1+ =02+ =00+ —— 0207
0% T % T %%

<Uk _ Uk—l) _

1 _ .
pa |1+ 12551 8300; U o+ 12

L ol c2 cl=vrrk
1+125Z] 5205,k +

1 1 1
14+ —02+ —62 4 — 52
Tl T %t g

<T S Tg;z,m)

De acordo com [1] a derivada temporal fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « =
1 —~ > 0 é equivalente a derivada fracionéaria de Griinwald-Letnikov também de ordem .
Como em [2] o operador fraciondrio de Griinwald-Letnikov serd definido por

n k

4 1 ,

1— 1—yprk— k k—
5t ’YUnm —}_L}IIIOT—QZUJJ 'YUnmf = 7-704 Un,m+zw?Un,7r{ s (14)

=0 =1
onde os coeficientes wj sao obtidos de forma recursiva através da seguinte férmula:
a+ .

wy =1, wj= [1 - wity, j=12,..,n. (15)

Substituindo (14) encontramos:

1 1 1
14 —82+ =62+ —8282|(UF, —UF 1 =
[+12y+12w+144w(”xm o)

H1

T

1
14+ —62
1%

1
14+ —62
9%

k k
32Uk + DS UN) + 02 3 (Ul + D5 U
j=1 j=1

+-Tgﬁﬂn>7

* 1277 12°Y 144 %Y

1 1 1
1+62+52+5252] <Tl—a

k
k a rk—j
n,m + ij fn,m
j=1

ou seja,
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(1007 + 24041 + 240u2)UE | + (107 — 1204, + 24p2)US_, . +
(107 — 12001 + 24p2)UE | 4+ (107 + 24py — 120p2)U% ) +
(107% 4 241 — 120p0)U* 1 T (T =120 -1~ 120 )UF | m—1T
(1% = 1201 = 1200)Up sy oy + (7% = 1201 = 1200)UN_y ey +
(7% = 1241 — 12N2)Un+1,m+1 = Tan; %m 1t Tanerll,mfl + TaUk 1m+1 T
TOUN S pga +1007°UR L +107°UN ] 4+ 107°UN L+ 107°U8 L +
k

107°US oy + > wf (12001 — 24p) US4 (—240p1 — 240p) U +
j=1
(12001 — 24p2)Und L+ (1200 + 12p0) U] L,y + (1204 — 24p0) U 0] +
k
ZW?[(DM + 12#2)U§I{,m71 + (1201 + ].2,“’2)U7]1€:{,m+1 + (120p2 — 24#1)U7]:,7nf+1 +
j=1

(12001 + 1202)UN L ] + (1447 + 12762 + 12762 + 76262 [waﬂfﬂ +

(144791 412794162 + 12797167 + 79T 626290
Note que o Esquema Numérico encontrado é implicito e pode ser escrito em termos
matriciais:
k k
AU* = BUM ' 4 O WU + DY wiF " + EGH, (16)
j=1 §=0
onde, A = tridiag(a,b,a), a = tridiag(t® — 121 — 129, 107% — 1201 + 24pe, 7% — 120471 —
12p2) e b = tridiag(107 + 241 — 12009, 1007 + 2401 + 240u9, 107% 4 247 — 120p2).
Temos ainda que B = tridiag(c,d, ¢),
onde, ¢ = tridiag(t*,107%*,7%) e d = tridiag(107*,1007%, 107%).
A matriz C é dada por C = tridiag(h,i,h), onde, h = tridiag(12u1 + 122, 12007 —
24p—2,120—1+12p—2) e i = tridiag(lZOug — 241, —240p1 — 2402, 12000 — 24441).

A matriz D é dada por D = B. A matriz E é dada por £ = 7*D. E, por fim,

.,.a Ta—1

k—j k—j k—j k—j k—j k—j

0.0 01 - Jom 9%,0 _ 9%1 RIS 90 m

) J J —j . ~j g Pl

FF-i — 1,0 1,1 1,m Ggk—i— | 910 911 - Yim
)

k—j  pk—j k—j k—j k=i k—j

me fn,l n,m In,0 In,1 gn,m

s )

k _ ([7k k k k k T b
UY = (UT1, - U pry—15 U305 s U gy 15+ Uy —1.01,—1)" € 0 vetor incognita.

O seguinte Teorema garante a existéncia e unicidade de solugdo para o esquema (16).

Teorema 2.1 O Sistema Linear associado ao esquema (16) possui solug¢do tnica.
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Demonstracao. Note que a matriz A é estritamente diagonal dominante. Consequente-
mente ela é ndo singular e, portanto, invertivel. Com isso o esquema numérico de diferenga
finita compacta(DFC) tem solugéo tnica. N

3 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia do Esquema
Numérico

3.1 Consisténcia

Provaremos que nosso esquema ¢é consistente com a equagao diferencial fracionaria, com
ordem de precisao 4 para a variavel espacial e ordem de precisao 1 para a variavel temporal.

Lema 3.1 Para cadan=1,...,N, seja y" 7 uma fungdo limitada, 0 <y <1 e \; = w]l—v_
Entao,

Zx\jy"ﬂ‘ <C,, Cp,=c,n Y ¢ = ~ max |y”7j| (17)
o 7€{0,...,n}

Demonstragao.
Y A e S e me ) (1)
Tl=7 = J - Tl =0 I j€{0,...,n}

De (15) temos A; < 0 para todo j =1,..., N,

! i/\-y"ﬂ' < —cnL i/\ ¢, = max |y"7I| (19)

=7 = J = Ti=7 = 77 j€{0,...,n}

1 n
Tliﬁy Z )\jy’rl—]
7=0

De (2) temos

Jj€{0,...,n}

2 J— »
= (le T A ZAJ)’ = max [y"77|  (20)
§=0

1 « -1 (nT)7—1
- f— o = +0(7)
T ; ! T(y) ()
Com isso,
=t Z)\jy”_J < —cp| 27— " T ], (21)
= L'(y)
i:)\jy"_j < —cp|2- 1 n 4o, (22)
= I'(v)
onde ¢y é uma constante. Logo,
S A < (23)
§=0
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e concluimos nossa prova. ]
O erro de truncamento local de nosso esquema, em um né (n, m, k) é dado por

RF (h T)zlmﬂc o (KL % Uk ..
n,m\'" T t n,m ~ 0 Y lh% 1+ 1125%
0(5177 (Kgl 672 Uk +fk ) —gk (24)
t n,m n,m-
h2 |1+ 562

Teorema 3.1 O esquema numérico DFC (12) é consistente com a equagdo diferencial (1)
e existe uma constante Cy, 1 > 0 tal que,

1Ryl < Covme (017 1)(R 4 1), (25)
para todo 0 < v <1 e h,T suficientemente pequenos.
Demonstragao.

1
;515_U7}§,m = (ut)lfL,m + O(T)a (26)

o007 (Kot [ | U ) = K100 () = o (s + OE))

_ 5 ~
= K1< Dtl ’y(uzx)’rcz,m - 24110}13_,,11W i 0>\ (ufbxmmmz)nm +0O(r ))

) 1—
[1+126§}Uk ) = K200, W<(uyy)ﬁm ~ 240 hy(uyyyyyy)ﬁ,m + O(h?,))

= K (thlﬂ(uyy)lfhm - 24110% T Z] =0 (“yyyyyy)n% +O(r ))

08 (fam) = KDy V3 + O(7)). (27)
Substituindo (26)-(27) em (3.1)

RE = ()l 0+ O) = K1 ( DI ()b = Fhohdms S5 A (tsaanae i + O(7))
- k
—K (thl ’Y(uyy)fﬁhm - 240h;4/ = Zg 0 (uyyyyyy)n A +0(r ))
(0D £+ O()) = g

k
K, .
240h;§ " 1<§ D VT Crm— >+ e 1(§ jAj(uyyyyyy)’;,,o +0(r)  (28)

=0

Pelo Lema (3.1), o termo somatério é limitado e, os termos hir7=1 — (0 e h477*1 — 0, se
hi —0e hé — 0 mais rapidamente que 777!, Assim, o erro de truncamento R’,fb m — 0
quando hg, hy, ™ — 0. Para cada (n,m,k) fixo, a equacdo (28) e a constante C,, em (17),
implicam

R’fb)m = O 1)+ O(h377_1n7_1 +7)

=O0((n" 77+ 1)((hy + hy)7)), hayhy, T — 0 (29)

Portanto, existe uma constante positiva Cy, & tal que, [R) | < Cp i (17771 +1)(h +
hi + 7) para todo 0 < vy < 1 e hy, hy, 7 suficientemente pequenos. ]
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3.2 Estabilidade e Convergéncia

O estudo da estabilidade do esquema numérico através da analise de Fourier segue da
mesma forma que o caso unidimensional ja demonstrado por Avila et al. [2]. Por fim, pelo
Teorema de Lax podemos concluir que o método é convergente, pois ja foi mostrado que ele
é consistente e estavel.

4 Conclusao

Aplicamos o Método de Diferengas Finitas Compactas & Equagdo de Reagdo Difusao
Bidimensional e conseguimos demonstrar que o mesmo ¢ um método incondicionalmente
estavel com alta ordem de convergéncia, isto é, converge com precisao de quarta ordem
nas variaveis espaciais e primeira ordem na varidvel temporal. Com isso deixamos aberto
o caminho para que se discuta o caso tridimensional e esperamos ter colaborado no avanco
dos métodos para solugao de Equagoes Diferenciais Fracionarias.
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