Ajuste de dados discretos bidimensionais
por funcoes racionais

Maria Cecilia Kawazoe Aguilera-Navarro

Departamento de Matemédtica - UNICENTRO
85010-990 Guarapuava, PR,

Valdir C. Aguilera-Navarro
Departamento de Fisica - UNICENTRO
85010-990 Guarapuava, PR

(Recebido: 2 de setembro de 2003)

Resumo: Desenvolve-se o método dos quadrados minimos usando-se funcoes racionais. A
idéia € dispor de recursos para representar eventuais singularidades no conjunto de dados
1nICLats.
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Abstract: The least squares approzimation is developed by considering rational functions.
The idea is to provide means to represent eventual singularities in the data set.
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1 Introducao

Vérios processos, como observacoes de fenOmenos naturais, espontaneos ou
provocados, experiéncias laboratoriais, levantamentos sociais, etc., dao origem a um
conjunto de pares de valores dependentes. A interpretacao e a descricao matematica
desses valores requerem que se encontre alguma funcao ajustavel ao conjunto e
passe a representd-lo. Para encontrar essa representacio, devemos formular algumas
questoes bésicas, como: (1) que tipo de fungbes usar? (2) que critério escolher
para se obter o melhor ajuste? Uma vez definida a classe de funces com as quais
queremos trabalhar, para atender o quesito (2), um método bastante popular é o
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chamado “método dos quadrados minimos”. Ao utilizar esse método, quase sempre
procura-se, inicialmente, ajustar uma fungdo polinomial. Outras tentativas usuais
procuram ajustar uma fungao exponencial ou logaritmica. Esses procedimentos sao
bem conhecidos e descritos em varios textos, alguns mencionados na bibliografia
(BRADBURY, 1984; CLAUDIO et al., 1989;: HAMMING, 1962; HUMES et al.,
1984; RALSTON, et al., 1960).

Os ajustes polinomiais tém sido capazes de descrever razoavelmente os dados
disponiveis. Porém, sao totalmente incapazes de descrever situacbes em que ha
singularidades, que precisam ser identificadas e explicitadas. Para enfrentar essas
situagoes, pode-se desenvolver o método dos quadrados minimos usando fungoes
racionais (quociente de dois polinémios), com a esperanca de que os polos dessas
fungoes (zeros do denominador) descrevam singularidades eventualmente presentes
no conjunto de dados.

Este trabalho, de caracter essencialmente didético, é orientado a estudantes
em nivel de graduagao e a pesquisadores interessados em funcoes alternativas para
ajustes de curvas.

Na préxima secao, desenvolvemos o método dos quadrados minimos para fungoes
gerais. Consideramos o caso de um conjunto discreto de dados. O método para
funcoes racionais e uma aplicagao sao encontrados na secao 3. Finalmente, as con-
clusoes sao apresentadas na secao 4.

2 O método dos quadrados minimos: funcoes gerais

O problema que vamos considerar pode ser enunciado da seguinte forma: dado
um conjunto de pares ordenados (z;,v;), com i =1,2,..., N, encontrar uma fungao
g que o descreva da melhor maneira. Esta “melhor maneira” é definida a seguir. Seja
g uma funcao de z, dependente de M + 1 pardmetros ag, com k = 0,1,2,..., M,
isto é, g = g(ap,ai,...,ap,x). O método dos quadrados minimos assegura que
a melhor estimativa é obtida minimizando-se, com respeito aos parametros ax, a
funcao f definida por

N
flag,a1,...,ap) = Z [yi — glag, ay, . .., ayr, ;)] (1)
i=1
Aprendemos em Calculo que para minimizar f com respeito aos parametros ag,
devemos derivé-la com respeito a esses parametros, igualar a zero e resolver as M +1
equacoes resultantes. Esse procedimento conduz ao seguinte conjunto de equacoes
algébricas:

of __

N
0
dar 2;[%’_Q(GOaala-‘-aaMyxi)] J

— =0 k=0,1,...,M 2
8ak ) y Ly ) ()

Para dar prosseguimento ao desenvolvimento analitico do método, consideraremos
a func¢do g como uma combinagao linear de fungoes gx(x) conhecidas, isto é:
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M
g(a07a17"'aaM7x) :Zakgk(x) (3)
k=0
Substituindo (3) em (1), a funca@o fse expressa como:
N M 2
flag,ar,...,an) = [yi - Zakgk(l“i)] (4)
i=1 k=0

e as condicoes (2) sao definidas por:

oay,

N M
=1 k=0

em que usamos (3) com x = x;.
Um caso particular, de ampla utilizagdo, consiste em se tomar uma fungao g
polinomial em z, isto é, tomar para gi(x) a funcio z*:

M
g=> apat (6)
k=0

Assim, a Eq. (3) se torna:

M
g(ag,ai,...,an,x) :Zakmk (7)
k=0

Neste caso, pode-se ver que a condicao (5) se reduz a:

N

0
) ) I [ S ®

Outros casos de interesse estudados na literatura consideram polinémios ortogo-
nais para a familia de fungoes g (z), ou fungdes trigonométricas. Neste tltimo caso,
costuma-se dar ao processo o nome de andlise harmonica, de interesse particular
para sistemas periddicos. Nenhuma dessas escolhas, entretanto, é capaz de descre-
ver eventuais singularidades. Esta é uma motivagdo que leva a considerar fungoes
racionais. O desenvolvimento deste caso ¢é feito na préxima secao.

3 O método dos quadrados minimos: fungoes racionais

Na eventualidade do conjunto de pares conhecidos (z;,y;) estar associado a
situagoes que apresentam possiveis singularidades, é conveniente tomar para g a
seguinte funcao dependente de L + M + 1 parametros:

L

ap + a1z + azx® + -+ +agx p(x) (9)

=glap,a1,...,a4r4+pM,T) = —
9= 9(ao, az, £, 7) 1+api1x +apiox?+ - +appyrM  q(x)
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com
L .
p(x) = Zaix’ (10)
i=0
e
M .
o) =1+ ap (1)
i=1
Notemos que quando os parametros ag, para k = L+ 1,L+2,..., L+ M sao nulos,

a funcdo ¢(z) se reduz ao valor constante 1 e (9) se reduz a um polinémio, como em
(7).

O fato de termos tomado o termo independente do denominador da Eq. (9),
como sendo unitario, nao implica em perda de generalidade, pois se ele tivesse outro
valor, digamos v, poderfamos dividir o numerador e o denominador de (9) por v,
sem alterar essencialmente a funcao g.

A funcao f a ser minimizada tem, agora, a forma:

- p:)]?
flao,a1,...,ap+m) = ; [yi - q(xi)] (12)
e as derivadas de fcom respeito aos parametros a; sao dadas por:
N - _
or _ 23 - p(zi)] 0 [P(ﬂﬁi)}
day, — Y oq(zi) ] Oar | q(w)
v 11 et 228 ) 240
p(z:) Oag, Oay,
2 " |y — = > (13)
P q(xi [q(s)]

donde obtemos o seguinte sistema de L+ M + 1 equagoes algébricas para determinar
0s parametros ag que minimizam f:

q(xi)ﬁgiii) _p(xi)aggzi)

- PNk -

k=0,1,...,.L+ M (14)

=1

em que N, lembramos, é o nimero de pares (x;, y;) que queremos ajustar pela funcao
(9).

O sistema de equagbes (14) é, obviamente, nao linear. Nao ha procedimentos
gerais para se resolver essa classe de equagoes. Dessa forma, teremos que utilizar
métodos numéricos. Na préxima subsecao, aplicamos esses resultados em um caso
particular.
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3.1 Aplicaggonocaso L =M =1

Consideremos o caso particular da fungao racional (9):

ap + a1z p(x)
14+axx  qx)

g = g(a[),al,a2,$) =

em que L = M = 1. A fungdo que temos de minimizar se expressa como:

faog, a1, a2) = i\]: [yi - p(xi)] : (16)

— q(z:)

Um pouco de algebra elementar nos mostra que o sistema de L+ M +1 = 3 equagoes
(14) pode ser escrito na forma:

ap + a1x; — (1 + CLQIL’i)yi
(1 + CLQIL’i)Q

N
2 =0
i=1

X [ag +a1x; — (1 + a2$i) yi]
1 (1 + agl‘i)2

=0 (17)

M=

.
Il

x; [ag + a1wg] [ao + a1xs — (1 + aza;) i

3 =0
(1 + agxi)

o8

I
_

7

Como este é um trabalho de ordem didatica, que visa a ilustrar o uso de fungoes
racionais no método dos quadrados minimos, para ajustar um conjunto de dados,
vamos “construir” esses dados a partir da fungao:

Fz)=y=+1+2z)/(1+22) (18)

que tem, claramente, um pélo em z = —0,5. Quando encontrarmos os valores dos
parametros ag, aj e az, que definem a funcao g em (15), poderemos comparé-la com
a funcdo exata e ter uma idéia da precisao do método.

Consideremos, entao, os pares:

X | Yy

—0,49 | 5,04975

—0,20 | 1,15470 (19)
1,5 | 0,790569
5,5 | 0,735980

gerados a partir de (18), mas de origem supostamente desconhecida.
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Com os quatro pares de valores (19), o sistema (17) toma a forma

ap —0,49a; — 5.04975(1 — 0,49a5)  ap — 0,241 — 1, 1547(1 — 0, 2a2)

(1—0,49a3)2 (1-0,2a2)?
ap + 1,5a; — 0,790569(1 + 1, 5a9) L 0 +5,5a1 — 0,73598(1 + 5,5a2) 0
(1 + 1, 5&2)2 (1 + 5, 5(12)2 N

0,49(ap — 0,491 — 5,04975(1 — 0,49a2)) _ 0,2(ag — 0,201 — 1, 1547(1 — 0, 2a2)) ,

(1—0,49a5)2 (1-0,2a2)2
1 5(aq + 1,501 — 0,790569(1 + 1,5a2)) | 5,5(a + 5, 51 — 0, 73598(1 + 5, 5a2))
(1 + 1, 50,2)2 (1 + 5, 5(12)2
0, 49(a — 0,49a1)(ag — 0,49y — 5,04975(1 — 0,49a3))
(1—0,49a)3

0, 2(&0 — O, 2@1)(@0 — O, 2@1 — 1, 1547(1 — 0, 2a2)) _

(1 — O, 2@2)3
1, 5(ag + 1, 5a1)(ag + 1, 5a1 —0,790569(1 + 1,5a2))

(1+1,5a9)3

9, 5(@0 + 5, 5@1)(@0 + 5,b5a; — 0, 73598(1 + 95, 5(12)) —0

(1+5,5a2)3 a

(20)

O sistema de equagbes (20) é, obviamente, nao linear. Nao ha procedimentos
gerais para se resolver tais sistemas. Dessa forma, é necessario utilizar métodos
numéricos como, por exemplo, o método de Newton e o das iteragdes (DEMI-
DOVITCH, B. et al., 1973; KOPCHENOVA et al., 1975). Ao invés de utilizar
métodos numéricos diretamente, optamos pelo sofware Mathematica, obtendo seis
solucoes. Duas delas sao complexas, que descartamos, porque nossos dados sao reais.
As quatro solugoes reais sdo mostradas na Tabela 1, em que g = —1/ay é um pdlo
da fungao (15) que estamos ajustando aos dados (19) e f(ap, a1, a2) é a funcao (16)
que precisamos minimizar.

aq al as i) f(ao, ai, ag)
1 0,987253 1,37029 1,91318 —0,52 0,000033
2 1,93275 16,6753 8,62774 —0,12 13,058
3 3,16586  —2,49024  —1,34665 0,74 9,6721
4 1,93275 —0,776387 —0,401701 2,49 13,058

Tabela 1. Solugoes reais para o sistema de equagoes algébricas nao lineares (20). zg
é o pdlo associado a cada solugdo. Na tltima coluna, mostramos o valor da fungao (16)

que minimizamos.

=0
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Entre as quatro solugoes reais encontradas, escolhemos a primeira por nos dar, no
intervalo que contém os dados iniciais, um minimo local da fun¢do que minimizamos
(16). Pode-se garantir, formalmente, a existéncia de um minimo global, mas isso
escapa ao objetivo principal deste trabalho. Contudo, do ponto de vista geométrico,
nio é dificil convencer-se de que hé (pelo menos) uma curva que melhor se ajusta
aos dados.

Assim, a funcao racional g que melhor se ajusta aos dados é definida por:

(o) = L987253 + 1, 370200
€T =
g 1+1,913182

(21)

Na Figura 1, mostramos os quatro pares de valores (19) e o grafico associado a
funcao (21). Notamos que o pélo zg = —0,52 dessa fungao estd nas vizinhangas do
pélo zj; = —0,5 da funcdo (18). Certamente, ndo podemos usar essa informagao,
pois, supostamente, ndo conhecemos a funcao (18) que gerou os dados (19), contudo,
a figura nos d& uma idéia da confiabilidade do método que discutimos.

Nessa mesma figura, plotamos a funcao F(z), dada em (18). Na escala em que
foi apresentada a figura, nao se nota nenhuma diferenca com o gréifico da fungao
(21): os dois graficos se sobrepdem.

g

.5,

4 o 6 8 10

Figura 1. Comparagdo entre a curva ajustada g, definida em (21), e os dados iniciais (19),
indicados por circulos.

4 Conclusao

O método de ajuste de fungoes polinomiais a um conjunto de dados é bas-
tante usado, e com razoavel éxito em um grande nimero de casos. Entretanto, um
polindmio é uma funcao inteira, isto ¢, analitica em todo o plano (KNOPP, 1945;
AHLFORS, 1966; MARKUSHEVICH, 1970; CHURCHILL, 1980), em particular
em R, que é o caso de dados reais, como o discutido neste trabalho. Dessa forma,
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¢é incapaz de descrever eventuais singularidades presentes no conjunto de dados ini-
ciais. Essa limitacao, inerente aos polindémios, pode ser superada considerando-se
fungoes racionais. Com essas funcoes, o método tem disponivel, portanto, o recurso
de utilizar os zeros do polinomio do denominador para ajustar singularidades, se
existirem. O exemplo desenvolvido e discutido na subsecao 3.1 ilustra muito bem
essa caracteristica das fungoes racionais, quando usadas no método dos quadrados
minimos.

E importante salientar que o uso de fungoes racionais também tem suas limi-
tagoes. Por exemplo, nao é adequado para os casos de eventuais singularidades
logaritmicas, de expoente fraciondrio, de divergéncia exponencial ou altamente os-
cilantes. Quando se suspeita fortemente da presenca de tais singularidades, faz-se
necessario um tratamento mais cuidadoso.
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