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Resumo: Queremos aqui explorar o comportamento da expansao de fragoes ordinérias, o
comprimento da parte nao periédica, bem como do periodo se ela for uma dizima infinita,
com o auxilio da fungao ¢ de Euler. Além das expansoes decimais que sdo as mais comuns,
exploraremos as expansoes para uma base b qualquer. Apresentaremos alguns exemplos
de expansoes de fragoes ordinarias para diferentes bases numéricas gerando dizimas finitas,
como também, dizimas periédicas simples e compostas.

Palavras-chave: dizimas periédicas; bases numéricas; niimeros racionais.

Abstract: We would like to explore the behavior of the expansion of ordinary fractions,
the length of the non-periodic part and the period if it is an endless tithe, with the help of
the function ¢ Euler. In addition to the decimal expansions that are the most common, we
explore the expansions for a base b whatsoever. We will present some examples of expansions
of ordinary fractions for different number bases generating finite decimals, but also simple
and composite periodical decimals.
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1 Introducao

Os estudos sobre expansoes nos remontam para o inicio do século 18, varios matematicos
observaram regularidades nas expansoes decimais de fragoes comuns, dentre eles destacamos:
John Wallis [1657, 1685], Samuel Cunn [1714] e John Marsh [1742] . Algumas regras foram
criadas, mas foi s6 a partir de 1760 em diante, que as primeiras tentativas para estabelecer
uma teoria coerente de fragdes decimais periddicas apareceram. Johann Heinrich Lambert
[1728, 1777] foi o primeiro a dedicar dois ensaios sobre o tema, porém somente em 1801 que
Johann Carl Friedrich Gauss provou um teorema importante relacionado a determinagao do
comprimento de dizimas periddicas no sistema de numeragao decimal.

Identificar o comportamento de uma expansao parece ser uma tarefa facil quando tra-
tamos de expansoes relativamente pequenas, basta uma simples divisao do numerador pelo
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denominador, mas em alguns casos o comprimento da parte finita ou até mesmo do periodo,
nao cabe em uma simples calculadora. Por exemplo a expansao decimal da fragao % gera
uma dizima periédica simples com periodo de 28 algarismos, ja a expansao de ﬁ é finita
com 12 algarismos.

Hoje é comum artigos que tratam da expansao decimais de fracoes ordindrias irredutiveis

— com g # 0 , mostrando quais nimeros racionais geram dizimas finitas e quais geram

dizimas infinitas e periédicas. Queremos aqui generalizar esses conceitos e trabalhar a ex-
pansao de fragbes ordindrias para uma base b qualquer.
Observe a expansao da fracao % em algumas bases numéricas diferentes:

19 — -
15 = (0:2213)6 = (0,25)7 = (0,39383) 19

Veja que quando expandida para a base 6, gera uma dizima finita, na base 7 uma dizima
periddica simples de periodo 25, ja na base 10 gera uma dizima peridédica composta com
periodo 3, ou seja, a mesma fracao pode ter comportamentos bem distintos dependendo da
base para a qual se deseja a expansao.

2 A Funcao ¢ de Euler

Antes de analisarmos as expanstes vamos retomar algumas definigoes e resultados da
teoria dos niimeros que sao importantes.

Dado um inteiro positivo n, representa-se por ¢(n) a quantidade de inteiros positivos
menores que n e primos com n. Escrevemos:

o(n)={keN:1<k<nemde(k,n)=1}.

Por exemplo, para n = 10 temos que os inteiros 1, 3,7,9 sao relativamente primos com 10,
ou seja, p(10) = 4. Veja o valor de ¢(n) dos primeiros nimeros naturais:

Exemplo 2.1 :

n 12345678910 ]11 |12 13|14 15
pn) 1122142646 | 4 |10] 4 |12| 6 | 8

Define-se assim uma funcao que associa cada ntimero inteiro positivo n a um inteiro positivo
©(n) que goza das seguintes propriedades:

1. p(1) =1

2. Sen > 1,¢(n) <n—1 tem-se a igualdade se e somente se n é primo.
3. Se mdc(a,n) = 1, entdo a¥™ =1 (mod n). (Teorema de Euler).
4

. Se s é o menor inteiro positivo, tal que a® = 1 (mod n) com mdc(a,n) = 1, entdo s
divide ¢(n), s é chamado de ordem de a médulo n, e escrevemos como s = ord,, (a).

5. Se p é primo e a é um inteiro positivo, entdo p(p®) = p* — p*~L.
6. Se m e n sdo inteiros positivos, tais que mde(m,n) = 1, entao ¢ (m - n) = ¢ (m)-¢ (n).

A demonstracao dessas propriedades, bem como do teorema de Euler podem ser vistas na
referéncia bibliogréafica [1].
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3 Expansao na base b

Trataremos nessa secao do comportamento das expansoes de fragoes ordindrias irre-
dutiveis,em uma base b qualquer.

Dado um inteiro qualquer b > 2, todo inteiro positivo n > 0 pode ser escrito de modo
tnico na forma n = @ b™ +am_16" "+ - -+a1b +ag, com 0 < a; < b parai=0,1,2,...,m
e am # 0. Representamos n = (aym@m—1---a1a0),. E essa é a expansao de n na base b.

3.1 Expansao finita

Teorema 3.1 Uma fragao irredutivel P com q # 0, possui representacdo finita no sistema
posicional de base b, se e somente se, o denominador q ndo possui fatores primos diferentes
dos fatores de b. Mais precisamente, se a base for tipo b = P Py? --- P** com P; primos
e os inteiros a; > 0 e seu denominador q = (Plo‘l)ﬁ1 (P;Q)Bz (P,?’“)B’“ com o0s inteiros
B; 2 0paraj=1,2,...,k , entdo a expansdo serd finita e possuird w algarismos apés a
virgula, sendo w = max {f1, B2, ... Bk}

1 1
Demonstragao. Como b p. (>7 basta considerar que — = (0,dids...dy), seja a

expansao finita na base b, onde 0 < d; < b, o inteiro ¢ = 1,2,...,k e o ultimo algarismo
di # 0. Logo vamos ter

1 _ dq do ds dy,
PR S R R
1
= % (dib" 1+ do b2+ d3 b+ - dy)

Agora, tomamos M = dy.b* "1 4+ do.b¥ 72 + d5.b" 73 + - .- + d;;, entdo segue que
1 k k
-=— & Mg=0b" = gq]|b"

Logo ¢ nao tem fatores primos que nao sejam fatores de b.
Reciprocamente, se ¢ nao tem fatores primos que nao sejam fatores de b, seja

w = max {f1, o, ... Br}, segue que:

1 W @1\ W @2\ W g\ W 1 _
U T RIS B e s e (e

= (BB (B (B

bﬂ)
Seja M = (Pp)yw=Fr (pg2)yw=Pz (pgs)w=Fs ... (PY*)w=Pr entdo — = M o que significa
q

que M < b™, e assim podemos escrever:
M = awil,bwfl + aw,Q.bw72 + -4 a2.b2 +ay.b+ aoz(aw,law,g R agalao)b.
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Portanto temos que se

o 1 M
— =M = = — _
q q bv
. aw_l.b“’_l +aw_2.bw_2+ -~-+a2.b2 +ai1.b+ ag
= po
_ Aqy—1 Aqy—2 . a2 ai afO
- b + b2 + +bw—2+bw—1+bw

= (07 Aoy —1Qy—2 " * azalao)b

w -algarismos

7
Exemplo 3.1 : Determinar a expansao de = na base 6.

Observe que 48 = 24.3. Como o 48 ndo tem fatores primos diferentes dos fatores de 6 que é
a base, entdo a expansao serd finita e o comprimento serd o mdz(4,1) = 4, vejam:

7

7 189 5624+164+3 562 1.6 3 0 5 1 3
B @3 23 6 6 Tel e 6 e e et (%0518

19
Exemplo 3.2 : Determinar a expansdo de To2 na base 12.

Observe que 192 = 2.3 = (22)3.3. Como o 192 nio tem fatores primos diferentes dos fatores
da base 12 = 22.3, entdo a expansao seré finita e o comprimento serd o mdzr{3,1} = 3, vejam:

19 19 171 1122 4212+3 1.122+2.12+ 3 1.2 3 _ (0,123)
192~ 263 (22)3.33 123 o128 123 1128 12 T

122 ' 123

3.2 Expansao infinita e peridédica

Teorema 3.2 Sendo B,q # 0 wma fracdo ordindria irredutivel, a expansdao de b na base

b € uma dizima periddica simples se mde(b,q) = 1 e terd periodo com s digitos, sendo s a
menor solugdo inteira positiva da equagdo b* =1 (mod q).

Demonstragao. Se s é o menor inteiro positivo, tal que b° = 1 mod ¢, entao b° — 1 = qu,
para algum inteiro u. Mas u < b*, dai u na base b é dado por u = dg_1b°"! + dy_ob°2 +
e+ dibt + dy = (ds,1d5,2b5_2-~-d1d0)b com 0 <dp <b, k=0,1,2,...,5s — 1. Logo
b® — 1 = qu. Equivalentemente,

1 . u . d571bsfl + d872b872 + -4 dlbl + dy 1
g  b-1 bs 1—bs
de1b* P+ dg_ob* 2 4 -+ dib' + dy 11 1
— 14+ — 4+ — 4 — ...
bs + bs + b2$ + b3$ +
= 0,ds_y---didy+0,00-0ds_q--dydo+0,00--0ds_y---dydo+0,00---0
S - Zeros 2s - zeros 3s - zeros

= (0, ds—1ds—2 -~ dadidpy )p.

Periodo com s-algarismos
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|

Como vimos no item 4 das propriedades da fungdo ¢,0 comprimento do periodo s é
chamado s = ord, (b). A funcdo ¢ de Euler torna-se uma ferramenta importante para
determinar o periodo de uma expansao, pois o comprimento do periodo s serd um divisor

de ¢(q).

5
Exemplo 3.3 : Determinar a expansao de 168 na base 11.
Como o mdc(168,11) = 1 e p(168) = ¢(23.3.7) = ¢(23).0(3).p(7) = (23 — 22).2.6 = 48,
s = ordils | p(168), portanto s € {1,2,3,4,6,8,12,16,24,48}. Note que,
111 =11 (mod 168), 112 =121 (mod 168), 11° =155 (mod 168), e 11° =1 (mod 168).
Temos s =6, e 168 | 115 —1 = 115 —1 = 168.k, com k € N, logo k = 10545. Entao

5 5k 510545 52725  3.11* +6.11° +6.117 + 8.11 + 2
168 116 -1 116—1 116—1 116 — 1

0.115+3.114+6.113+6.112+811+2 1
116 (1—11-5)

0115+3114+6113+6112+811+2 1
- 116 ! 116 1112 ST

S I I S Y (L I S
I TR FER FER T TR FERN T 116 7 1112 T 118

S0 3 0,8 8 2 0 8 8, 6 8,
11 112 113 114 " 115 ' 116 118 119 1110 1111

= (0,036682),;

k

Teorema 3.3 Seja Qq # 0 uma fragao ordindria irredutivel, b = pi"' ps? - - - pp* uma base
q

com p; primos, os inteiros a; > 0, ¢ = mo.(p7)P1.(py?)P2.(p52)Pe - (p*)Pr com B; > 0
paraj=1,2,...,k , sendo mqy um inteiro positivo tal que mde(mg,b) =1, entao a expansao

de = na base b serd uma dizima periddica composta com periodo de s digitos, sendo s
q

a menor solugcdo inteira da equagdo b* = 1 (mod mg) e anteperiodo de w digitos, onde
w:mdﬂl’{ﬁl,ﬂg,ﬂg, e aBk}'
Demonstragao. De fato, seja w=mdz{S1, B2, 03, - , Bk}, segue que:
1 1 ()" 57 - ()
¢ mo(PP)P (5 )P () () () mo
_ )y (o)
bw.mo '

Pelo algoritmo da divisdo, temos que (p{*)¥=P1.(p32)w=F2... (p*)w=Fr = M.mg + 2, com

0<z<mge
1 Mmo+z M z 1

qg bWomg bYW mg
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Como ¢ possui pelo menos um fator primo diferente dos fatores primos da base b = p{"' p5? - - - pp*,

temos que 0 < z < mg < b?, ou seja, z < b*. Além disso,

1 M.
7-bw:m70+'2:M—|—— com 0<—<1 logo M < b".
q mo mo mo

Se s é o menor inteiro positivo, tal que b* = 1 (mod my), entdo b* — 1 = mou, para algum
inteiro u, entdo u < b°. Portanto uz < b¥*°. Assim podemos escrever:

M = Gy 1.V Fay 20024+ +arb+ag = (Aw_100w_2- --arap), com 0 < ap < b,
k=0,1,2,...,w—1 e com

uz = dw+sflbw+3_1 + dw+572bw+3_2 + -+ dlb1 + dO = (dw+371dw+sf2 o 'dld0>b com
0<dp<b, k=0,1,2,...,w+ s — 1, dessa forma obtemos

bw 1—bs

p _ M 21 M = v M zuif |1
g v bvmg b bwb -1 bw | bW b

pw pw +s bs b b379

aw_l.bwfl +---+a1.b+ag n dw+s_1bw+571 + -+ dlbl + dy
bw bw+s

1Y F a0V 2+ 4 a1.b+ag ZU 1 1 1
= + + =+ ==+ +

T4
bs b2s

= 0,ap_1--asarag+0, 0000 dyis_1---dido+0, 0000 dypss_1---dido -+

w - digitos w+s - zeros w+2s - zeros

+ 0, 000---0 dygs_1---didg+0, 000---0 dyys_1---didg+---

w—+3s - zeros w—+4s - zeros

= (0,aw—1""" 20100 dyts—1ds_2 - - dadidp)yp.

w - algarismos  Periodo com s-algarismos

398131

Exemplo 3.4 : Determinar a expansao hexadecimal de ————.
5591040

398131 359.1109 359.1109
5591040  212.3.5.7.13  163.3.5.7.13
398131 398131  291.1365+916 291 916 1
5591040  163.1365  165.1365 F;L 1631365
Como o mdc(16,1365) = 1, o perfodo s da expansao de
s = ordyses (16).

Mas ¢(1365) = ¢(3.5.7.13) = ¢(3

)
s€{1,2,3,4,6,8,9,12,16, 18, 24, 32,
Fazendo a verificagao:

Temos que: e o comprimento da parte nao periédica

sera 3

Por outro lado,

16. ¢
1365 na base 16, é dado por

w(5). ( ) ©(13) = 2.4.6.12 = 576 e como s | ¢(1365),
36,48, 64, 72, 96, 144, 192, 288, 576}

16! = 16 (mod 1365), 162 =256 (mod 1365) e 16> =1 (mod 1365).

Com isso concluimos que s = 3. Por outro lado 163 = 1 (mod 1365) = 16° —1 = 1365.k,
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. . 1 3 -
com k € N, verificamos facilmente que k = 3 e 8365~ 168 — 1 Entao
308131 _ 201 016 1 201 0163 201 916[3 (1
5591040 16> 1631365 163 163163 —1 163 163|163\ 1—1673

B 291+2748 1+1+1+1+1+
163 166 ° 163 166 162 1612

291 + 2748 n 2748 n 2748 + 2748 + 2748 n 2748
163 166 169 1612 1615 1618 162!

1.162 +2.16 + 3 N 10.16%2 + 11.16 + 12 N 10.16% + 11.16 + 12

163 166 169
10.162 + 11.16 + 12 10.162 +11.16 + 12
+ 1612 1615
1162 N 2.16 N 3 N 10.162 N 11.16 N 12 N 10.162 N 11.16 N 12
163 163 163 166 166 166 109 169 169
10.162 11.16 12
+ 1612 + 1612 + 1612
—1+2+3+10+11+12+10+11+12+10+
16 162 163 164 0 165 166 107 168 169 @ 1610
11 12 10
_|_

TR TIEARTTERA
= (0,123ABCABCABCABC...--- )15 = (0,123ABC) 1

: 1 . e . -
Finalmente, se — gera uma dizima periddica simples de comprimento ¢ — 1, entao ou-
q
tro fato bastante interessante pode ser notado. Se k& é um nimero inteiro positivo, tal
- - k
que 1 < k < g, entao, o periodo da expansao de — em uma base b tem exatamente os

mesmos algarismos ciclicamente permutados. Observe a expansao decimal de fracoes cujo
denominador é 7, que contém 6 digitos.

% =0, 142857, =0,285714, = 0,428571, =0,571428

SIS

=N
| w

Eles tém os mesmos digitos permutados ciclicamente. Devemos ter cuidado, no entanto,
para lembrar que o periodo deve conter ¢ — 1 digitos, como mencionado acima. Veja que na

expansao decimal de: 3= 0,076923 e 3= 0,230769 temos os mesmos digitos permutada

ciclicamente em seus periodos, mas isto nao vale para todos os k tal que 1 < k < ¢g. Por
5 I

exemplo, &= 0,384615.
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1
Teorema 3.4 Se — € uma frag¢do, cujo periodo contém q—1 digitos, e b uma base numérica,
q

k
tal que mde(b, q) = 1, entdo o periodo da expansao na base b da fragao —, em que 1 < k < g,
q

tem 0s mesmos algarismos ciclicamente permutados.

- - (. . -1
Demonstragao. De fato, uma condicao necessaria para o periodo da fracao — conter g — 1
q

digitos, é que cada numero inteiro positivo inferior ¢ aparega uma, e apenas uma vez, nos
primeiros ¢ — 1 passos da divisdo. Assim, k& é um desses restos obtidos na divisdo de 1 por
g. O numerador k influi apenas para saber qual o primeiro algarismo periédico, depois que
o primeiro ocorrer os demais se sucedem na mesma ordem ciclica. ]

4 Conclusoes

Apresentamos uma aplicagao importante da fungdo ¢ de Euler. Por meio desta fungao
descrevemos como transformar as fragdes ordindrias irredutiveis em dizimas peridédicas sim-
ples e compostas em qualquer base.
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