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Resumo: Este trabalho é um breve estudo sobre as derivacoes em anéis polinomiais e os
polinémios de Darboux. Os dois resultados mais relevantes sao a caracterizagao dos po-
linémios de Darboux lineares de qualquer derivacao linear em n varidveis e o resultado de
que toda derivagao homogénea em duas varidveis tem polinémio de Darboux.
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Abstract: This work is a brief study about derivations in polynomial rings and Darboux
polynomials. The two most relevant results are the characterization of the linear Darboux
polynomials of any linear derivation in n variables and the result that all homogeneous de-
rivation in two variables have Darboux polynomial.
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1 Introducao

Ao ouvir a palavra derivagao somos imediatamente remetidos as ideias de Newton e
Leibniz relativas ao estudo de tangentes e taxas de variagao instantanea de fungoes. Porém,
o conceito de derivagao abordado neste texto é mais amplo, uma extensao do operador
derivacao para qualquer estrutura de anel. Contudo, coincide com a derivada ordinéria
sobre o anel de polindémios em uma variavel.

Em um trabalho sobre Equagbes Diferenciais, em 1878, no artigo “Mémoire sur les
équations différentielles algébriques du premier ordre et du premier degré”, o matematico
Jean Gaston Darboux introduziu uma nova abordagem algoritmica para solugao de algumas
dessas ED’s, na qual surgem os polinomios de Darboux. Esses polinémios apareceram como
“pedacos” ou partes dos fatores integrantes para a solugao de algumas ED’s, como mostrado
em [1]:

“Paralelamente, Darboux, em 1878, deu os primeiros passos para determinar
algoritmicamente integrais primeiras, baseando o seu método em uma ligagao en-
tre a geometria algébrica e a busca dessas integrais. Ele mostrou como construir
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as integrais primeiras de um campo vetorial polinomial que possui um niumero
suficiente de curvas algébricas invariantes. FEssas curvas sao definidas por po-
linémios: os assim chamados polinomios de Darboux. Em geral, a tarefa mais
complexa envolvendo os métodos darbouzrianos é a determinacdo dos proprios
polinémios de Darbouz.”

O principal objetivo desse trabalho é estudar as derivagoes polinomiais e os polindmios
de Darboux, em especial as derivagoes homogéneas em duas variavéis e as lineares em véarias
variaveis. Além disso, servir como texto suplementar para estudantes que desejam dar os
primeiros passos no estudo sobre derivagoes. As derivacoes de um anel estao relacionadas a
véarios problemas, como a Conjectura do Jacobiano e o Decimo Quarto Problema de Hilbert,
em diversas areas da Matematica, como Geometria Algebrica e Equagoes Diferenciais (veja
[1], [2], [3] e [4]), o que justifica o nosso interesse pelo tema.

A referéncia principal deste texto é o livro de Andrzej Nowicki, Polynomial derivations
and their rings of constants, [4], onde encontram-se a maioria dos resultados aqui enuncia-
dos. Neste texto procuramos utilizar conceitos dlgebricos elementares, e apresentar diversos
exemplos com o propdsito de facilitar a assimilacao do contetdo pelo leitor.

Na secao 2 relembramos alguns conceitos bésicos sobre o anel polinomial em vérias
variaveis. Na secao 3, definimos a aplicacao derivacao sobre um anel comutativo com unidade
e listamos os resultados basicos que sao utilizados direta ou indiretamente ao longo do texto.
Em especial, apresentamos uma caracterizacao das derivagoes sobre um anel polinomial com
coeficientes complexos, Teorema 3.1. Na subsecao 3.1 explicitamos a relagao entre derivagoes
lineares e matrizes quadradas.

Na secao 4, é definido o polinémio de Darboux de uma derivacao polinomial, os resultados
bésicos sobre polinomios de Darboux e alguns exemplos. Logo a seguir, iniciamos a procura
por polinémios de Darboux em certas derivagoes. Na secao 5 estudamos os polindmios de
Darboux lineares de uma derivagao linear. E verificamos um interessante resultado (Teorema
5.1) que relaciona as derivagoes polinomiais e os polinémios de Darboux aos autovetores
de certa matriz. A discussao se encerra na secao 6, onde verificamos que toda derivagao
homogénea do anel polinomial com duas variaveis tem polinémio de Darboux, Teorema 6.1

2 Anéis Polinomiais

O objeto central deste trabalho sao as derivagoes sobre anéis polinomiais. Entao, nessa
secdo, serao apresentadas as notacgoes, definigoes e resultados relativos ao anel polinomial
necessarios ao longo do texto.

O conjuntos dos polinémios em n-varidveis com coeficientes complexos é denotado por
Clz1,...,2,]. Quando o nimero de varidveis for pequeno (menor que 5) vamos denotar as
varidveis por z, y, z, t e s. Por exemplo, Clz, y, z, t] é o anel polinomial em 4 varidveis.

Um monémio em n variaveis x1,..., T, é uma expressao algébrica

Qn

(oSN e T)
ax]txTy’ . Ty,

onde a é um numero complexo, chamado de coeficiente, e os inteiros nao-negativos oy, . .. ay,
sao chamados de expoentes da respectiva variavel.
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Para facilitar a leitura, usamos a notagdo m = ax® para denotar um monoémio, onde
a = (a1,as,...,a,). O grau de um mondémio (denotado por gr(m)) é a soma de todos os
expoentes, ou seja,
gr(z®)=a1+as+ -+ a,.

Quando « = (0,0,...,0) temos o mondémio constante ax® = a. Logo, todo nimero
complexo é um monomio. E tem grau zero se for nao nulo e grau —oo se for zero, o
mondmio nulo.

Lembre que um polinémio p é uma soma de monomios p = Zaax". O grau de um

polinémio p, (gr(p)), é o maior grau de seus mondémios. Ou seja,
gr(p) = mazx{a} = maz{a; + a2+ an}.
E facil verificar que a funcao grau satisfaz

gr(fg) = gr(f) +gr(g) e gr(f +g) < max{gr(f), gr(9)}-

para todos f, g € Clz1,...,2,).

Um polindémio f é chamado homogéneo se todo os seus monoémios tem o mesmo grau.
E dito nvertivel se existe um polinomio g tal que fg = 1. Caso contrario, dizemos que f é
ndo invertivel. E facil ver que no anel polinomial C[zy,...,z,] o conjunto dos elementos
invertiveis é igual ao corpo dos nimeros complexos exceto o zero, ou seja, C*.

De forma andloga ao conceito de nimero primo, dizemos que um polinémio nao nulo p
em Clxy,...,2,] é um polinédmio irredutivel se p nao é invertivel e ndo tem fatoracao
trivial, ou seja, para quaisquer ¢, r € C[z1,...,x,] tais que p = ¢ - r temos ¢ ou r invertivel
(¢ € C* ou r € C*. Caso contririo dizemos que p é composto ou redutivel.

A irredutibilidade depende do corpo dos coeficientes. Um polinémio pode ser redutivel
em um dado corpo e ser irredutivel em outro. Por exemplo, p(x) = 22 + 4 é um polindémio
irredutivel em R[z], mas é composto, em C[z], visto que p(z) = (x + 2¢)(x — 2i).

Dois polinémios f e g em Clxy,...,z,] sdo co-primos quando f e g nao possuem fator
comum em suas decomposicoes. E usual indicar que f e g sao co-primos com a notagao
mde(f, g) = 1.

Proposicao 2.1 Sejam f, g e h € Clay,...,x,]. Se f divide gh e mde(f, g) = 1, entdo f

divide h.

Demonstragdo. A demonstracido pode ser vista em [5] para anéis polinomiais em duas
varidveis. O resultado pode ser estendido, visto que Clzy, ..., z,] é um dominio de fatoracao
unica. -

3 Derivagoes

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de derivacdo sobre anéis, contudo o foco princi-
pal sdo as derivagoes em um anel polinomial de n-variavéis com coeficientes nos numeros
complexos, C. Em seguida, apresentamos alguns resultados sobre as derivacoes localmente
nilpotentes (LND’s) e sobre as derivagoes lineares. Dois teoremas finalizam a secao, relativos
as derivagoes triangulares e as lineares.

Uma aplicagdo D sobre um anel A, D : A — A, é dita uma derivagcao em A se
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e D(a+b) = D(a)+ D(b)
e D(ab) = aD(b) + bD(a),
para todos a e b € A.

A regra referente ao produto de dois elementos do anel é conhecida como a Regra de
Leibniz. Portanto o operador derivagao D respeita a soma e satisfaz a Regra de Leibniz.
Chamaremos Der(A) o conjunto de todas as derivagoes no anel A. Denotamos por D™ a
n-ésima composicao da derivacio D, sendo D°(a) = a a aplicagdo identidade do anel.

Exemplo 3.1 No anel das matrizes quadradas de ordem n, M,(C), fizada uma matriz
M € M,,(C), definimos a aplicagido em M, (C) por

D(A) = MA— AM.

Vejamos que D € uma derivacdo. De fato, para quaisquer matrizes quadradas A e B, temos

D(A+B) = M(A+B)-(A+B)M
= MA+MB— AM — BM
= (MA—AM)+ (MB — BM)

D(A) + D(B)

E vale a regra de Leibniz

D(AB) = M(AB)— (AB)M
= MAB—AMB+ AMB — ABM
= (MA—AM)B+ A(MB — BM)

D(A)B + AD(B).

Vejamos alguns resultados basicos para o operador D.
Lema 3.1 Seja A um anel e D € Der(A). Se D(a) =0, entdo teremos D(ab) = aD(b).
Demonstragao. De fato, pela regra de Leibniz temos
D(ab) = aD(b) + bD(a) = aD(b) + b(0) = aD(b).
|
Seja D € Der(A). Se D(B) = 0 para um subanel B do anel A dizemos que D é uma
B-derivacao do anel A. O conjunto das B-derivagoes do anel A é denotado por Derpg(A).
Neste texto, toda derivagdo sobre o anel polinomial Clz1,...,z,] é uma C-derivacao.
Lema 3.2 Seja Do uma derivag¢do sobre o anel A. Dados a e b € A temos que
e
DF(ab) = DE=H(a) D' (b).
@ =3 (5) @i

=0

11
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Demonstracao. Vamos provar a afirmativa acima por inducdo em k. Para k = 1 temos

1

D(ab) = ;C)Dli(a)Di(b)
= <(1))D10(a)D0(b) + G)D“(a)[)l(b)
= bD(a) + aD(b).

Agora suponha a afirmacao valida para todo n < k. Entao

D¥(ab)

=0
- - 1—i i
> ("7 )pe@no)
kf (k . 1) (D*~(a)D'(b) + D"~ (a) D"+ (1)
=0
S B = 1—i i+1
> (7 )e@ren St owpra)
k_ ("7 D)o @pien + i (=)o@
DM@+ kg ("o @i+ ; (=)0 @py
DF(a)b+ kzj (<’: - 11) + (k - 1)) (D" (@)D (b)) + aD*(b)

k—1
D*(a)b + Z (k> (D*~(a)D*(b)) + aD"(b)

7

k

> D" (a)D(b).

i=0

Na segunda igualdade utilizamos a hipétese de indugao e na peniltima a relagao de Stiffel

(51

)+ (

k—1
%

) = (

D)

Lema 3.3 Seja A um anel comutativo. Se D e E € Der(A), entdo

1. aD € Der(A) para todo a € A;

12
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2. D+ E € Der(A).

Demonstracao. Sejam b,c € A. Observe que

aD(b+c¢) = a[D(b+ ¢)] = a[D(b) + D(c)] = aD(b) + aD(c).

(aD)(bc) = a[D(bc)] = a[bD(c) + ¢D(b)] = baD(c) + caD(b) = b(aD)(c) 4+ c¢(aD)(b).

Assim aD preserva a soma e a regra de Leibniz. Portanto aD é uma derivacao em A. O
item (2) é verificado de forma andloga.
]
O Lema 3.3 mostra que a soma de duas derivagoes e o miultiplo de uma derivagao por
um elemento do anel também sao derivagoes.

Lema 3.4 Seja D uma derivacdo do anel A. Entao para todo a € A e todo n € N temos a
1qualdade

D(a™) = na""'D(a).

Demonstragao. Vamos verificar a igualdade por indugdo em n. Para n = 1 note que

S
—~
S

—_
~—
Il
S
—
S
~—
|

1D(a) = 1.1D(a) = 1la* ' D(a).

Agora suponha a igualdade valida para n = k > 1, ou seja, D(a*) = ka*~1D(a). Assim

D(a**Y) = D(ad")
= aD(a") + d"D(a)
= aka"'D(a) + a"D(a)
= ka*D(a) + a*D(a)
(k +1)a*D(a).

Portanto D(a**1) = (k + 1)a*D(a) e a afirmagao é valida para todo n € N. ]
Com os resultados anteriores, temos todos elementos necessarios para enunciar o teorema
que caracteriza as derivagoes do anel Clzy,...,z,].
Teorema 3.1 Se D é uma C-derivagao em Clzy,...,x,], entdo D € da forma
0] 0
D=D(x1)7—+ -+ D(xp)7—
(1) 0z (%n) Oxy,
9 , , - »
onde 3 € a derivada parcial em relagao a varidvel x;.
€T

Demonstragao. Vamos verificar o resultado em duas variaveis. O caso com n > 3 variaveis
é andlogo. Seja p € Clz,y], entdao p = E a;;x'y’, onde a;; € C. Assim
2%

13
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D(p) = D Zaijziyj
= Z%D(am
= Zaw Yy + ' D(y)]
= Zam ¥ D)y’ +a'jy’ " D(y)]
= D Ziaiﬂz_ly +D(y)2jaijxiyj_l
,,j :

— D))+ D)y (7).

Na segunda igualdade usamos que D é uma C-derivacdo, na terceira a regra de Leibniz, e
na quarta o Lema 3.4.

|
Corolario 3.1 Dados f1,..., fn polinomios em Clxy,...,x,]| existe uma tdnica derivagcdo
tal que D(z;) = f;.
0
Demonstragao. Considere D = fi— + -+ + f,—— e note que D(x;) = f;.
(9 I axn
]
Observe que para definir uma derivagdo em Clzy,...,x,] basta escolher n polindémios

f1,-- -, fn tais que D(z;) = f;.

Exemplo 3.2 Considere uma deriva¢io D € Clx,y, 2] definida por D(x) = 2x3yz? +iz?y5,
D(y) = z*y323 — 22y%2% e D(2) = 22%yz + (3 + 2i)x223 + 5y®2*. Ou seja,

s, d
D = (22%y2? +ix?y®) = + (2?92 — 20y?2%) — + [22%yz + (3 + 20)2%23 + 5yt

e

Ox oy
3.1 Derivacgoes Lineares
Uma derivagdo D no anel polinomial C[z1,...,x,] é dita linear se
n
(2:) = ) aa;
j=1
para todo i = 1,...,n, onde a;; sdo nimeros complexos. A matriz [D] = [ay;] é dita matriz

associada a derivagao D.

Assim para obter uma derivacao linear basta escolher para cada D(x;) uma combinagao
linear das varidveis x1, ..., Z,.

14
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Exemplo 3.3 A deriva¢io D do anel polinomial Clz, y, z| definida por
D(z)=x+4+y+2D(y) =2z —iz e D(z) = 3iy.

€ linear. Utilizando a notagao matricial temos

D(x) 1 1 1 x
Dy |=]2 0 —i||y
D(z) 0 3 0 z
Observe que
1 1 1
Dj=|2 0 —i
0 3 O

€ a matriz associada a derivagao linear D.

Lema 3.5 Seja D uma derivagao linear do anel polinomial Clxy,--- ,x,]. A k-ésima com-
posi¢do D¥(x;) pode ser dada, na forma matricial, por

Dk(fﬁl) a11 A1z Gin T
D¥(z5) a1 Q22 G2y T2

= b
Dk (xn) An1  QAp2 - Apn Tn

em que [a;;] € a matriz da derivagio D.
Demonstragao. Provaremos a afirmativa por indugdo em k no anel Clz,y]. O caso

Clz1, ..., x,] é idéntico. Seja

0 0
D= (ax—l—by)a—m + (cw—i—dy)a—y,

em que a,b,c,d € C. Parak = 1, o resultado é trivial, ja que D(z) = az+by e D(y) = cx+dy,
que na forma matricial produz:

(2@ ]=[2 8] (2] |

k
. T, . D" (z) ] { a b } [ x ]
Suponha a igualdade matricial valida n = k& > 1. Ou seja, = .
p g Vi ) |: Dk(y) c d y

k
Para facilitar a notacao considere [ f g } = [ CCL Z } . Vejamos o que ocorre para n =
k+1.
D*Y(x) = D(D*(x))
= D(pz +qy)
= (ar - by) (ot ay) + (e + dy) o (pr -+ )
= Y o b ay Y By p qy

= pax + pby + qcx + qdy
= (pa+qc)z+ (pb+ qd)y

15
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D*l(y) = D(D*(y))
= D(rz+ sy)

= (az +by) 68

o
5 %+ sy) + ez + dy)afy(m + sy)

= rax + rby + scx + sdy
= (ra+sc)z+ (rb+ sd)y

e assim
D¥l(z) 1 [ pa+gqec pb+qd x| |p ¢ a b x
DMYy)y | 7| ra+sc rb+sd y| | r s c d y |-
Como
a b k_ p q
c d| | r s
temos

4 Polindmios de Darboux

Nesta segao estudamos polinémios de Darboux de derivagoes em anéis polinomais. Lis-
tamos alguns resultados cldssicos e mostramos a existéncia desses polindomios em alguns
exemplos e no anel polinomial C[z].

Seja D uma derivacao do anel polinomial C[z1,...,z,]. Dizemos que um polinémio f,
nao constante, é um polinémio de Darboux da derivacao D se D(f) = hf, para algum
heClzy, ...,z E fcil ver que se o polindomio h existe ele é inico. Neste caso o polinémio
h é dito um autovalor polinomial de f.

Exemplo 4.1 Considere a deriva¢io D em Clz, y| dada por

D= 2xy6% + 3m2§y.

Seja f = 323 — 2xy%. Teremos

16
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D(f) = D@z —2uay?)
= 3D(2%) — 2D(xy?)
— 922D(z) - AD(@)y + 2D(?))
= 92%(22y) — 2(2zy)y* + 4y (32?)
= 1823y — day® — 1223y
= 2y(32° — 2zy?)
— hf.

Assim f € um polinomio de Darboux de D e h = 2y € um autovalor polinomial de f.
Vejamos duas proposicoes bésicas sobre os polinomios de Darboux.

Proposicao 4.1 Seja D uma derivagao do anel polinomial Clzq,...,x,]. Se f € um po-
linémio de Darboux de D tal que f = gh, com g,h € Clxy,...,z,] e mde(g, h) = 1, entdo
g e h também sao polinémios de Darbouz para D.

Demonstragao. Seja p € Clzy,...,xz,] tal que que D(f) = pf. Entao

D(g)h+ gD(h) = D(gh) = D(f) = pf = pgh,
pela regra de Leibniz. Assim D(g)h 4+ gD(h) = pgh e temos

D(g)h = pgh — gD(h) = g(ph — D(h)).

Logo g divide D(g)h. Como g e h sdo co-primos, pela Proposigao 2.1, g divide D(g), ou seja,
D(g) = pg, com p € Clz1,...,2,] e g é um polindémio de Darboux de D. Analogamente
prova-se que h é um polinémio de Darboux de D.

|

Proposigao 4.2 Seja f um polinémio de Darboux da deriva¢ao D do anel polinomial
Clz1,...,zn]. Se f=pi'p3? - pn, coma; € N* ep; € irredutivel para todo i = 1,2,...,m,
entdo cada p;* e cada p; também sdo polinémios de Darboux para D.

Demonstragao. Como vimos na proposicao 4.1, se f = gh com mdc(g,h) = 1, entéo g
e h sao polinomios de Darboux de D. Entao, para a primeira prova, basta considerarmos
o _ Q1 Qq—1, Qi1 (e ’ = : : :
g=pieh=pi"p 1'pirt - pyr. Como cada um dos p;’s sdo coprimos, segue imedi-

atamente.

(2

Vejamos agora que cada p; também é um polinémio de Darboux. Como p;* é polindmio

de Darboux de D, entdo existe g € C[z,y] tal que D(p;") = ¢p;*. Segue do Lema 3.4 que
api* = D(pf") = aipd* "' D(pi).

Logo gp; = a; D(p;) e portanto D(p;) = [(ci) " 1q]p;-
n

Teorema 4.1 Seja D = fa2 uma derivagdo do anel polinomial Clz] e m = gr(f). Entao
x

D tem um polinémio de Darboux se, e somente se, gr(f) > 1.

17
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Demonstragao. Suponha que m = gr(f) > 1. Segue do Teorema Fundamental da Algebra,
que

f=bplz—r)(x—12) - (x— 1)

onde 0 # by, é o coeficiente do termo lider de f (coeficiente do termo de maior grau) e
r1,72,..., Ty € C sdo as rafzes de f. Seja p = (x —ry)(x — 74,) -~ (x — ;) tal que

ri; €{ri,...,rm},onde 1 <j<meq= % Entéao:

fa%(p)

2 (v)

D(p)

= (pq)
= hp,

0
e assim p é um polindomio de Darboux de D com autovalor h = q%(p).

Agora suponha que gr(f) = 0 e que a derivagdo D tem um polinémio de Darboux
p=apr" +an 12"+ +a1x +ag, com a, #0en > 1. Assim gr(p) > 1e D(p) = hp
0
para algum h € C[z]. Observe que D(p) = fa—(p) = f(na,z" '+(n—1)ap_12" %+ - -+ay),
x

o que implica gr(D(p)) = n — 1, pois f é constante. De outro modo
gr(D(p)) = gr(hp) = gr(h) + gr(p) = n.

Ou seja, n — 1 = gr(D(p)) > n, que é um absurdo. Portanto a derivacdo D nao tem
polinémio de Darboux.
]

0
Exemplo 4.2 Seja D = (223 + 422 + 2z + 4)8— uma deriwagdo do anel polinomial Clx].
x

Considere g = 2% + 1. Teremos

D(g) = (22% +42® + 22+ 4)§(x2 +1)

= 2(:E+i)(x—i)($+2)(g;x)
= (42% + 8z)(z* + 1)
(42% + 8z)g

Logo, g € polinémio de Darboux de D. Observe que g é o produto dos fatores (x + 1) e
(x — 1) da decomposicdo de (22> + 422 + 2z + 4).

Uma derivacdo D no anel polinomial Clzq,...,z,] é dita monomial se D(x;) é um
. . . 0 , L
mondmio para todo ¢ = 1,...,n. Sendo assim D = fla— + -4 fna— é uma derivacao
T Ln
monomial se todo f; é um mondémio em Clz1,...,x,].
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Exemplo 4.3 Seja D uma derivagao no anel Clx,y, z,t] da forma

3} 0 0 0
D=2:t27 vizyz S 322 42— iyt
xt &U—&—m yzay 3Ztaz+( i)yt 5

D ¢é uma derivacdo monomial, pois
D(x) = 22t*, D(y) = ixyz, D(z) = =3zt, D(t) = (2 — i)yt

s@o todos mondémios em Clx,y, 2, 1].

.0 0 -0 .0
Exemplo 4.4 Sejam D = ax'y’ — + bxFy! =, E = az’ — + baky' —, F = ax’yI — +
or Jy ox dy Ox
0 .0 0
by! — e G = ax' — + by' = derivacoes monomiais em Clx, y|, onde i, j, k el sdo inteiros
dy ox dy

positivos e a,b € C. E fdcil verificar que xy € um polinomio de Darboux para D, E, F e G.
Vejamos a derivagao D:
De fato,

%

9 )
— 7 k, 1l
D(xy) az'y’ o (wy) + by y (wy)

= ax'yl (y) + ba*y' (z)
= (az Y + baFy! =) (zy)
= h(zy)

Logo D(zy) = h(zy), onde h = az’~'y/ + ba*y'=1, e assim xy é um polinémio de Darbouz
para D. A wverificagao para as derivagdes E, F' e G sdo imediatas.

5 Darboux e Derivagoes Lineares

Nessa secao estudamos os polinomios de Darboux das derivagoes lineares. Verificamos
quando uma deriva¢ao D linear no anel C[z1,xa, - - - , Z,] possui polindémio de Darboux linear
utilizando os autoespagos da transposta da matriz [D].

Exemplo 5.1 Seja D uma derivagao linear em um anel polinomial Clz,y] dada por

0 0
D= (2x+iy)a—x +[(3 —z’)x+2y]a—y

e seja f = (3 —i)a? —iy®. Temos que f é um polinémio de Darboux da derivacdo D. De
fato,

D(f) = DB i) i) = (o +in)5H(3i)e* = i) + (8= Do+ 2y (3 e i)
= (2z+wy)[(6 — 20)z] + [(3 — i)z + 2y](—2iy)
= (12 — 4i)2? — 4iy?

4(3 = i)a® — iy’]
— 4f.
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No exemplo anterior o autovalor polinomial da derivacao é o polindmio constante h = 4.
Vejamos que isto sempre ocorre em uma derivacao linear.

Lema 5.1 Seja f um polinémio de Darboux linear de uma derivagao linear D. FEntdo o
autovalor polinomial de f € um polinémio constante.

Demonstragao. Seja f = ajx1 + - -+ apx, um polindmio de Darboux da derivagao linear

0 0
D*flailer"'Jrfn%

n

onde fi,..., fn € Clz1,22,...,2,] sdo polindmios lineares. E seja h o autovalor polinomial
de f. Ou seja, D(f) = hf. Assim

o= D)
0 0
= hge St fag ]

0 0
= flaixl(alxl + ot anty) +~-~+fn£(a1w1 + ot anty)
= afitafot-+anfn
Logo
hf=aifi+-+anfa.

Visto que gr(ai f1 + -+ anfn) =1 temos gr(hf) =1. Como 1 = gr(hf) =gr(h)+gr(f) e
gr(f) =1, temos gr(h) = 0. Portanto h é um polinémio constante. |

0 0
Exemplo 5.2 Considere a derivagao linear D = (—7m—3y)%+(6x+4y)a—y e f=2x+3y.

Vamos verificar que f é um polinémio de Darboux de D com h = 2. De fato:

D)= D@e+3y) = (=T = 3)5-(20+3) + (60 +49) 520+ )
= 2(—Tz —3y) + 3(6z + 4y)
= 4z 4 6y
= 2(2z+ 3y)

No exemplo acima, se representarmos a transposta da matriz da transformacao D, tere-
mos
-7 6
D)t = :
D] { -3 4 ]

Vamos determinar os autovalores da matriz acima. Sendo h € C e [I] a matriz identidade
de ordem 2, basta determinarmos as raizes do polinémio caracteristico.
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det([D] - h[I]) = det({:; 2][8 2})
= det[_z;h 4Eh]
= (~7—h)(4—h)+18
= h?4+3h-10

cujas raizes sao -5 e 2. Observe que o valor de h encontrado no exemplo coincide com um
dos autovalores da matriz transposta do operador D, e representando f = 2z + 3y como
uma matriz coluna formada por seus coeficientes, [f] = [2, 3], ¢ facil verificar que [f] é
um autovetor da matriz [D]T. De fato, isso é sempre verdadeiro para as derivagoes lineares,
como sera demonstrado a seguir.

Antes, vamos introduzir a seguinte notacao: dado f = a1x1 + - -+ + apx, um polindémio

linear em C|x1,...,x,], denote por [f] a matriz coluna formada pelos coeficiente de f. Ou
seja,
ai
a2
="
427

Desse modo, é possivel construir uma representacio matricial para D(f) quando D é linear.
De fato, sendo

D = (a1121 + a1222 + - - + a1nTy) + 4 (anizr + anaa + - F Apny)

Oz ox,’
teremos
aip  Q21---0nl ai
a1z G2 Qn2 a T
[21 @2 ]| : | .| = XIDITIf) = D),
A1p  Q2p """ Qpp Qp
em que [X] é a matriz linha das varidveis [z1,...,z,].

Vamos mostrar o caso 2 x 2 e depois estendé-lo ao caso geral.

Proposicao 5.1 Seja D a derivagdo linear em Clz,y| definida por

0 0
D = (a11z + a12y)% + (a1 + azQy)afy

e [ =rx+ sy um polinémio linear em Clx, y]. Entao f é um polinémio de Darboux de D
se, e somente se, [f] € um autovetor da matriz [D]T associado ao autovalor h.

Demonstragao. Seja f é um polinémio de Darboux de D. Entao D(f) = hf e h € C, pelo
Lema 5.1. Agora observe que
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D(f)=hf & r(aniz+ a2y) + s(as1x + azey) = h(rz + sy)
< (rair + sag)x + (raiz + sas)y = rhx + shy

rai; + sas1 =rh
rais + Sagy = sh

{
= w21
o ([ ) r

< ([DI" —nl0) [f]= 0],

onde [0] é a matriz coluna nula de ordem 2 e [I] a matriz identidade de ordem 2. Portanto

f é um polinémio de Darboux de D se, e somente se, [f] é um autovetor da matriz [D]T

associado ao autovalor h. [ ]
Agora, o caso geral.

Teorema 5.1 Seja D uma derivagdo linear no anel polinomial Clxy,...,x,] e f um po-
linémio linear do anel Clxy,...,x,]. Entdo f € um polinémio de Darbouz da deriva¢do D
T

se, e somente se, [f] € um autovetor da matriz [D]'.

Demonstragao. Seja f é um polinémio de Darboux de D. Entao D(f) = hf e h € C pelo
Lema 5.1. Utilizando a representagao matricial, observe que

D(fy=hf <« [X][DI"[f] = [X]hlI][f]
< [DI"[f]=h[f]
& (D" = hln) [£] = (0],
onde [X] é a matriz linha [z1,...,z,]. Portanto f é um polinémio de Darboux de D se, ¢

somente se, [f] é um autovetor de [D]T associado ao autovalor h.
[

Exemplo 5.3 Seja a derivagio D = (x — 2y — 22)% + yagy + (2y + 32)% em Clx,y].

Entao a transposta da matriz associada a derivagao D € a matriz

1

00
D= -2 1 2
-2 0 3

Determinamos os seus autovalores e autovetores através equacao matricial

1-h 0 0 x 0
2 1-h 2 |-|yl=]0
-2 0 3-h z 0
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O polinémio caracteristico da matriz [D]T é o polinémio p(h) = (1 — h)%(3 — h). Assim
os autovalores da matriz [D]T sio h =1 e h = 3. Os autovetores associados ao autovalor
h =1 € o conjunto {(z,y,2)T | y, 2z € C eyz # 0} e ao autovetor h = 3 € o conjunto
{(0,2,2)T | z€ C e z#0}.

Considere o autovetor [f] = [2, 3, 2]T, associado ao autovalor h = 1. Logo o polinémio
f =2x + 3y + 2z associdado ao vetor [f] € um polinomio de Darboux para D. De fato,

0 0 0
D(f) = (z—2y-— 2z)%(2x+3y+2z) +y8—y(2x+3y+2z) + (2y+3z)%(2x+3y+22)

= 2(z—2y—22)+3y+2(2y +32)
= 2x—4y—4z+3y+4y+4z

= 2x+3y+2z

= 1f.

Agora associado ao autovalor h = 3 considere o autovetor [f] = [0,1+i,1 +4]T. Assim
temos o polinémio f = (1+i)y+ (1 +1)z. Veja que

0 0 0
D(f) = (i’?—?y—?z)%f‘f—yafyf‘i‘(2y+3z)af
y(1+4)+ 2y +32)(1 + 1)
= y+iy+2y+ 2y + 32 + iz
= 3y + 3wy + 324 3iz
= 3((1+9)y+ (1+1i)z2)

= 3f.

Portanto f = (1+4)y + (14 i)z também é um polinémio de Darbouzx para D.

6 Darboux e Derivacoes Homogéneas

Nesta secao verificamos que toda derivacdo homogénea em C[z, y] possui polinémio de
Darboux. A prova desta afirmagdo (Teorema 6.1) consiste em exibir um algoritmo para
obtencao de um polinomio de Darboux cada derivagao homogénea.

Uma derivagdo D no anel polinomial Clz1,...,z,] é dita homogénea de grau m se
D(z1),...,D(z,) sao polinémios homogéneos de mesmo grau m.

Exemplo 6.1 A derivagio D no anel Clz, y] da forma

0
+ (iz?y? + 3xy®) —

D = (223y — 7x2y2)£ a9

ox
€ uma derivagdo homogénea de grau 4, pois:
D(z) = 223y — T2*y* e D(y) = ix*y* + 3zy°

s@o ambos polinémios homogéneos em Clx, y| de grau 4.
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A igualdade do préximo lema é conhecida como igualdade de Euler. A derivacao

~ o, 20y "9z,

do anel polinomial em n-variavéis, é conhecida como derivacao de Euler . Observe que
f=z14+ -+ x, é um polinémio de Darboux para E, j& que E(f) = f.

Lema 6.1 Seja f um polinémio homogéneo de grau m no anel polinomial em duas varidveis
Clz, y]. Entao

ﬁ+y§¢ﬂ=nﬁ.

xT

72

- . o 0 0 . o .
Demonstragao. Considere a derivagao D = T + U Seja f um polindmio homogéneo
4 Y

de grau m, ou seja,

f=amx™ 4+ am 2™y + am2x™ Y 4 4 army™ T+ agy™.
COM Gy, A1, *+ , a1, a9 € C, alguns possivelmente nulos. Dessa forma temos
0 0
- Z(f) = D
e +ug () = D)

= z(mape™ '+ +ay™ ) +ylam_1 2™+ magy™ )

— mamxm et alxym—l + amfll'm_ly R (m _ 1)a1xyrn—1 + maoym
= Mmamz™ + Mmapm_12" Yy + -+ marzy™ 1t + magy™
= mf

]

Observe que o lema anterior mostra que a derivagao de Euler

0 0
E=1— +y—
x8x+y3y

possui polinomio de Darboux.

O proximo lema é um resultado técnico que sera utilizado na demostracao do Teorema
6.1, a respeito dos polinomios de Darboux das derivagoes homogéneas de grau m.

Lema 6.2 Sejam p e q € Clz, y] polindmios homogéneos de grau m. Se xq—yp = 0, entdo
x —y divide p — q.

Demonstragao. Visto que p e ¢ sao polinéomios homogéneos de grau m temos que

= amx™ + am_12™ y + -+ arzy™ + agy™

b= bmxm + bm—lxmily +-+ blxymil + bOyma

onde os a;’s e b;’s sao numeros complexos. Logo

rq = a#rr7,x7n—~_1 + amflxmy +e a1m2ym_1 + anymv
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Yp = by @™y + byp—12™ Y + -+ bray™ + boy™ !

e portanto
2q = yp = ama™ N 4 (am1 = b)Y + -+ + (ag — b)zy™ — boy™ .
Segue desta iltima igualdade e da hipdtese, xq — yp = 0, que
am =bp =0, am_1=bm, Am_o =bm_1,..., ag = by.

Logo temos

q= bmxmily + bm—1$m72y2 4+ 4 beymfl + by™

P =bpnx™ 4+ by Yy 4 4 box?y™ 2 4 byy™ L

Agora observe que

pP—q = bmxm + (bm—l - bm)xm_ly + (bm—2 - bm—l)xm_2y2 et (bl - b2)9€ym_1 - blym
_ bmem+bm,1$m_1y+"'+b2$2ym_2+b1$ym_1
b Y = by 2™ TPy — = by = by

= (bpa™ ' b1 2™ Py 4+ boay™ 2+ by ) (2) +
(b @™ + b1 2™ 2y + 4 by + by ) (—y)
= (@™ b1 8™ Py 4 oy 2+ biy™ ) (2 — )

= h(IE - y)a
em que h = b,z + by 2™ 2y + - boxy™ 2+ biy™ L Assim p—q = h(z —y) o que
implica que z — y divide p — q. ]
Observe que a derivacdo de Euler é uma derivagdo homogénea de grau 1 (linear) e tem
polinémio de Darboux em Clz1,...,z,]. O préximo teorema garante que toda derivacao

homogénea em Clz, y] tem polinémio de Darboux.

Teorema 6.1 Seja D wuma derivacao homogénea de grau m do anel polinomial em duas
varidveis Clz, y]. Entdo D tem um polindmio de Darbou.

- . 0 0 . .
Demonstragao. Seja D = pa— + U5 com p e q¢ homogéneos de grau m. Considere
€z Y

f=xzq—yp. Se f # 0 vejamos que D(f) = hf.

D) = g+ ag ()

— b (g - yp) + 4 (g — yp)
= p@x rqg —yp qay rqg —yp

= plg+ xa%(q) - ya%(p)] + q[wa%(Q) —p— ya%(p)]
= pw%(q) - pya%(p) + qxa%(q) - qya%(p)
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Somando e subtraindo pyagy(q) e qx%(p), obtemos

() = »(ag @ty @) -a(rget)+ 1)) + o) (@4 5o 0)

— plma) — )+ () + -0
- nf.

0 0
Na terceira igualdade temos h = (3 (q) + 9 (p)) . A segunda igualdade segue do Lema
Y x

6.1 (lembre que p e ¢ sdo homogéneos de grau m). Portanto f é um polindémio de Darboux
de D, pois D(f) = hf.

Considere agora f = 0. Ou seja, zq — yp = 0. Segue do Lema 6.2 que p — g = h(z — y)
para algum h € C[z, y]. Agora observe que

D(z —y)

0 0

pafx(x—yﬂ'qafy(x—y)
p—q

= h(z—vy)

E neste caso x — y é um polinémio de Darboux da derivacao D.
]

0 0
Exemplo 6.2 Considere a deriva¢do homogénea D = (x? + 2xy)% + (2zy + yz)a—y e seja

f = 2% — xy?®. Teremos:

o o
_ 2 Y2 2 29 2 9
D(f) = (2" +2ay)5-(a%y wy)+(2wy+y)3y(wy zy”)
= (2% + 2zy)(2ry — y*) + (22y + y*)(a® — 2ay)
= by — day?

= (4o +4y)(2*y — zy?),

ou seja, D(f) = (4x + 4y)f e assim 2%y — xy?® € um polinémio de Darbour da derivagdo
homogénea D. Seque da Proposicao 4.1 que xy e x —y também serdo polinomios de Darbouz
de D.
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