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Resumo: Utilizam-se os aproximantes de Pad¶e para melhorar as solu»c~oes de equa»c~oes dife-
renciais obtidas pelo m¶etodo de Frobenius.
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Abstract: Pad¶e approximants are used in the improvement of the solutions of di®erential
equations obtained through the Frobenius method.
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1 Introdu»c~ao
Um dos m¶etodos para a resolu»c~ao de uma equa»c~ao diferencial ¶e o de Frobenius.

A solu»c~ao obtida por esse m¶etodo ¶e representada por uma s¶erie: a s¶erie de Frobenius.
Muitas vezes, entretanto, a s¶erie apresenta dois problemas que, se n~ao invalidam a
solu»c~ao, tornam-na desinteressante do ponto de vista computacional. O problema
mais s¶erio surge quando a s¶erie n~ao converge, ou simplesmente converge em regi~oes
que n~ao interessam ao problema que deu origem µa equa»c~ao diferencial. Nesse caso,
a solu»c~ao pode perder todo o seu interesse e faz-se necess¶ario procurar m¶etodos
alternativos ou complementares.
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Se esses problemas n~ao se apresentam, pode, ainda, ocorrer que a convergência
da s¶erie obtida seja demasiadamente lenta, tornando a solu»c~ao desinteressante do
ponto de vista computacional.

O objetivo deste trabalho ¶e mostrar que ¶e poss¶³vel enfrentar os problemas acima
levantados, quando se apresentarem, e mostrar como trat¶a-los com proveito e e¯ciência.
Em poucas palavras, o procedimento consiste em usar aproximantes de Pad¶e nas
solu»c~oes das equa»c~oes diferenciais.

Primeiramente, na pr¶oxima se»c~ao, apresentamos um resumo do m¶etodo de Frobe-
nius, mostrando sua estrutura e caracter¶³sticas principais. Os leitores interessados
em se aprofundar no estudo desse poderoso m¶etodo podem consultar a bibliogra¯a
sugerida no ¯nal do trabalho.

Na terceira se»c~ao, ilustramos a aplica»c~ao do m¶etodo de Frobenius na solu»c~ao da
equa»c~ao diferencial hipergeom¶etrica con°uente. A importância dessa equa»c~ao reside
no fato de que sua solu»c~ao est¶a associada a in¶umeras fun»c~oes de interesse de f¶³sicos,
matem¶aticos, qu¶³micos e estat¶³sticos. Uma dessas fun»c~oes, a fun»c~ao erro, serve de
modelo para ilustrar nossa proposta de usar aproximantes de Pad¶e na solu»c~ao de
equa»c~oes diferenciais. Esse estudo ¶e desenvolvido na se»c~ao 4.

As conclus~oes e coment¶arios ¯nais s~ao apresentados na ¶ultima se»c~ao.

2 O m¶etodo de Frobenius
Nesta se»c~ao, com o objetivo de dar a este trabalho uma relativa independência

de outros textos, vamos fazer um resumo do m¶etodo de Frobenius [FROBENIUS,
1873], muito ¶util na solu»c~ao de equa»c~oes diferenciais lineares.

Historicamente, o primeiro a propor o m¶etodo foi Euler, mas foi Frobenius quem
demonstrou a validade dos resultados.

Embora o m¶etodo se aplique a equa»c~oes diferenciais de ordem superior, vamos
considerar apenas as equa»c~oes lineares de segunda ordem por serem as mais co-
muns em diversos problemas. Estudos mais completos e aprofundados podem ser
encontrados nas obras citadas na bibliogra¯a.

Consideremos uma equa»c~ao diferencial linear e homogênea de segunda ordem

y00 + f(x)y0 + g(x)y = 0 (1)

na qual y0 = dy=dx e y00 = d 2y=dx2: Para equa»c~oes n~ao homogêneas, um coment¶ario
ser¶a feito no ¯nal desta se»c~ao.

Se os coe¯cientes f(x) e g (x) s~ao fun»c~oes anal¶³ticas em um ponto x = x0; isto ¶e,
f(x) e g (x) admitem uma representa»c~ao em s¶erie de Taylor em potências de (x¡ x0)
em uma dada vizinhan»ca de x0; sabe-se que a equa»c~ao (1) tem uma solu»c~ao que ¶e
tamb¶em anal¶³tica em x = x0 [SNEDDON, 1961; TENENBAUN et al.].

Se f(x) ou g(x) n~ao for anal¶³tica em x = x0; dizemos que x0 ¶e um ponto singular
da equa»c~ao diferencial (1). Entretanto, se a singularidade apresentada for regular
[SNEDDON, 1961; TENENBAUN et al.], isto ¶e, se multiplicarmos f(x) por (x¡ x0) e
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g(x) por (x¡ x0)2 resultarem em fun»c~oes anal¶³ticas, o m¶etodo de Frobenius ainda
se aplica, como veremos a seguir.

Multiplicando a Eq. (1) por (x¡ x0)2 obtemos
(x¡ x0)2 y00 + (x¡ x0)F (x) y0 +G(x) y = 0 (2)

na qual F (x) = (x¡x0)f(x) e G(x) = (x¡ x0)2g(x). Se F (x) e G(x) s~ao anal¶³ticas
no ponto x = x0, dizemos que x0 ¶e um ponto singular regular da equa»c~ao diferencial
(2).

O m¶etodo que descrevemos a seguir, conhecido como o m¶etodo de Frobenius,
consiste em encontrar uma solu»c~ao em s¶erie v¶alida em uma vizinhan»ca de x0:

Se x = x0 ¶e um ponto de singularidade regular da equa»c~ao diferencial (1), o teo-
rema de Frobenius garante que existe pelo menos uma solu»c~ao da forma [SNEDDON,
1961; TENENBAUN et al.]

y =
1X
i=0
ai(x¡ x0)m+i; com a0 6= 0 (3)

v¶alida em uma vizinhan»ca do ponto x = x0: Em outras palavras, se as expans~oes de
Taylor de F (x) e G (x) s~ao v¶alidas em jx¡ x0j < R; a solu»c~ao (3) existe no mesmo
dom¶³nio. Notemos que, para m = 0; a expans~ao (3) ¶e a s¶erie de Taylor de y em
torno do ponto x = x0:

Fazendo uma mudan»ca de vari¶avel, podemos sempre substituir, sem perda de
generalidade, uma expans~ao em potências de (x¡ x0) por uma outra em potências
de x. Tomamos x0 = 0 e reescrevemos a Eq. (2) como

x2y00 + xF (x) y0 +G(x) y = 0 (4)
e a expans~ao (3) como

y =
1X
i=0
aixm+i; com a0 6= 0 (5)

na qual m ainda precisa ser determinado. Esta expans~ao ¶e conhecida como s¶erie de
Frobenius para a equa»c~ao diferencial (4).

Supondo, ent~ao, que as fun»c~oes F (x) e G(x) s~ao anal¶³ticas em x = 0, cada uma
delas admite uma expans~ao em potências de x v¶alida em uma vizinhan»ca de x = 0:

Sejam
F (x) =

1X
n=0

bnxn

G(x) =
1X
n=0

cnxn
(6)

as expans~oes de F (x) e G(x) em potências de x.
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Substituindo a expans~ao (5), suas duas primeiras derivadas e as express~oes (6)
na Eq. (4), obteremos
1X
i=0
ai(m+ i)(m+ i¡1)xm+i+ 1X

n=0
bnxn

1X
i=0
ai(m+ i)xm+i+

1X
n=0

cnxn
1X
i=0
aixm+i = 0

(7)
Usando a unicidade de representa»c~ao em s¶erie de Frobenius, obtemos a rela»c~ao

m2 + (b0 ¡ 1)m+ c0 = 0; (j¶a que a0 6= 0) (8)
Esta equa»c~ao ¶e conhecida como equa»c~ao indicial e nos permite determinar m da
Eq. (5). Similarmente, igualando a zero os coe¯cientes de xm+i; obteremos as seguintes
rela»c~oes de recorrência para os coe¯cientes ai da expans~ao (5), em termos dos coe-
¯cientes conhecidos bn e cn, determinados pela Eq. (6)

ai(m+ i)(m+ i¡ 1) + iX
n=0
[bn(m+ i¡ n) + ci]ai¡n = 0; i = 1; 2; 3; : : : (9)

da qual, isolando o termo n = 0 da soma, obtemos

ai[(m+i)(m+i¡1)+b0(m+i)+c0]+ iX
n=1
[bn(m+i¡n)+ci]ai¡n = 0; i = 1; 2; 3; : : :

(10)
Sejamm1 em2 as solu»c~oes da equa»c~ao indicial (8). Tomando-se uma das solu»c~oes,

digamos m1; e substituindo-a nas rela»c~oes de recorrência (10), obteremos os coe¯-
cientes ai; i = 1; 2; 3; : : : e, portanto, determinamos a solu»c~ao

y1 =
1X
i=0
aixi+m1 (11)

Analogamente, a raiz m2 da equa»c~ao indicial nos d¶a a solu»c~ao

y2 =
1X
i=0
a0ixi+m2 (12)

Para concluir este resumo, precisamos considerar os três casos que surgem,
de¯nidos pela natureza das ra¶³zes da equa»c~ao indicial (8) [TENENBAUN, et al.].
² Caso 1: m1 6= m2 e sua diferen»ca n~ao ¶e um inteiro.
Neste caso, pode-se mostrar que as solu»c~oes y1 e y2 s~ao linearmente independentes

e a solu»c~ao geral da equa»c~ao (4) ¶e da forma:

y = A
1X
i=0
aixi+m1 +B

1X
i=0
a0ixi+m2 (13)

na qual A e B s~ao constantes que dependem das condi»c~oes iniciais.
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² Caso 2: m1 = m2.
Se as ra¶³zes da equa»c~ao indicial s~ao iguais, podemos obter somente uma solu»c~ao

em s¶erie de Frobenius.

² Caso 3: m1 = m2 + n; em que n ¶e um n¶umero inteiro e positivo.

Neste caso, todos os coe¯cientes em uma das solu»c~oes s~ao in¯nitos ou indeter-
minados a partir de um certo ponto. Pode-se mostrar que as solu»c~oes linearmente
independentes s~ao da forma [CODDINGTON et al., 1955; BRADBURY, 1984]:

y1 = xm1
1X
i=0

aixi;

y2 = ®ny1 lnx+ xm1
1X
i=0
bixi

(14)

em que ®n ¶e o coe¯ciente de xn na expans~ao de

xn+1
[y1(x)]2

exp
2
4 xZ
0
tF (t)dt

3
5 (15)

Pode acontecer que ®n = 0 quando y2 n~ao contenha um termo logar¶³tmico.
Para os prop¶ositos deste trabalho, vamos considerar apenas o caso 1, isto ¶e, as

ra¶³zes da equa»c~ao indicial s~ao diferentes e a sua diferen»ca n~ao ¶e um inteiro.
O m¶etodo de Frobenius tamb¶em se aplica nos casos de equa»c~oes diferenciais

lineares n~ao homogêneas, isto ¶e, para equa»c~oes do tipo
(x¡ x0)2y00 + (x¡ x0)F (x)y0 +G(x)y = H(x) (16)

se o termo n~ao homogêneo, H(x); puder ser expresso como uma s¶erie de Frobenius.
Nesse caso, desenvolve-se tamb¶em H(x) em s¶erie de potências de (x¡x0) e aplica-se
o algoritmo desenvolvido acima [TENENBAUN et al.].

3 Equa»c~ao hipergeom¶etrica con°uente
Como uma aplica»c~ao do m¶etodo de Frobenius e para preparar material para a

pr¶oxima se»c~ao, vamos considerar a equa»c~ao diferencial ordin¶aria de segunda ordem,
conhecida como equa»c~ao hipergeom¶etrica con°uente

xy00 + (¯ ¡ x)y0 ¡ ®y = 0 (17)
na qual ® e ¯ s~ao constantes. Esta equa»c~ao ¶e muito importante, pois aparece
freqÄuentemente em problemas de f¶³sica matem¶atica. N~ao nos alongaremos neste
estudo, j¶a que a equa»c~ao hipergeom¶etrica con°uente foi alvo de an¶alises matem¶aticas
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exaustivas e as propriedades de suas solu»c~oes j¶a foram amplamente exploradas na
literatura especializada.

Al¶em de considerar a equa»c~ao hipergeom¶etrica con°uente para ilustrar o m¶etodo
de Frobenius, vamos usar uma de suas solu»c~oes para completar o estudo que pro-
gramamos desenvolver neste trabalho.

Multiplicando a Eq. (17) por x temos
x2y00 + x(¯ ¡ x)y0 ¡ ®xy = 0 (18)

A Eq. (18) tem um ponto de singularidade regular em x = 0. Assim, comparando
a Eq. (18) com a Eq. (4), na vizinhan»ca de x = 0; temos

F (x) = ¯ ¡ x e G(x) = ¡®x (19)
que s~ao obviamente anal¶³ticas na vizinhan»ca de x = 0: Procuramos uma solu»c~ao em
s¶erie de Frobenius da forma:

y = xm ¡a0 + a1x+ a2x2 + ¢ ¢ ¢¢ ; a0 6= 0 (20)

As fun»c~oes F (x) e G(x) j¶a est~ao em s¶erie do tipo (6), tomando b0 = ¯; b1 = ¡1,
c0 = 0 e c1 = ¡®, e todos os demais coe¯cientes b0s e c0s nulos. Substituindo estes
valores na equa»c~ao indicial (8 ), obtemos

m(m¡ 1 + ¯) = 0 (21)
cujas ra¶³zes s~ao m1 = 0 e m2 = 1¡ ¯:

Considerando a raiz m1 = 0; temos a solu»c~ao

y1 =
1X
n=0

anxn (22)

Substituindo esta s¶erie e suas duas primeiras derivadas na Eq. (18), obtemos a
rela»c~ao 1X

n=0
ann[(n¡ 1) + ¯]xn¡1 ¡ 1X

n=0
an(n+ ®)xn = 0 (23)

que ¶e equivalente a
1X
n=0

fan+1[(n+ 1) (n+ ¯)]¡ an (n+ ®)gxn = 0 (24)

De (24), encontramos a seguinte rela»c~ao de recorrência para os coe¯cientes an

an+1 = (n+ ®)
(n+ 1) (n+ ¯) an; n = 0; 1; 2; : : : e ¯ 6= 0;¡1;¡2;¡3; : : : (25)
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ou, de um modo geral,

an = (®)n
(¯)nn!a0; n = 0; 1; 2; 3; : : : (26)

onde introduzimos o s¶³mbolo de Pochhammer [ABRAMOWITZ et al., 1980]

(p)n = p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3) ¢ ¢ ¢ (p+ n¡ 1); (p)0 = 1 (27)

Tomando a0 = 1, temos a solu»c~ao conhecida como fun»c~ao hipergeom¶etrica con-
°uente, ou fun»c~ao de Kummer M(®; ¯; x) [ABRAMOWITZ et al., 1980; SNEDDON,
1961]

y1 = M(®; ¯; x) =
1X
n=0

(®)n
(¯)nn!x

n

= 1 + ®¯
x
1! +

®(®+ 1)
¯(¯ + 1)

x2
2! + ¢ ¢ ¢+ ®(®+ 1) ¢ ¢ ¢ (®+ n¡ 1)¯(¯ + 1) ¢ ¢ ¢ (¯ + n¡ 1) x

n

n! + ¢ ¢ ¢
¯ 6= 0;¡1;¡2;¡3; ¢ ¢ ¢ (28)

A s¶erie (28) ¶e conhecida como s¶erie hipergeom¶etrica con°uente. Se ® ¶e nulo ou
um inteiro negativo, a s¶erie hipergeom¶etrica se reduz a um polinômio.

A outra raiz, m2 = 1¡ ¯, da equa»c~ao indicial (21), produz a seguinte solu»c~ao
y2 = x1¡¯M(®¡ ¯ + 1; 2¡ ¯; x) (29)

e a solu»c~ao geral da Eq. (18) ¶e

y = Ay1 +By2 = A M(®; ¯; x) +B x1¡¯M(®¡ ¯ + 1; 2¡ ¯; x) (30)

desde que 1¡ ¯ seja n~ao nulo ou um inteiro. Sabe-se que esta solu»c~ao converge sejxj < 1 [SNEDDON, 1961]. Na express~ao Eq. (30), A e B s~ao constantes \arbitr¶arias"
que dependem das condi»c~oes de contorno.

4 Padeiza»c~ao da solu»c~ao de uma equa»c~ao diferencial
Vimos como resolver uma equa»c~ao diferencial ordin¶aria, de segunda ordem, pelo

m¶etodo de Frobenius. Esse m¶etodo nos d¶a a solu»c~ao em termos de uma representa»c~ao
em s¶erie de potências. Muitas vezes, o raio de convergência dessa s¶erie ¶e muito
pequeno, n~ao englobando valores de interesse particular da vari¶avel independente.
Al¶em disso, mesmo limitando-nos µa regi~ao de convergência, essa pode ser extrema
e desalentadoramente lenta, comprometendo o interesse pela solu»c~ao. Vamos ver,
entretanto, que ¶e poss¶³vel contornar esse problema.
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4.1 A fun»c~ao erro
Uma fun»c~ao de interesse em estat¶³stica e em v¶arios problemas de f¶³sica ¶e a fun»c~ao

erro, relacionada com uma fun»c~ao hipergeom¶etrica con°uente (28) da seguinte forma
[ABRAMOWITZ et al., 1980]:

erf(x) = 2xp¼M(12 ; 32 ;¡x2) (31)
na qual M(®; ¯; x) ¶e solu»c~ao da equa»c~ao diferencial (17), com ® = 1=2 e ¯ = 3=2.

A fun»c~ao erro pode, ent~ao, ser representada pela express~ao

erf(x) = 2xp¼
µ
1¡ x23 + x

4

10 ¡ x
6

42 +
x8
216 ¡ ¢ ¢ ¢

¶
(32)

na qual a s¶erie entre parênteses foi obtida a partir da Eq. (28), com ® = 1=2 e
¯ = 3=2, e x substitu¶³do por ¡x2:

Para ilustrar as id¶eias abordadas, a ¯gura 1 mostra o gr¶a¯co dessa fun»c~ao quando
truncamos a s¶erie no termo x40, tomando, assim, 41 coe¯cientes, ou pe»cas de in-
forma»c~ao da s¶erie: Na mesma ¯gura, mostramos o gr¶a¯co da representa»c~ao exata
de erf(x), obtida, por exemplo, a partir da integra»c~ao num¶erica dessa sua outra
representa»c~ao [SNEDDON, 1961]

erf(x) = 2p¼
xZ
0
e¡t2dt (33)

Notemos que
limx!1 erf(x) =

2p¼
1Z
0
e¡t2dt = 1 (34)

Figura 1. Fun»c~ao erf(x): Linha cont¶³nua: exata; linha tracejada: s¶erie de Frobenius trun-
cada em x40. Note-se a divergência da s¶erie a partir de jxj & 3:
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Essa ¯gura mostra, claramente, a inutilidade da s¶erie truncada de Frobenius a
partir de jxj & 3, apesar de termos considerado 41 pe»cas de informa»c~ao! Por outro
lado, como vimos, o m¶etodo de Frobenius ¶e bastante geral e f¶acil de ser aplicado,
sendo, assim, muito ¶util na solu»c~ao de equa»c~oes diferenciais ordin¶arias. Por¶em, o
que fazer quando encontramos situa»c~oes de divergência como a ilustrada na ¯gura
1? Devemos desanimar e abandonar a solu»c~ao?

Uma possibilidade a ser explorada para \salvar" a solu»c~ao obtida ¶e padeizar a
s¶erie de Frobenius, isto ¶e, represent¶a-la por fun»c~oes racionais, pelo m¶etodo de¯nido
e desenvolvido por Pad¶e [BAKER, 1975; AGUILERA-NAVARRO et al., 1999]. ¶E o que
vamos fazer em seguida. Antes, por¶em, para facilitar o leitor, vamos apresentar a
essência das id¶eias de Pad¶e.

Seja a s¶erie de potências

f(x) = f0 + f1x+ f2x2 + f3x3 + ¢ ¢ ¢ (35)

A esta s¶erie podemos associar uma fun»c~ao racional (quociente de dois polinômios)
que indicamos por [L=M ], e de¯nida por

[L=M ] = pL(x)
qM(x) =

p0 + p1x+ p2x2 + ¢ ¢ ¢+ pLxL
1 + q1x+ q2x2 + ¢ ¢ ¢+ qMxM (36)

Os coe¯cientes p0s e q0s s~ao determinados pela condi»c~ao [BAKER, 1975; AGUILERA-
NAVARRO et al., 1999]

f(x)¡ pL(x)
qM(x) = O

¡xL+M+1¢ (37)

na qual O ¡xL+M+1¢ se refere a uma expres~ao de termos de ordem maior ou igual a
L+M + 1:

A fun»c~ao racional (36), com a condi»c~ao estabelecida em (37), se diz o aproxi-
mante de Pad¶e [L=M ] ou, simplesmente, pad¶e [L=M ] associado µa expans~ao (35).
Remetemos ao leitor interessado em se aprofundar sobre esse tema µas referências
citadas.

Ao truncarmos no termo x40 a s¶erie que est¶a entre parênteses na (32), teremos
µa nossa disposi»c~ao 41 pe»cas de informa»c~ao. Com elas, podemos construir todos os
pad¶es, tais que [BAKER, 1975; AGUILERA-NAVARRO et al., 1999]

L+M + 1 · 40 (38)

Na ¯gura 2, mostramos o pad¶e [5=5] associado com a fun»c~ao erro, Eq. (31), e o
comparamos com a representa»c~ao exata dessa mesma fun»c~ao. Na escala da ¯gura,
notamos completa concordância do pad¶e [5=5] com a representa»c~ao exata. ¶E not¶avel,
tamb¶em, que o pad¶e d¶a a indica»c~ao correta do limite (34).
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Figura 2. Fun»c~ao erf(x): Linha cont¶³nua: exata; linha tracejada: pad¶e [5/5]. Na escala da
¯gura, as duas curvas coincidem.

Podemos avaliar a e¯ciência do m¶etodo que acabamos de apresentar notando que
a representa»c~ao truncada, inevit¶avel em c¶alculos num¶ericos, divergiu drasticamente
a partir de jxj & 3, apesar de termos usado 41 pe»cas de informa»c~ao. Por outro lado,
o pad¶e [5; 5] representou magni¯camente bem a fun»c~ao exata usando apenas, e t~ao
apenas, 11 pe»cas de informa»c~ao, conforme condi»c~ao (38)!

5 Conclus~ao
O m¶etodo de Frobenius ¶e bastante importante na solu»c~ao de equa»c~oes dife-

renciais ordin¶arias sem pontos de singularidade ou que apresentem singularidades
regulares. Esse m¶etodo conduz a uma solu»c~ao representada por uma s¶erie multipli-
cada por uma potência ¯nita da vari¶avel independente, a s¶erie de Frobenius. Nas
aplica»c~oes num¶ericas, invariavelmente, temos de truncar a s¶erie em algum ponto,
reduzindo-a a um polinômio. Ao fazer essa redu»c~ao, o resultado pode n~ao convergir,
obrigando-nos a considerar mais termos da s¶erie aumentando o grau do polinômio.

Al¶em disso, muitas vezes, a representa»c~ao de uma solu»c~ao por s¶eries pode apre-
sentar algumas di¯culdades, tais como: convergência extremamente lenta, ou ent~ao,
o seu raio de convergência n~ao engloba regi~oes de interesse particular do problema
em estudo. N~ao ¶e raro, na F¶³sica, encontrar tais expans~oes que convergem em regi~oes
sem nenhum interesse f¶³sico.

O uso de aproximantes de Pad¶e no tratamento da s¶erie de Frobenius mostra
que os problemas assinalados muitas vezes podem ser eliminados ou, pelo menos,
minimizados.
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