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Resumo: Neste trabalho, de natureza essencialmente pedagdgica, apresentamos um método
pouco conhecido, ausente dos livros textos, para se obter uma solug¢ao de uma equagao dife-
rencial ordindria de sequnda ordem. O método baseia-se no conceito de fracdes continuas.
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Abstract: An unusual method to solve ordinary second-order differential equation based on
continued fractions is presented.
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1 Introducao

A modelagem de um problema em Matemética Aplicada, em Fisica e em outras
areas onde a Matematica desempenha um papel relevante, muitas vezes nos conduz a
equacoes diferenciais cujas solugoes sao dificeis de obter. Ademais, é sabido que sao
poucas as equagoes diferenciais cujas solugdes podem ser explicita ou implicitamente
expressas em termos de fungoes elementares ou de fungoes especiais e para as quais
se dispoe de um método de resolucao bem definido.
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Muitas vezes, uma solucao implicita em termos de funcoes elementares pode
nos conduzir a uma expressao bastante complicada, tornando extremamente dificil
encontrar valores da variavel dependente para os dados valores da variavel indepen-
dente, sendo, assim, quase inutil a solugao obtida.

Neste trabalho, de natureza claramente pedagdgica, discutimos um método para
resolver equacoOes diferenciais ordindrias, que nao é apresentado na maioria dos
livros textos sobre o assunto. Esse método, que chamaremos métodos das fracdes
continuas para solucdo de equagdes diferenciais ordindrias, ou simplesmente, método
das fracdes continuas, produz uma representacao para a derivada logaritmica da
solugao procurada, em termos de fracoes continuas.

Na préxima secao, apresentamos os detalhes do método das fragdes continuas
indicando um algoritmo que define, de forma simples e sistematica, os diversos niveis
da fragdo continua. Na secéo 3, aplicaremos o método para resolver uma equacao
diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes. Esse exemplo é apenas
didatico, pois a solugao de tais equagoes é bastante conhecida e pode ser obtida por
métodos classicos. Serve, pois, apenas para exemplificar a sistemética da busca de
uma solugdo e constiuir-se num paradigma para tratar casos mais complicados.

Aos interessados em se aprofundar na Teoria das Equacoes Diferenciais oferece-
mos, no final do texto, uma bibliografia.

2 O método das fragoes continuas

Nesta secao, vamos apresentar o método das fracées continuas para encontrar
a solugdo de uma equagao diferencial ordindria, de segunda ordem, homogénea.
Um breve, mas auto-suficiente apanhado da teoria das fracbes continuas pode ser
encontrado em AGUILERA-NAVARRO et al., 2000.

Consideremos a equagao diferencial ordindria homogénea de segunda ordem, em
sua forma mais geral, isto é

d’y dy
onde A(z), B(x) e C(x) sao funcoes de z, continuas num mesmo intervalo I, e ndo

se anulam quando a variavel independente z pertence a esse intervalo, isto €,

A(x) #0
B(x)#0 ; parax € [ (2)
C(x)#0

Resolver a equacao (1) significa encontrar a fungao y = y(x) que a satisfaca. Para
simplificar a notagao, adotamos a convengao de Newton para indicar derivadas, isto

3

€,

d d?
r_ay o n__ a’y (3)

y_da: y_daz2
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Assim, reescrevemos a equagao (1) sob a forma

A(z)y" + B(x)y’ + C(z)y =0 (4)

Tendo em conta as condigoes definidas em (2), podemos dividir toda a equagao
(4) por C(z) e reescrevé-la na forma

y=Quy' + Py" (5)
onde

Qo = Qo(z) = —B(z)/C(z) e P = Pi(z) = —A(z)/C(x) (6)

Derivando uma vez a equagao (5) com respeito a z, obtemos

y/:Qéy/+Q0y//+P1/y//+Ply/// (7)
Essa expressao pode ser reagrupada como

y/(l _ QOI) — (QO +P1/)y/, +P1y”l
que, por sua vez, pode ser reescrita na forma

/_(Q0+P1/) " Py "
Tt T

ou, ainda,
y/:Qly//+P2y/// (8)
onde
_ _ Qo+ F)
e
Py
P2 = PQ({E) = m (10)

Em seguida, derivamos y’, dado em (8), para obter

y// — Q{y//+Qly/// +P2/y/// +P2yiv (11)

Reagrupando os termos de (11) e reescrevendo o resultado no padrao definido
em (8), obtemos

y// — Q2y/// 4 ngiv (12)

onde, de modo similar a (9) e (10), Q2 e P3 sao dados por
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Q2 = Qola) = %_—*C)Pf (13)
€
P3 = Pg(l’) = 1 P2Q, (14)
1

Derivando y” dado em (12) e continuando com esse processo, no n-ésimo passo,
obtemos

Yy () = Qny (n+1) + Pn-‘rly (n+2) (15)
com
n-1+P,
Qo= Qula) = Gt (16)
n—1
(§
Py

Ppi1 = Poya(x) (17)

“1_-0" .

n—1

Na expressao (15), y (") representa a derivada de ordem n de y com relacio a .
Até que ordem devemos derivar y depende da precisao que se requer para a solucao
do problema que estd sendo considerado.

Para trazer a tona o algoritmo implicito nesses calculos, reescrevamos alguns dos
resultados obtidos até este ponto. A equagao (5) toma a forma

"

%:QO‘f‘Pl%
ou
y Py
L= Qo+ 18
y/ 0 y_/ ( )
y//

Reescrevamos, agora, a equagao (8) como

/ nm

Y Y
W = Q1+P2W

P

= Ql—i‘W

ﬁ

Substituindo esse resultado em (18) obtemos
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P
L= Qut ——p (19)
Q1+ W
W
Continuando com esse procedimento, chegamos a seguinte expressao
P
= Qo+ = (20)
Y Q1+ 2
Qs+ =——

Q 4+
O inverso de (20) representa a derivada do logaritmo neperiano de y, ou, em outras
palavras, a derivada logaritmica de y. A fragao continua obtida em (20) é a esséncia
do método aqui discutido. Notemos que Qo, @1,Q2,... € P, P2, P3,... sao fungoes
da varidavel independente z.
Como ilustracao, na préxima secao, aplicaremos o método da fracdo continua
para resolver uma equagao diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes.
Antes de encerrar esta secao, é importante salientar que o método exposto conduz
a uma solucao do tipo discutido apenas se a fracao continua

1
o (21)
QO + P
2
Q1+ P
3
QQ + —P
Q3 + 74
Q 4+
converge. Assim, vamos enunciar, sem demonstrar, o seguinte teorema (PERRON,
1913):
Teorema: A fragdo continua (21) converge para o valor y'/y somente se

i)y#0

(

(if) limy oo Py = P < 00

(iil) limy—0o Qn = Q < 00

(iv) as raizes pie p2 de p?> — Qp — P = 0 ndo tém o mesmo médulo
- 1/ _

(v) se |p2|<[ p1] , entéo limy, o0 ‘y(")] " < Jp2| ™" desde que |pz| # 0.

Quando |p2| =0, a condicao (v) é substituida por

(V') limy, o0 ‘y(")‘ " < .

3 Equacao diferencial com coeficientes constantes

Consideremos a equacao diferencial (5) para o caso particular em que as fungoes
Qo(x) e Pi(x) sejam constantes e iguais a 2a e b, respectivamente. Essa equacao
toma, entao, a forma
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y = 2ay’ +by" (22)

O coeficiente 2 nao tem qualquer significado especial. Af estd apenas para simplificar
a apresentacao do resultado final.

Evidentemente, todas as derivadas em (9), (10), (13), (14), (16) e (17) sdo nulas
nesse caso, pois @1, Q2,...,Qne P, P3, ..., P11 sdo constantes. Conseqiientemente,
essas equacoes mostram que todas as funcgoes do tipo @) e as do tipo P sdo expressas
diretamente em termos das constantes da equagao original (22). Explicitamente

Qi=Q2=Q3=...=Qo=2a (23)
e
Py=Py=P=..=P =b (24)
Inserindo os resultados (23) e (24) em (20) obtemos que
b
E/ =2a + b
2a +
b
2a + b
2
R P
que podemos escrever como
b
i/ —a=a+ 5 (25)
y 2a +
b
2a +
2 e
ot 2a +

O segundo membro de (25) nada mais é do que a representagdo em termos de
fracdo continua da expressao (AGUILERA-NAVARRO et al., 2000)

a?+b
Assim, a equacao (25) toma a forma

Lo V¥

Y
de onde vemos que
y' _ d(Iny) _ (26)
Y dx
onde, para simplificar a notagao, introduzimos a constante c¢ através da definicao
1
= ———— (27)

a++vVa2+b
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De (26), concluimos que

Iny = /Cdil? =cx +Inyo (28)

onde gy é uma constante determinada pelas condigOes iniciais impostas a solucao
da equagao (22). Tomamos o logaritmo de yg, apenas por conveniéncia, como serd
visto na seqiiéncia.

Finalmente, calculando a fungao exponencial dos dois membros de (28), obtemos
a solucao procurada da equagao diferencial (22), a saber,

y = yo exp (cx) (29)

com ¢ dado por (27).
Podemos verificar que (29) é realmente uma solugao da equagao diferencial (22),
inserindo-a na equagao, tomando em conta a expressao para ¢ dada em (27).

4 Discussao e conclusao

O método das fracoes continuas permite-nos desenvolver um algoritmo iterativo
e sistemaético para encontrar uma solucdo de uma equacao diferencial ordindria de
segunda ordem. Esse método nao conduz a chamada “solugao geral”, mas sempre
leva a pelo menos uma solucao, ainda que formal.

Ilustramos o método aplicando-o ao caso particular de uma equacao diferencial
ordinaria com coeficientes constantes. Aplicagoes mais elaboradas em equacoes asso-
ciadas a alguns problemas de fisica podem ser encontradas na referéncia GARIBOTTI
et al., 1975.
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