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Resumo: Dentro da tem¶atica do tempo de tunelamento, utilizando o m¶etodo da fase esta-
cion¶aria, examinamos o tempo de trânsito de um pacote de ondas na regi~ao de uma barreira
de potencial retangular. O pacote de ondas incidente ¶e constru¶³do a partir de uma dis-
tribui»c~ao gaussiana de momentos. O tempo de trânsito obtido ¶e livre das contribui»c~oes
devidas µas perturba»c~oes causadas pelas interferências na regi~ao imediatamente anterior µa
barreira de potencial. Mede o tempo de propaga»c~ao do pacote de ondas atrav¶es da regi~ao
do potencial a partir da sua emergência no in¶³cio da barreira at¶e a sua chegada ao ¯nal da
mesma, dentro dos procedimentos do m¶etodo da fase estacion¶aria.
Palavras-chave: tunelamento, fase estacion¶aria, tempo de trânsito, pacotes de ondas
Abstract: The method of stationary phase is used to discuss the tunneling time of a
wavepacket through a rectangular barrier. The incident wavepacket is built from a mo-
mentum Gaussian distribution. The obtained tunneling time is free from the perturbations
due to the interference nearby the front of the barrier. This tunneling time represents how
long it takes the wavepacket since it emerges from the beginning of the barrier until it reaches
the other extremity.
Key words: tunneling, stationary phase, tunneling time, wavepackets
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1 Introdu»c~ao
Utilizando o m¶etodo da fase estacion¶aria [1],[2], desenvolvemos um estudo do

tempo de tunelamento de uma part¶³cula com energia cin¶etica inicial E < V0, repre-
sentada por um pacote de ondas gaussiano incidindo sobre uma barreira de potencial
retangular de altura V0 de¯nido em 0 < x < a,

V (x) =
8><
>:
0; x < 0
V0; 0 < x < a
0; x > a

(1)

¶E necess¶ario salientar que existe uma vasta bibliogra¯a tratando do assunto `tempo
de tunelamento', com v¶arias propostas sobre como calcular o tempo supostamente
gasto por uma part¶³cula durante o processo de tunelamento atrav¶es de uma regi~ao
de potencial. Citamos, por exemplo, os trabalhos [3]-[7] onde o leitor interessado
pode encontrar referências adicionais.

Como um pacote de ondas tem componentes de velocidades acima e abaixo da
velocidade do pico, que, no caso do pacote gaussiano, coincide com o seu valor m¶edio,
obviamente as componentes mais r¶apidas atingem primeiro a barreira de potencial,
sendo que uma parte ¶e transmitida e outra parte ¶e re°etida. As ondas re°etidas
iniciam o processo de interferência com as pr¶oximas componentes que chegam em
dire»c~ao µa barreira, e assim por diante, descaracterizando o pacote de ondas incidente,
que se decomp~oe, como resultado das interferências, em v¶arios m¶aximos e m¶³nimos,
formando t¶³picos padr~oes de interferência.

Como as ondas r¶apidas têm coe¯cientes de transmiss~ao maior do que os das on-
das mais lentas, e obviamente atingem a regi~ao do potencial antes, pode ocorrer de o
pico do pacote de ondas transmitidas, formadas a partir dessas ondas mais r¶apidas,
surgir antes que o pico do pacote de ondas incidente atinja a barreira (supondo que,
de alguma maneira, as ondas re°etidas possam ser suprimidas, para que a integri-
dade do pacote incidente possa ser mantida). O nosso tempo de transmiss~ao, ¢tT ,
de¯nido em [1]-[2], incorpora esse adiantamento na forma»c~ao do pico do pacote de
ondas transmitido, caracterizado pelos seus valores negativos para determinadas ve-
locidades de grupo do pacote incidente. ¶E necess¶ario muita cautela na interpreta»c~ao
desses resultados, pois, obviamente um tempo de transmiss~ao negativo sugere um
processo de quebra de causalidade. Processo semelhante ¶e conhecido no caso eletro-
magn¶etico, quando a velocidade de grupo de pacotes de ondas atrav¶es de um meio
dispersivo pode adquirir um valor superluminal, o que tem causado muitas con-
trov¶ersias em rela»c~ao µa viola»c~ao ou n~ao dos princ¶³pios da Relatividade Restrita [8].

Neste trabalho, vamos de¯nir um tempo de trânsito do pacote de ondas na regi~ao
do potencial, 0 < x < a, a partir do intervalo de tempo entre a emergência do pico
do pacote em x = 0 e a sua chegada em x = a, quando simultaneamente ocorre
a emergência do pico do pacote de ondas transmitido. Esse procedimento tem a
vantagem de considerar apenas a parte do pacote de ondas incidente que penetra
na regi~ao do potencial. Vamos nos basear na an¶alise da fase estacion¶aria [9] para
identi¯car a posi»c~ao do pico do pacote de ondas.
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2 O pacote de ondas
Sejam as auto fun»c~oes de energia uE(x) para o potencial V (x) determinado pela

equa»c~ao (1.1)

uE(x) =
8><
>:
u1(x) = Aeikx +A0e¡ikx ; x < 0
u2(x) = Be¡½x +De½x ; 0 < x < a
u3(x) = Ceikx ; x > a

(2)

onde
k =

s
2mE
¹h2 ; k0 =

s
2mV0
¹h2 e ½ =

q
k20 ¡ k2 (3)

A partir das condi»c~oes de continuidade da fun»c~ao de onda e sua derivada nos
pontos de descontinuidade do potencial, obtêm-se, ap¶os alguma ¶algebra,

A0
A = (½2 + k2)(e2½a ¡ 1)

(½+ ik)2 ¡ (½¡ ik)2e2½a
B
A = 2ik(½¡ ik)e2½a

(½+ ik)2 ¡ (½¡ ik)2e2½a
C
A = 4½2e½ae¡ika

(½+ ik)2 ¡ (½¡ ik)2e2½a
D
A = 2ik(½+ ik)

(½+ ik)2 ¡ (½¡ ik)2e2½a
Colocando-se os n¶umeros complexos na sua forma polar

z = x+ iy =
q
x2 + y2ei arctan(y=x)

e tomando A = 1, obtemos para os coe¯cientes em (2.1)

A0 =
¡e¡2½a ¡ 1¢

r e¡i® (4)

para as ondas re°etidas,

B = ¡2 cos µr eiµe¡i® e D = e¡2½a 2 cos µr e¡iµe¡i® (5)

para as ondas na regi~ao do potencial e

C = e¡½a 2 sin 2µr e¡ikae¡i®e¡i¼=2 (6)

para as ondas transmitidas, onde

r =
q
(1 + e¡4½a ¡ 2e¡2½a cos 4µ) (7)
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e as vari¶aveis angulares s~ao de¯nidas por

cos µ = k
k0 , sin µ =

½
k0 ; tan® = coth(½a) tan 2µ (8)

O coe¯ciente de transmiss~ao ¯ca

T = jCj2 = 2sin2 2µ
cosh 2½a¡ cos 4µ (9)

e o coe¯ciente de re°ex~ao

R = ¯̄A0¯̄2 = cosh(2½a)¡ 1
cosh 2½a¡ cos 4µ (10)

A ¯gura 1 mostra o comportamento, em fun»c~ao do momento incidente k, do
coe¯ciente de transmiss~ao, T, em linha cont¶³nua, e do coe¯ciente de re°ex~ao R, em
linha tracejada, para a altura e largura da barreira do potencial relacionadas por
k0a = 1. Esses coe¯cientes, que satisfazem a rela»c~ao

R+ T = 1 (11)

s~ao muito sens¶³veis ao aumento na altura ou na largura da barreira do potencial.
Por exemplo, a ¯gura 2 mostra os mesmos coe¯cientes de transmiss~ao e de re°ex~ao
da ¯gura 1, agora para k0a = 2, revelando, neste caso, um aumento consider¶avel na
probabilidade de re°ex~ao.

Figura 1: Comportamento dos coe¯cientes de transmiss~ao, T, em linha cont¶³nua, e
de re°ex~ao, R, em linha tracejada, em fun»cµao de k=k0, para k0a = 1:
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Figura 2: Comportamento dos coe¯cientes de transmiss~ao, T, em linha cont¶³nua, e
de re°ex~ao, R, em linha tracejada, em fun»c~ao de k=k0, para k0a = 2:

Como estamos nos restringindo a solu»c~oes de energia E < V0, temos

0 < k < k0 ) k0 > ½ > 0) ¼=2 > µ > 0 (12)
Utilizando-se o princ¶³pio da superposi»c~ao, podemos escrever Ã(x; t) na forma

Ã(x; t) = 1p2¼
Z k0
0
Á(k)e¡i!k(t¡t0)uk(x) dk (13)

com as uk(x) dadas pelas express~oes (2.1),

!(k) = ¹hk2
2m (14)

e onde escolhemos Á(k) da forma

Á(k) = g(k ¡ k) eik` = 1¡2¼¾2k¢1=4 e
ik` e¡(k¡k)2=4¾2k (15)

A fun»c~ao de onda Ã(x; t); assim de¯nida, descreve um pacote de ondas que se
desloca, a partir de t = 0, com a velocidade de grupo

v0 = ¹hk
m ; k < k0 (16)

da regi~ao x = ¡1 em dire»c~ao µa regi~ao do potencial, em x = 0; centrado inicialmente
em x = ¡`. Queremos observar que, embora as uk(x) apresentem as componentes
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re°etida, transmitida, e na regi~ao do potencial, em t = 0 (para detalhes ver [1]-[2]),
somente a componente incidente contribui para Ã(x; t), de forma que

Ã(x; 0) =
µ 1
2¼¾2x

¶1=4
eik(x+`)e¡(x+`)2=2¾2x (17)

representa uma distribui»c~ao de probabilidade gaussiana de encontrar-se a part¶³cula
centrada em x = ¡`. Devemos ressaltar ainda que, estando a integra»c~ao em k
restrita µa regi~ao 0 < k < k0, a distribui»c~ao espacial Ã(x; 0) ser¶a aproximadamente
da forma gaussiana. Esta forma gaussiana ¶e t~ao mais precisa quanto menor for a
largura ¾2k da distribui»c~ao de momentos, e quanto mais distante k estiver dos seusextremos k = 0 e k = k0, tal que possamos assegurar queZ k0

0
g(k ¡ k) eik`eikx dk ' Z 1

¡1 g(k ¡ k) eik`eikx dk (18)

assim como

hki = Z k0
0
k
¯̄̄
g(k ¡ k) ¯̄̄2 dk ' Z 1

0
k
¯̄̄
g(k ¡ k) ¯̄̄2 dk = k (19)

Assumindo como satisfeitas as condi»c~oes (18) e (19), temos os pacotes nas três
regi~oes,

Ã(x; t) =
8><
>:
Ã1(x; t) = Ã³(x; t) + ÃR(x; t) ; x < 0
Ã2(x; t) ; 0 < x < a
Ã3(x; t) = ÃT (x; t) ; x > a

(20)

onde Ã³(x; t) ¶e o pacote de ondas incidente

Ã³(x; t) = 1p2¼
Z k0
0
Á³(k) eif³(k;x;t) dk (21)

com distribui»c~ao de momentos

Á³(k) = g(k ¡ k) = 1
(2¼¾2k)1=4

e¡(k¡k)2=4¾2k (22)

e fase
f³(k; x; t) = k (x+ `)¡ !(k) t (23)

e ÃR(x; t) ¶e o pacote de ondas re°etido

ÃR(x; t) = 1p2¼
Z k0
0
ÁR(k) eifR(k;x;t) dk (24)

com distribui»c~ao de momentos

ÁR(k) = ¡2g(k ¡ k) sinh ½ap2 cosh ½a¡ 2 cos 4µ (25)
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e fase
fR(k; x; t) = ¡k (x¡ `)¡ !(k) t¡ ® (26)

Na regi~ao x > a, temos o pacote de ondas transmitido

ÃT (x; t) = 1p2¼
Z k0
0
ÁT (k) eifT (k;x;t) dk (27)

com distribui»c~ao de momentos

ÁT (k) = g(k ¡ k) e¡½a2 sin 2µr (28)

e fase
fT (k; x; t) = k(x+ `¡ a)¡ !(k) t¡ ®¡ ¼=2 (29)

A condi»c~ao de fase estacion¶aria [9]
df(k)
dk

¯̄̄
¯k=k = 0 (30)

com f(k) tomada como a fase das ondas incidente, re°etida ou transmitida, deter-
mina a equa»c~ao da trajet¶oria x(t) dos picos dos pacotes de ondas.

Utilizando-se a express~ao para a fase da onda incidente em (30), obt¶em-se a
equa»c~ao para a posi»c~ao do pico incidente

x³(t) = ¡`+ v0(t¡ t0) (31)
onde

v0 = ¹hk
m (32)

A trajet¶oria do pico do pacote de ondas re°etido ¶e
xR(t) = ¡vRt+ `¡ ®R = ¡vR(t¡ t1) (33)

v¶alida na regi~ao ¡` < x < 0; nos instantes de tempo t > t1, e para o pacote de
ondas transmitido, a trajet¶oria do pico ¯ca

xT (t) = vT t¡ `+ ®T + a = vT (t¡ t3) + a (34)
v¶alida na regi~ao x > a e nos instantes de tempo t > t3: Em (33) e (34), vR e vT s~ao as
velocidades de grupo dos pacotes de ondas re°etido e transmitido, respectivamente.
As quantidades ®R e ®T s~ao obtidas de

® = d®(k)
dk (35)

com a derivada calculada nos pontos kR e kT .
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Um an¶alise simples mostra que o pico incidente atinge a barreira de potencial,
em x = 0, no instante

t0 = `
v0 =

m`
¹hk (36)

Somente no instante
t1 = `

vR ¡ ®RvR (37)
o pico re°etido parte da barreira de potencial, em x = 0, retornando com velocidade
vR: Da mesma maneira, no instante

t3 = `
vT ¡ ®TvT (38)

o pico do pacote transmitido inicia a sua trajet¶oria, a partir da barreira de potencial
em x = a, com velocidade vT :

O intervalo de tempo

¢tR = t1 ¡ t0 = `
vR ¡ ®RvR ¡ `

v0 (39)

ou tempo de re°ex~ao entre a chegada do pico incidente e a sa¶³da do pico re°etido ¶e
sempre positivo, i.e. ¢tR > 0, uma vez que ®R > 0 e vR < v0, caracterizando um
retardo entre os mesmos. Esse retardo ¶e conseqÄuência de o pacote de ondas re°etido
ser formado preferencialmente pelas componentes mais lentas do pacote de ondas
incidente.

O tempo de transmiss~ao, de¯nido por

¢tT = t3 ¡ t0 = `
vT ¡ ®TvT ¡ `

v0 (40)

mede o intervalo de tempo entre a chegada do pico do pacote de ondas incidente
em x = 0 e a emergência do pico do pacote de ondas transmitido em x = a. Como
®T > 0 e vT > v0, o tempo de transmiss~ao pode assumir valores negativos conforme
a velocidade inicial da part¶³cula incidente, aqui representada pelo momento m¶edio
k. Isso signi¯ca que o pico transmitido pode emergir em x = a antes da chegada do
pico incidente em x = 0, sendo isso poss¶³vel porque o pacote de ondas transmitido
¶e formado preferencialmente pelas componentes mais r¶apidas do pacote de ondas
incidente.

Se interpretarmos os picos dos pacotes de ondas como as posi»c~oes cl¶assicas das
part¶³culas, teremos di¯culdades com os valores negativos de ¢tT , que pode sugerir
a emergência de uma part¶³cula ao ¯nal da barreira de potencial antes de a mesma
ter atingido e penetrado nesta barreira. Resultados semelhantes s~ao conhecidos na
propaga»c~ao e transmiss~ao de pulsos de luz atrav¶es de meios dispersivos, dando origem
a muitas controv¶ersias [10], [11], tendo como foco a possibilidade de velocidades
superluminais dos pulsos transmitidos atrav¶es desses meios e a conseqÄuente viola»c~ao
dos princ¶³pios da Relatividade Restrita.
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Sem pretender entrar nessa polêmica, vamos analisar, na se»c~ao seguinte, o com-
portamento do pacote de ondas penetrado na barreira de potencial, do ponto de
vista da sua fase estacion¶aria. Esse enfoque tem a vantagem de eliminar os fatores
devidos µas interferências das ondas incidentes e re°etidas, que tendem a descarac-
terizar os picos tanto do pacote incidente como do re°etido na regi~ao imediatamente
pr¶oxima µa barreira do potencial.

3 Regi~ao do potencial
Na regi~ao do potencial, em 0 < x < a, o pacote de ondas pode ser escrito na

forma
Ã2(x; t) = 1p2¼

Z k0
0
Á2(k; x) eif2(k;x;t) dk (41)

onde de¯nimos a distribui»c~ao de momentos por

Á2(k; x) = g(k ¡ k)2r cos µr (42)

e a fase
f2(k; x; t) = ¡°(k; x) + k`¡ !(k) t¡ ® (43)

respectivamente. A dependência expl¶³cita em x na distribui»c~ao de momentos Á2(k; x)
aparece atrav¶es da quantidade r de¯nida pela express~ao

re½a =
q
2 cosh (2½(x¡ a))¡ 2 cos 2µ (44)

assim como uma dependência n~ao trivial em x na fase f2(k; x; t) atrav¶es da fun»c~ao
°(k; x) de¯nida pelas equa»c~oes³

e¡2½ae¡iµe½x ¡ eiµe¡½x´ = re¡i°(k;x) (45)
e

tan ° = coth[½ (x¡ a)] tan µ (46)
Nas ¯guras 3, 4 e 5, a probabilidade de se encontrar a part¶³cula ¶e represen-

tada pela densidade de pontos. A ¯gura 3, obtida pela t¶ecnica de Monte Carlo
[12]-[13], ilustra a evolu»c~ao temporal do sistema tra»cando a trajet¶oria probabil¶³stica
da part¶³cula contendo os ramos incidente, re°etido e transmitido, a partir da dis-
tribui»c~ao de probabilidades jÃ(x; t)j2 :

Uma representa»c~ao desse tipo, apesar de n~ao fornecer uma precis~ao em termos
num¶ericos, permite uma visualiza»c~ao global do sistema, de onde pode-se extrair uma
razo¶avel compreens~ao qualitativa do mesmo. O pico do pacote de ondas incidente ¶e
localizado inicialmente na posi»c~ao x = ¡`, propagando-se µa direita com velocidade de
grupo v0, atingindo a regi~ao do potencial, x = 0, no instante t = t0. A coordenada
espacial (eixo x), para ¡` < x < ` + a; corresponde µa horizontal e a coordenada
temporal (eixo t) corresponde µa vertical, no intervalo 0 < t < (2`+ 1)=v0; onde a ¶e
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a largura da regi~ao do potencial, tomada como unidade de comprimento. A regi~ao
do potencial ¶e marcada por dois tra»cos nas partes superior e inferior da ¯gura,
delimitando a regi~ao 0 < x < a, o efeito da interferência aparecendo imediatamente
antes desta regi~ao. Este caso corresponde a uma distribui»c~ao gaussiana centrada
inicialmente em x = ¡`; ` = 100; velocidade incidente v0=v0 = k=k0 = 0:5; largura
inicial do pacote de ondas de¯nida por 4¾2k = 0:01 e largura da regi~ao de potencial,
a = 1:

Figura 3: Densidade de pontos da trajet¶oria probabil¶³stica correspondente a um pacote de
ondas gaussiano representando uma part¶³cula incidente sobre uma barreira de potencial,
para a = 1; ` = 100; k = 0; 5 k0 e 4¾2k = 0; 01k20 , na regi~ao ¡` < x < ` + a: As duas
marcas centrais superiores e inferiores delimitam a regi~ao do potencial.

A ¯gura 4 faz uma tomada do mesmo sistema na regi~ao ¡`=2 < x < `=2 + a,
o que j¶a torna poss¶³vel visualizar melhor o processo de interferência entre as ondas
incidentes e as re°etidas.

Figura 4: Densidade de pontos da trajet¶oria probabil¶³stica correspondente a um pacote de
ondas gaussiano representando uma part¶³cula incidente sobre uma barreira de potencial,
para a = 1; ` = 100; k = 0; 5k0 e 4¾2k = 0; 01 k20, na regi~ao ¡`=2 < x < `=2 + a: As
duas marcas centrais superiores e inferiores delimitam a regi~ao do potencial.
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A ¯gura 5 corresponde µa regi~ao ¡`=10 < x < `=10 + a. Estas três ¯guras s~ao
¶uteis para uma visualiza»c~ao do comportamento do sistema no tempo.

Figura 5: Densidade de pontos correspondentes a um pacote de ondas gaussiano represen-
tando uma part¶³cula incidente sobre uma barreira de potencial, para a = 1; ` = 100;
k = 0; 5k0 e 4¾2k = 0; 01k20, na regi~ao ¡`=10 < x < `=10 + a: As duas marcas centrais
superiores e inferiores delimitam a regi~ao do potencial.

H¶a dois fatos relevantes a se considerar:
1. As componentes r¶apidas do pacote de ondas incidente chegam µa regi~ao do po-

tencial, em x = 0, obviamente antes das demais componentes mais lentas. As ondas
r¶apidas s~ao preferencialmente transmitidas, de modo que pode ocorrer a forma»c~ao
do pico do pacote de ondas transmitido antes que o pico do pacote de ondas inci-
dente, supondo que n~ao seja destru¶ido pelas interferências, atinja a posi»c~ao x = 0
no instante t0:

2. Ao chegarem µa barreira de potencial, uma fra»c~ao das ondas mais r¶apidas ¶e
re°etida, produzindo interferência com as ondas que ainda chegam, num processo
em cadeia que acaba destruindo a identidade do pacote de ondas incidente, com a
forma»c~ao de v¶arios picos, num padr~ao t¶³pico de ondas estacion¶arias. A rigor, esses
dois fatos invalidam qualquer no»c~ao de chegada do pico do pacote de ondas incidente
µa regi~ao do potencial.

¶E interessante notar que
limx!a °(k; x) =

¼
2 (47)

de modo que, na interface x = a; as fases dos pacotes de ondas Ã2(x; t) e ÃT (x; t)
s~ao iguais,

f2(k; x = a; t) = fT (k; x = a; t) = k`¡ ! t¡ ®¡ ¼=2 (48)
Devido µas condi»c~oes de contorno nesta interface, essa igualdade das fases implica
tamb¶em a igualdade das distribui»c~oes de momentos

Á2(k; a) = ÁT (k) = g(k ¡ k) 2 sin 2µ
r e¡½a (49)
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onde se usou a igualdade r = 2e¡½a sin µ em x = a, como pode-se ver a partir de
(44). Uma conseqÄuência importante ¶e que

k2(x = a) = kT

Ao contr¶ario das outras regi~oes, a distribui»c~ao de momentos da regi~ao de poten-
cial tem uma dependência expl¶³cita em x contida no fator multiplicativo re½a de¯nido
na Eq. (44), cujo comportamento ¶e mostrado na ¯gura 6 para três valores do mo-
mento, em unidades de k0, a saber, k=k0 = 0:3 (linha tracejada superior), k=k0 = 0:5
(linha cont¶³nua) e k=k0 = 0:7 (linha alternada), no intervalo x < x=a < 1.

Figura 6: Gr¶a¯co do fator re½a = Y (x) na ¯gura, que de¯ne o comportamento em
x da distribui»c~ao de momentos Á2(k; x), para três valores do momento: k = 0; 3k0
(linha tracejada); k = 0; 5 k0 (linha cont¶³nua); e, k = 0; 7 k0 (linha pontilhada).

Esta dependência em x acarreta um pequeno desvio do pico, para cada ponto
x, da distribui»c~ao de momentos Á2(k; x) em rela»c~ao ao pico da distribui»c~ao inicial
g(k ¡ k). A ¯gura 7 traz uma sucess~ao de gr¶a¯cos da distribui»c~ao de momentos
Á2(k; x) para v¶arios valores de x , em unidades de a, entre x = 0 e x = a, a saber:
x=a = 0; 0; 25; 0; 50; 0; 75; 1; para k=k0 = 0; 3: Para efeito de compara»c~ao, inclu¶³mos
a distribui»c~ao de momentos inicial g(k ¡ k), em linha tracejada.



V. M. de Aquino, M. Goto, H. Iwamoto e V. C. Aguilera-Navarro 41

Figura 7: Distribui»c~ao de momentos Á2(k; x); com 4¾2k = 0; 01 k20; para x=a = 0 (pico
mais alto); 0; 25; 0; 50; 0; 75; 1; 0 (pico mais baixo). Para efeito de compara»c~ao, inclu¶imos
em linha tracejada a distribui»c~ao de momentos inicial g(k¡ k), de¯nida em Eq. (2.14). No
eixo dos x, mostra-se a quantidade k=k0:

2.0

1.5

1.0

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8k/k0
0

φ
2

Figura 8: Distribui»c~ao de momentos Á2(k; x); com 4¾2k = 0:01k20; k2 = 0; 3 k0; para
k0a = 16 calculado nas posi»c~oes x = 0 (linha cont¶³nua) e x = a (linha tracejada), onde se
nota a dependência em x do pico da distribui»c~ao. A ¯gura em linha tracejada est¶a ampliada
por um fator 2£106:

Pode-se ver que a distribui»c~ao Á2(k; x) ¶e uma fun»c~ao bem localizada, com um
pico bem de¯nido, levemente deslocado em rela»c~ao ao pico da distribui»c~ao inicial
g(k¡ k) tal que k2 > k, sendo decrescente em x, devido ao fator r(x): A posi»c~ao do



42 Revista Ciências Exatas e Naturais, Ano 2, no. 1, Jul/Dez 2000

pico, k2, tamb¶em ¶e x - dependente, embora o deslocamento seja quase impercept¶³vel
na escala dessa ¯gura, onde k2 ' 0; 312 k0 (k = 0; 3k0) para todo x. Em x = a,
vale a igualdade Á2(k; a) = ÁT (k), conseqÄuência da continuidade da fun»c~ao de onda
associada µa igualdade das fases, e implica que nesta interface, k2 = kT ' 0; 313:

A ¯gura 8 foi produzida para ilustrar essa dependência, embora muito pequena,
de k2 em fun»c~ao de x, compreendido entre k < k2 < kT : S~ao dois gr¶a¯cos superpostos
da distribui»c~ao de momentos Á2(k; x) para k = 0; 3k0; 4¾2k = 0:01k20 e k0a = 16
calculados nas posi»c~oes x = 0 (linha cheia) x = a (linha tracejada). No entanto, ¶e
preciso ressalvar que essa dependência somente se torna sens¶³vel para rela»c~oes entre
altura e largura da barreira dadas por k0a ' 16, que representa uma barreira muito
larga (ou alta), de modo que a probabilidade de transmiss~ao por tunelamento ¶e muito
pequena; no caso, Á2(k; x = 0)=Á2(k; x = a) ' 106: Este ¶e o fator multiplicativo
usado nessa ¯gura para a distribui»c~ao em x = a (linha tracejada) ¯car numa escala
compat¶³vel com a distribui»c~ao em x = 0:

A distribui»c~ao de momentos Á2(k; x), fortemente concentrada em torno de um
valor de pico k2 e sim¶etrica em rela»c~ao ao mesmo, permite o uso formal do m¶etodo
da fase estacion¶aria. O pico da distribui»c~ao Á2(k; x) decresce µa medida que penetra
na regi~ao de potencial, at¶e se igualar µa distribui»c~ao de momentos do pacote de ondas
transmitido, em x = a: A tabela 1 relaciona k2(x) com o momento incidente k para
diversos valores de x=a no intervalo 0 < x=a < 1: Vemos que praticamente toda a
varia»c~ao do momento ocorre na interface x = 0, sendo praticamente constante no
interior da regi~ao do potencial.

knx 0 0,25 0,50 1 knx 0 0,25 0,50 1
0,30 0,312 0.313 0.313 0.313 0,56 0,564 0,565 0,565 0,565
0,32 0,331 0,332 0,332 0,332 0,58 0,584 0,584 0,584 0,585
0,34 0,351 0,351 0,351 0,351 0,60 0,604 0,604 0,604 0,604
0,36 0,370 0,370 0,370 0,370 0,62 0,623 0,624 0,624 0,624
0,38 0,389 0,389 0,389 0,389 0,64 0,643 0,643 0,644 0,644
0,40 0,408 0,408 0,409 0,409 0,66 0,663 0,663 0,663 0,663
0,42 0,428 0,428 0,428 0,428 0,68 0,683 0,683 0,683 0,683
0,44 0,447 0,447 0,447 0,447 0,70 0,702 0,703 0,703 0,703
0,46 0,466 0,467 0,467 0,467 0,72 0,722 0,723 0,723 0,723
0,48 0,486 0,486 0,486 0,486 0,74 0,742 0,742 0,743 0,743
0,50 0,505 0,506 0,506 0,506 0,76 0,762 0,762 0,763 0,763
0,52 0,525 0,525 0,525 0,525 0,78 0,782 0,782 0,782 0,782
0,54 0,545 0,545 0,545 0,545

Tabela 1: Tabela de varia»c~ao do momento k2(x) em fun»c~ao do momento incidente k,
para o intervalo 0 < x=a < 1:

A ¯gura 9 mostra a dependência de k2(x) em fun»c~ao do momento incidente k
extra¶³da da tabela 1, para x=a = 1, onde tamb¶em k2(x = a) = kT : Vemos uma
fun»c~ao aparentemente linear que pode ser ajustada para
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k2 = A+B k (50)
para os parâmetros A=0.01705§0:01705 e B=0.97962§0:00126:

Figura 9: Rela»c~ao, aparentemente linear, entre os momentos k2(a) = kT e os
momentos incidentes k:

Da condi»c~ao de fase estacion¶aria
df2(k)
dk

¯̄̄
¯k=k2 = 0 (51)

resulta
·
`¡ d°(k; x)dk ¡ ¹hkm t¡ d®(k)dk

¸
k=k2(x)

= 0 (52)

levando µa equa»c~ao
`¡ v2(x) t¡ ®2(x)¡ °2(x) = 0 (53)

onde

v2(x) = ¹hk2(x)
m ; ®2 = d®(k)

dk
¯̄̄
¯k=k2(x) (54)

e
°2(x) = d°(k; x)

dk
¯̄̄
¯k=k2(x) (55)
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Temos
®2(x) = ¡½1½ (2 sinh 2½a¡ ka sin 4µ)(cosh 2½a¡ cos 4µ)

¾
k=k2(x)

(56)
e

°2(x) = 1
½
½sinh[2½(a¡ x)]¡ k(a¡ x) sin 2µ

cosh[2½(a¡ x)]¡ cos 2µ
¾
k=k2(x)

(57)

onde vemos que apenas °2(x) carrega uma dependência expl¶³cita em x, embora todos
tenham uma dependência impl¶³cita atrav¶es de k2(x):

Podemos ver que, em x = 0,

°2(0) = 1
½
½sinh (2½a)¡ ka sin 2µ
cosh (2½a)¡ cos 2µ

¾
k=k2

(58)

e em x = a,
°2(a) = 0 (59)

A equa»c~ao da trajet¶oria, (53), em x = 0 e x = a ¯ca, respectivamente

`¡ v2t(x = 0)¡ ®2 ¡ °2(0) = 0 (60)
e

`¡ v2t(x = a)¡ ®2 = 0 (61)
Vemos, portanto, que o pico do pacote de ondas surge em x = 0 no instante

t2(0) = `
v2(0) ¡ ®2(0)v2(0) ¡ °2(0)v2(0) (62)

e chega a x = a no instante

t2(a) = `
v2(a) ¡ ®2(a)v2(a) (63)

de¯nindo o intervalo de tempo
¢t2 = t2(a)¡ t2(0) (64)

que representa o tempo de trânsito do pico do pacote de ondas entre x = 0 e x = a.
Esse tempo tamb¶em carrega dependência em `, a localiza»c~ao inicial do pacote de
ondas incidente,

¢t2 = `
v2(a) ¡ `

v2(0) ¡ ®2(a)v2(a) +
®2(0)
v2(0) +

°2(0)
v2(0) (65)

J¶a vimos que, em x = a, k2(x) assume o valor
k2(a) = kT ) v2(a) = vT (66)

e portanto
®2(a) = ®T (67)
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resultando
t2(a) = `

vT ¡ ®TvT = t3 (68)
onde t3 de¯ne o tempo de emergência do pacote de ondas transmitido, e portanto

¢t2 = `
vT ¡ `

v2(0) ¡ ®TvT + ®2(0)v2(0) +
°2(0)
v2(0) (69)

Visto que a varia»c~ao interna do momento ¶e muito pequena, de modo que
vT = v2(a) ' v2(0); assim com ®2(0) ' ®T , podemos recorrer µa aproxima»c~ao

¢t2 ' °2(0)
v2(0) = ¿0 1k½

sinh(2½a)¡ ka sen2µ
cosh(2½a)¡ cos 2µ

¯̄̄
¯k=kT (70)

cujo comportamento em fun»c~ao do momento incidente k ¶e mostrado na ¯gura 10,
a partir do ajuste linear entre os momentos incidente e transmitido. Nessa aproxi-
ma»c~ao, o tempo de trânsito n~ao carrega mais a dependência na posi»c~ao inicial,
de¯nida por `, do pacote de ondas incidente.

Figura 10: Tempo de trânsito do pico do pacote de ondas entre x = 0 e x = a;
Eq. (3.30).

4 Conclus~oes
No c¶alculo do tempo de transmiss~ao ¢tT , assumimos que o pico do pacote de

ondas incidente chega em x = 0 no instante t0 = l=v0, obtido a partir da extrapola»c~ao
da trajet¶oria
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x(t) = v0t¡ ` (71)

para o intervalo ¡` < x < 0, trajet¶oria esta de¯nida pelo pico do pacote de ondas
incidente. No entanto, as interferências entre as ondas incidentes e re°etidas des-
troem a identidade do pacote de ondas incidente antes de atingir a posi»c~ao x = 0,
e al¶em do mais, o pacote de ondas transmitido ¶e constitu¶³do a partir das ondas
mais r¶apidas do pacote incidente, pelo fato de as mesmas serem preferencialmente
transmitidas em compara»c~ao com as componentes mais lentas, que s~ao preferen-
cialmente re°etidas. Desse modo, o pico do pacote transmitido pode surgir num
tempo anterior µa suposta chegada do pico incidente no instante t0. ¶E como se a
part¶³cula, quando transmitida, sofresse uma acelera»c~ao e um conseqÄuente aumento
de velocidade imediatamente antes de atingir a barreira de potencial, acontecendo
exatamente o oposto se a mesma for re°etida.

Se compararmos o tempo de transmiss~ao, calculado anteriormente,

¢tT = t3 ¡ t0 = `
vT ¡ `

v ¡ ®TvT (72)

com o nosso tempo de trânsito, podemos veri¯car que

¢t2 = ¢tT ¡¢tX ; (73)

com

¢tX = `¡ ®2(0)¡ °2(0)
v2(0) ¡ `

v = t2(0)¡ t0 (74)

Essa express~ao mostra que o intervalo de tempo ¢tX ¶e justamente a diferen»ca de
tempo entre a suposta chegada do pico do pacote de ondas incidente e a emergência
do pico do pacote de ondas na regi~ao do potencial, em x = 0.

A ¯gura 11 traz os gr¶a¯cos comparativos dos tempos ¢tT (linha tracejada),
¢tX (tra»cos longos) e ¢t2 (linha cont¶³nua). Ela mostra que o tempo de trânsito
¢t2 ¶e positivo de¯nido, enquanto que o tempo de transmiss~ao ¢tT pode assumir
valores negativos que ocorre quando o pico transmitido surge num tempo anterior
a t0. A dependência em `, parâmetro que de¯ne a posi»c~ao inicial do pacote de
ondas incidente, ¶e praticamente eliminada. Em todo caso, qual desses tempos ¶e
mais relevante do ponto de vista do tunelamento s¶o pode ser decidido a partir do
conhecimento do que realmente ¶e medido ou mensur¶avel no laborat¶orio.
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k 10.80.60.40.20

20
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Figura 11: Compara»c~ao entre os tempos¢t2, Eq. (3.30) (linha cont¶³nua), ¢tT , Eq. (4.2)
(linha tracejada), e ¢tX ; Eq. (4.4) (tra»cos longos). No eixo dos x, k est¶a expresso em
unidades de k0:
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