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Resumo: Este trabalho apresenta uma exploracao do conceito de diagrama de Voronoi na
métrica Euclidiana e na métrica do taxi com a ajuda do ambiente de geometria dinamica
GeoGebra. Sao descritas visualizagoes dinamicas para alguns resultados tedricos relaciona-
dos ao diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana, assim como ilustra¢oes dos conceitos de
taxi-circunferéncia e taxi-mediatriz. Finalmente é implementado um procedimento para a
representacao das regioes de influéncia do diagrama de Voronoi na métrica do taxi.

Palavras-chave: diagrama de Voronoi; métrica Euclidiana; métrica do taxi; GeoGebra.

Abstract: This work presents an exploration of the Voronoi diagram in Euclidean and
Taxicab metrics using the dynamic geometry environment GeoGebra. Using dynamic vi-
sualizations, some theoretical results related to Voronoi diagram in Euclidean metric are
illustrated as well as the concepts of taxi-circumference and taxicab-bisector. Finally, a
procedure is implemented to represent the regions of influence of the Voronoi diagram in the
taxicab metric.
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1 Introducao

A nogdo de diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos P, pode ser relacionada
& divisao do plano em um conjunto de regides de influéncia, cada uma determinada pela
prozimidade entre os pontos da regido e os pontos do conjunto P. As seguintes defini¢oes
formalizam esta ideia:

Defini¢ao 1 Dado um conjunto P = {py,pa,...,pn} de pontos e uma métrica d em R?, a
célula de Voronoi Vy(p;) € definida como

Va(pi) = {q € R* : d(q,p;) < d(q,p;) para j =1,...,n}.
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Caso néo haja lugar a equivocos em relagdo a métrica, serd usada a notacdo V(p;) no
lugar de Vyi(p;). A seguinte defini¢do introduz o conceito de diagrama de Voronoi de um
conjunto de pontos.

-

Defini¢ao 2 O diagrama de Voronoi de P = {p1,p2,...,pn}, denotado por Vor(P) é
definido como a unido das fronteiras de todas as células de Voronoi V(p;) correspondentes
aos pontos do conjunto P.

Assim, cada célula de Voronoi V(p;) € o conjunto dos pontos que estdo mais proximos
ou 4 mesma distancia de p; do que de qualquer outro ponto de P e o diagrama de Voronoi
Vor(P) é a unido das fronteiras de todas as células de Voronoi. As Figuras 1 e 2 ilustram
estes conceitos considerando a métrica euclidiana.

Figura 1. Célula de Voronoi V (p;)

Figura 2. Diagrama de Voronoi Vor(P)

E possivel encontrar na literatura definicdes diferentes das aqui apresentadas. Em [1] por
exemplo, o diagrama de Voronoi é definido como o conjunto das células e ndo como a unido
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das fronteiras. Em [2] as células sdo definidas usando a desigualdade estrita d(q, p;) < d(q,p;)
no lugar da desigualdade d(g,p;) < d(¢,pj). Neste trabalho as defini¢bes apresentadas
seguem as consideradas em [3].

Segundo [4], as primeiras apresentagoes formais do conceito do diagrama de Voronoi
aparecem em trabalhos de Peter Gustav Lejeune Direchlet (1805-1859) e George Fedoseevich
Voronoy (ou Voronoi) (1868-1908). Em 1854, o médico britanico John Snow utilizou uma
ideia similar ao diagrama de Voronoi, para concluir que a maioria das pessoas que morreram
na epidemia de célera em Soho, distrito de Londres, moravam mais perto da bomba de dgua
de Broad Street do que de qualquer outra bomba, mostrando assim a relacdo entre a agua
consumida e o surto da doenca. Este fato é considerado como o inicio da epidemiologia
moderna [3].

Estruturas relacionadas ao diagrama de Voronoi aparecem em véarias areas do conheci-
mento: astronomia, arqueologia, planejamento urbano, fisica, fisiologia, estudo de epidemias,
ecologia, entre outras areas [1]. O diagrama de Voronoi também é estudado na area de ge-
ometria computacional [3].

Este trabalho considera o uso do ambiente de geometria dinamica GeoGebra para a explo-
racao do conceito de diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana e na métrica do taxi. Serdo
descritas algumas construcoes dinamicas para ilustrar resultados teéricos relacionados ao di-
agrama na métrica Euclidiana, assim como visualizacoes dos conceitos de téxi-circunferéncia
e taxi-mediatriz. Finalmente serd considerado um procedimento para a representacao das
regides de influéncia do diagrama de Voronoi na métrica do taxi.

2 Diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana

A determinagao explicita do diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana, pode ser feita
usando alguns dos vérios algoritmos descritos na literatura [1, 2, 3] mas quando for conside-
rado um conjunto com um, dois ou trés pontos, é possivel determinar o diagrama de Voronoi
de forma simples.

2.1 Diagrama de Voronoi para um, dois ou trés pontos

Quando houver apenas um ponto, a célula de Voronoi serd o plano todo e o diagrama
de Voronoi serd vazio. Para dois pontos A e B, basta construir a mediatriz do segmento
AB. Sobre a mediatriz de AB estdo os pontos que ficam a mesma distancia dos dois pontos
e as células de Voronoi sdo justamente os semiplanos fechados definidos pela mediatriz. O
diagrama de Voronoi correspondente resulta ser a propria mediatriz do segmento formado
pelos dois pontos.

Para trés pontos, tem-se dois casos possiveis: pontos colineares ou nao colineares. Con-
sidere primeiro o caso do diagrama de Voronoi para trés pontos A, B, e C nio colineares.
Inicialmente sdo determinadas as mediatrizes dos segmentos AB, BC' e C'A como ilustrado
na Figura 3.
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Figura 3. Construcao das mediatrizes.

O ponto de encontro das mediatrizes é o ponto que esta a mesma distancia dos pontos A,
B e C e sera chamado de vértice do diagrama de Voronoi. Note que este ponto é justamente
o circuncentro do tridngulo ABC'. Para determinar como serao as células de Voronoi para
cada ponto, note que sobre a mediatriz do segmento formado por dois pontos, ha pontos
que estao mais proximos do terceiro ponto do que dos dois pontos que formam o segmento,
assim esses pontos pertencem a regido de influéncia do terceiro ponto. Basta eliminar entdo
esses pontos em cada mediatriz para obter a representacao adequada das células de Voronoi.
Note, por exemplo, que para o ponto de influéncia A na Figura 3, a parte inferior a esquerda
da mediatriz do segmento BC sera desconsiderada, pois estes pontos estdo mais préximos
do ponto A e portanto pertencem a regiao de influéncia de A. O mesmo serd feito com as
outra mediatrizes conforme a Figura 4:

Figura 4. Eliminacio dos segmentos que invadem as regides de influéncia.

A figura restante, apos a eliminacdo dos segmentos, serd o diagrama de Voronoi para
estes trés pontos no plano.
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Figura 5. Diagrama de Voronoi para os pontos nio colineares A, B e C.

Se os trés pontos forem colineares, o diagrama de Voronoi serd formado por retas (me-
diatrizes) paralelas. Isto sera enunciado e ilustrado no Teorema 3.

Todas as figuras consideradas na discussao anterior foram geradas usando o GeoGebra,
mas é possivel usar este software para uma exploragao mais dinimica de outras propriedades
do diagrama de Voronoi.

2.2 Usando o GeoGebra para explorar o diagrama de Voronoi na
métrica Euclidiana

O diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana pode ser gerado no GeoGebra usando os
comandos DiagramaDeVoronoi ou Voronoi como ¢ ilustrado na Figura 6.

| €7 GeoGebra = o x

1 Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

o

ALALBNONON Ll S 2=z <

~ Janela de Visualizagéo Xl | = Janela de Algebra

AC~ [Bhav i

Lugar Geométrico
® diagrama1 = DiagramaDeVoronoi[{A, B, C, D, E}]
Ponto

@ A=(-1.07,23.09)
® B=(2.05,16.67)

® C=(0.24,10.05)

®

°

D =(13.24,17.47)
E=(9.42,-0.01) 14

|diagrama
Entrada: Voronei[4,5,C,D E] &

Figura 6. Diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana no GeoGebra.

A seguir serdo exploradas algumas propriedades do diagrama de Voronoi na meétrica
Euclidiana. As demonstragoes das propriedades consideradas podem ser encontradas em [3]
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ou [6].

Teorema 3 Seja P = {p1,pa,...,pn} um conjunto de pontos no plano. Se todos os pontos

forem colineares o Vor(P) consiste em n — 1 linhas paralelas. Caso contrdrio, Vor(P) é
formado por segmentos de reta ou semirretas.

Este resultado pode ser ilustrado com facilidade no GeoGebra manipulando diretamente
os pontos considerados e o comando Voronoi ou com ajuda de um controle deslizante.

Figura 7. Diagrama de Voronoi: Pontos Nao Colineares e Colineares.
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Na Figura 7, note como quanto mais proximos os pontos encontram-se da reta f,
os segmentos de reta no diagrama de Voronoi vao mudando sua inclinacao até se tor-
narem retas paralelas. Uma construcao dinamica correspondente pode ser acessada em
https://ggbm.at /c9E3hgjG.

Os proximos trés teoremas permitem determinar, através de circunferéncias, se um ponto
qualquer do plano é ponto interior de alguma célula, esta sobre uma tnica aresta, ou é um
dos vértices do diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos P = {p1,ps,...,pn}. Para
estabelecer a classificacdo, dado um ponto p ¢ P serd usada a notagao C), para denotar
um circulo com centro p que nao tem nenhum dos pontos do conjunto P no seu
interior.

Teorema 4 Um ponto p é um ponto interior de V(p;) se e somente se eziste um circulo C,,
tal que p; € o unico ponto de P na fronteira de Cp.

Figura 8. Ponto interior a p;.

Note na Figura 8, que a circunferéncia em destaque, é a tnica com centro em p, que
possui um ponto de P na fronteira e nenhum ponto de P no interior.

O Teorema 5 carateriza os pontos que pertencem exatamente a duas células de Voronoi,
isto é, sao pontos no interior relativo a uma das arestas e nao sao vértices.

Teorema 5 Um ponto p é um ponto interior da aresta V(p;) N V(p;) se, e somente se,
existe um circulo C, tal que exatamente os pontos p; e p; de P, estdo na fronteira de Cp.

Na Figura 9, é ilustrado o fato de que para um ponto p no interior da aresta é possivel
construir um circulo C,, com exatamente os pontos p; e p; na fronteira de C,. A figura
também ilustra o fato de que esta mesma propriedade é satisfeita por pontos p’ e p”’ sobre
a aresta que estejam suficientemente prézimos de p.
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Figura 9. Pontos interiores a aresta de Voronoi.

Teorema 6 Um ponto p é um vértice de Voronoi se, e somente se existe um circulo C, tal
que hd pelo menos trés pontos de P na fronteira de C,,.

Figura 10. Ponto sobre o vértice de Voronoi.

Na Figura 10, é ilustrado o fato de que para um ponto p que seja vértice do diagrama
é possivel construir um circulo C}, com trés ou mais pontos de P na fronteira. Note que os
pontos p’ e p” prézimos de p, ndo tém esta propriedade.

Além de usar o GeoGebra para a construgao de graficos, é possivel utilizar as suas ferra-
mentas para ilustrar dinamicamente os trés teoremas anteriores simultaneamente. Um exem-
plo de uma construgao dindmica simples neste sentido pode ser encontrada em https://ggbm.
at/JpnqZnPr.

O seguinte resultado, carateriza as células de Voronoi em termos do fecho convexo do
conjunto P.

Teorema 7 A célula de Voronoi V (p;) é ilimitada se, e somente se, p; estd na fronteira do
fecho convezo de P.

A demonstragdo deste resultado utiliza os teoremas anteriores de caraterizagdo de pon-

tos via circunferéncias [3]. E possivel utilizar ferramentas bésicas do GeoGebra para ilus-
trar diversas partes da demonstracdo [6] ou construir uma ilustragdo dindmica do resul-
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tado. Um exemplo de uma construcdao dinamica neste sentido pode ser encontrada em
https://ggbm.at/PdBm5BvQ.

Figura 11. Células de Voronoi e Fecho Convexo de P.

3 Meétrica do Taxi

Nesta secao sera considerada a métrica do taxi. A métrica ou distancia do téxi (também
conhecida como métrica de Manhattan ou métrica L,) dr entre dois pontos A = (24, y,) €
B = (xp,yp) é definida como

dr(A, B) = |[vq — x| + [Ya — | (1)
I I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I L e e e |
I I I I I I I I I I I
7Y N A TS N S
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
SNREUNY U YN N AP S S P
] ] [} ] I I I ] [} I
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I I I I I I I I I I
B e e S o
I I I I I I I I I I
-—rFr-- -——t-—-"4-=-=-I-—-=-I-—-—-F—-—t-- -——t-—="---
[} I I I I I I I I I
v Ya e S B
l A Ve — @y T
L= __J.___‘___I___I___L__L__.‘__J___I___I
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| S 2R R A A T
1 ] I I I 1 [} 1 I I I
T e e e I T T T |

Figura 12. Distancia ou métrica do taxi.

O nome de métrica do téxi é associado a esta métrica, pois numa regido com ruas sempre
paralelas ou ortogonais entre si, a distancia total percorrida para ir de taxi do ponto A ao
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ponto B é igual a soma das distancias percorridas em deslocamentos horizontais mais a soma
das distancias percorridas em deslocamentos verticais. Mas no plano, esta soma é justamente
a soma definida na Equacdo 1 como é ilustrado na Figura 12. Nosso objetivo final é utilizar
o GeoGebra para visualizar o diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos na métrica
do taxi, mas como ndo existe uma ferramenta pronta em GeoGebra para este proposito,
na sec¢ao seguinte serd desenvolvido um procedimento de representacao aproximado. Para
entender adequadamente este procedimento, nesta secdo serao considerados os conceitos
correspondentes & circunferéncia e mediatriz entre dois pontos na métrica do taxi e com
a ajuda do GeoGebra, serdo exploradas algumas das suas caracteristicas. Mais detalhes
dos conceitos e demonstragoes dos resultados considerados ao longo desta se¢ao podem ser
encontrados em [6, 8].

3.1 Taxi-Circunferéncia

A téaxi-circunferéncia de centro C' e raio r é o lugar geométrico dos pontos no plano que
na métrica do téxi distam r unidades do ponto C' = (x., y.). Assim, uma tdzi-circunferéncia
de raio r e centro C' = (z.,y.) é formada pelos pontos (z,y) que solucionam a equagao:

& — e+ ly— el = 7. (2)
A seguinte proposi¢ao caracteriza este lugar geométrico.

2

Proposigao 8 A tdzi-circunferéncia de centro C = (x¢,y.) e raio v é o quadrildtero de
vértzces (‘TC) yC Jr r)) (xC Jr T? yC)’ (xC7 yC - T.) e (:EC - T? yC)'

(Teyye + 1)

(ze 47,y (e +7,9c)

(Ic- Ye — 7‘)

Figura 13. Taxi-circunferéncia.

A representacao grafica de uma téxi-circunferéncia também pode ser obtida no GeoGebra
utilizando a expressao 2 como é ilustrado na Figura 14
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€7 GeolGebra - O X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
S -
-AV / B ) @ @ é.‘ x e ‘%’
~ Janela de Visualizagédo X |« Janela de A\ggb{a X
A Cv =1 fiv
_ Curva Implicita
r=27 ® a:abs(x-1)+abs(y-2)=2.7
- Nomero
e r=27
|
Entrada: abs(x - 1) + abs(y -2) = 1| a

Figura 14. Taxi-circunferéncia no GeoGebra.

3.2 Taxi-mediatriz

A mediatriz entre os pontos A e B (ou mediatriz do segmento AB) é definida como o
lugar geométrico dos pontos P tais que d(P, A) é igual a d(P, B). Considerando a defini¢do
da meétrica do Téaxi, para P = (z,y), A = (Za,ys) € B = (24, yp) temos que P pertence a
taxi-mediatriz de AB se, e somente se

© = zal + 1y = yal = [z =z + [y — - (3)

Em principio, parece natural usar diretamente a expressao anterior para gerar no Ge-
oGebra a taxi-mediatriz entre dois pontos, no entanto, veremos que esta implementagao
direta pode produzir uma representacdo um tanto confusa em certos casos. Nas Figuras 15
e 16 é ilustrado o uso direto da expressao 3 para gerar a representacao da téxi-mediatriz em
GeoGebra.

€7 GeoGebra - o x
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
DR EN N s ENE
~ Janela de Visualizagio X |~ Janela de Algebra X
fCe v fiv
Curva Implicita
® Mediatriz, : abs(x +2.77) + abs(y - 1) = abs(x - 2.99) + abs(y - 1)
Nimero
x,=-277
X, =299
Va=1
Yg=1
Ponto
® A=(-277,1)
A 8 B=(299,1)
. L]
Mediatriz, o
Entrada abs(x - x_A)+ abs(y - v_A) = abs(x - x_E) + abs(y - v_E) @

Figura 15. Taxi-Mediatriz no GeoGebra.

124



Note que, dependendo da posicao relativa entre os pontos A e B, a taxi-mediatriz entre

SANTOS, P. S. e BAEZ-SANCHEZ, A. D.

A e B pode ou nao ser igual & mediatriz na métrica Euclidiana. Na Figura 15 a téaxi-
mediatriz coincide com a mediatriz na métrica Euclidiana, mas na Figura 16, a taxi-mediatriz
é formada por um segmento de reta unido a duas semirretas. A representagdo especifica

dependeré da inclinacdo m entre os pontos A e B.

~ Janela de Visualizagcao
W e~ v |4

Mediatriz,
Entrada

€2 GeoGebra —© ®
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
DR NcEHENE R

N

X[~ Janela de Algebra

S
Curva Implicita
® Mediatriz, : abs(x + 4.42) + abs(y - 5.02) = abs(x - 6.08) + abs(y + 3.(
Namero
X, =-4.42
X, =6.08
v, =502
V,=-36
Ponto
© A=(4.42,502)
©® B=(6.08,-3.6) N

Figura 16. Taxi-Mediatriz no GeoGebra.

Usando diretamente a expressdo (3) para gerar a representacao da téxi-mediatriz no caso
em que esta inclinacao é igual a 1 ou —1 o resultado no GeoGebra pode parecer confuso,

como sugerem as Figuras 17 e 18.

~ Janela de Visualizagdo

|

I
Ha

g
Mediatriz,g I

Entrada:

Morerepnonenand ¢

X[~ Janela de Algebra
[ for
Curva Impliicita
® Mediatriz,: abs(x - 1) + abs(y - 1) = abs(x - 5) + abs(y - 5)
Namero
x,=1
x,=5
V=1
V=5
Ponto
e A=(1,1)
® B=(55

ST A

7 GeoGebra - o *
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
I, gl
Bl AP ool N][=]]»)
X

Figura 17. Taxi-Mediatriz em GeoGebra

para m = 1.
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€7 GeoGebra - o x

Arquivo Editar Exibir Opgoes Feramentas Janela Ajuda Entrar...

B S clw FaNEIR
~ Janela de Visualizagao X |~ Janela de Algebra x
c~ 51> fiv
B3333 32320 Curva Implicita
| @ Mediatriz,,: abs(x - 1) + abs(y - 1) = abs(x - §) + abs(y +3)
x,=1

b A

.>

Figura 18. Taxi-Mediatriz no GeoGebra para m = —1.

Sem nenhum resultado teérico adicional, as representagoes apresentadas nas Figuras 17
e 18 s@o no minimo confusas e podem até parecer fruto de algum erro. A implementagao
direta e simples da equagdo da taxi-mediatriz no GeoGebra, ndo permite identificar ade-
quadamente o que acontece com a taxi-mediatriz quando m = 1 ou m = —1, como pode
ser verificado na construc¢do dinamica disponivel em https://ggbm.at/RVCjwEjB. A seguir,
serao apresentados os resultados tebricos que estabelecem adequadamente as carateristicas
da téxi-mediatriz.

Proposigao 9 Dados dois pontos A = (x4,Ya) € B = (xp,u), seja m a inclinagdo do seg-

B . . .. . Tq + T
mento AB. Se m = 0 entao a tdizi-mediatriz entre A e B serd a reta © = aTb. Se o
—-— . . L. . .. _ . +
segmento AB € vertical entao m € indefinida e a tdxzi-mediatriz serd a reta y = %

Note que neste caso a taxi-mediatriz coincide com a mediatriz na métrica Euclidiana. A
Figura 19 ilustra este fato considerando dois pontos A e B e as distancias entre os pontos
Py e P, sobre a taxi-mediatriz e os pontos A e B.

N

Fe==—-----e--

&

L

Figura 19. Taxi-mediatriz quando m = 0.
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LS
e

- - ——— -

Figura 20. Taxi-mediatriz quando m ¢é indefinido.

O seguinte resultado considera os casos em que |m| # 1 e m # 0. As Figuras 21 e 22
representam as tipicas taxi-mediatrizes para m > 1 e 0 < m < 1. Para um desenvolvimento
mais construtivo deste resultado veja [6].

Figura 21. Taxi-mediatriz para 0 < m < 1.

Proposicao 10 Dados dois pontos A = (v4,Ya) € B = (p,yp), seja m a inclinagio do
segmento AB.

e Se 0 < m < 1 entio a tdri-mediatriz entre A e B é formada pelo segmento de reta

entre 0s pontos (:ra + W,yb) e (xa - Wﬂa), a parte da reta
T =2q+ MM correspondente a y > v e a parte da reta x = xp, — MM
correspondente a y < y,.

e Se 1 < m entio a tdri-mediatriz entre A e B € formada pelo segmento de reta

entre os pontos (;va,yb - W) e (mb,ya + W), a parte da reta
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Y =Yg+ W correspondente a x > xy, e a parte da reta y = yp — Mg(m_l)

correspondente a x < x,.

e Se —1 < m < 0 entdo a tdzi-mediatriz entre A e B é formada pelo segmento de reta
entre 0s pontos (xa + w,yb) e (:ca - w,ya), a parte da reta
T =2Tq+ w correspondente a y < yp € a parte da reta x = xp — w
correspondente a y > y,.

e Sem < —1 entao a tdzi-mediatriz entre A e B é formada pelo segmento de reta entre

05 pontos (za,yb + Mﬂ> e (xb,ya - W), a parte da reta y =
Ya — w correspondente a T > 1 e a parte da reta y = yp, + MW
correspondente a x < .

Figura 22. Taxi-mediatriz para m > 1.

A proposi¢ao seguinte considera o caso em que |m| = 1. Nesta situagio a taxi-mediatriz
nao é formada apenas por retas ou segmentos de reta, sendo formada por um segmento de
reta unido a dois quadrantes do plano como é ilustrado nas Figuras 23 e 24

Proposigao 11 A tdzi-mediatriz de um segmento com inclinag¢io |m| = 1 € formada pela
uniGo de um segmento de reta e dois quadrantes conforme os dois casos a sequir:

e Se m =1 a tdwi-mediatriz é formada pelos quadrantes (x < x4, y > yp) € (x > Ty,
Yy < Ya), € pelo segmento da reta y = ‘”“‘*‘y“i‘z’w —x para v, < T < Xyp.

e Se m = —1 a tdzi-mediatriz € formada pelos quadrantes (x < x4, y < yp) € (x > xp,
Y > ya), e pelo segmento da reta y = =Lat¥a=TodVe 4 g parg z, < 2 < 5.

Com os conceitos anteriores sobre a taxi-mediatriz, é possivel construir uma ilustragao

mais completa no GeoGebra, como por exemplo a disponivel em https://ggbm.at/aAwc9pd]
1

1 Autoria de Marco Antoénio Manneta
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Figura 23. Taxi-mediatriz para m = 1.

Figura 24. Taxi-mediatriz para m = —1.
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4 Representacgao do diagrama de Voronoi na Métrica do
Taxi

Nesta secao serd apresentado um procedimento para obter uma representagao do dia-
grama de Voronoi na métrica do taxi. A ideia é a seguinte: Inicialmente considere para cada
ponto do conjunto P = {p1,pa2,- -+ ,pn} uma taxi-circunferéncia de centro em p; e raio r.

Figura 25. Taxi-Circunferéncias de centro em p; e raio r.

Considere também que o raio r varia de forma continua sobre o intervalo [0, c0). Quando
r = 0, o Gnico ponto sobre a téxi-circunferéncia é o préprio ponto p;, mas quando r vai
aumentando, qualquer ponto p do plano estard em algum momento sobre a circunferéncia
correspondente ao ponto p;.

A primeira vez que p estiver sobre a taxi-circunferéncia de centro em p;, para algum 1,
isto seria equivalente a dizer que p estd mais proximo ou pelo menos a mesma distancia de
p; do que de qualquer outro ponto p;, ou seja, p pertence & célula de Voronoi V(p;) se é
atingido primeiro pela circunferéncia correspondente a p;. Por outro lado, se fosse possivel
que r toma-se como valor inicial co e fosse decrescendo até 0, entdo todos os pontos estariam
em algum momento sobre cada téxi-circunferéncias, mas sd a ultima vez que um ponto p
fosse tocado por uma taxi-circunferéncia com centro em algum p;, isto significaria que p seria
um elemento da célula associada ao ponto p;.

E possivel emular esta ideia no GeoGebra com o uso de cores dinamicas e utilizando a
opcao de rastro para as taxi-circunferéncias. E claro que ndo é possivel inicializar r no valor
0o mas para uma escolha inicial suficientemente grande, é possivel obter uma representa¢io
aproximada do diagrama de Voronoi.
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\ \

Figura 26. Representacao do Diagrama de Voronoi na métrica do Taxi

No exemplo ilustrado na Figura 26 foi considerado r com valor inicial 13. A Figura 27
mostra a situacao quando quando r = 4, e é possivel notar como o rastro deixado pelas taxi-
circunferéncias vai colorindo diversos pontos do plano e as células correspondentes a cada
ponto comecam a ser esbogadas. Um mesmo ponto pode ter diferentes cores em diferentes
momentos, mas a cor deixada pela ultima circunferéncia que o atinge, indicara a célula de
Voronoi a qual pertence.

Figura 27. Representacao do Diagrama de Voronoi na métrica do Téaxi.

Na Figura 28 aparece o resultado final deste processo: uma representacido aproximada
do diagrama de Voronoi na métrica do taxi para P = {p1, p2, p3, P4, D5 }-
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Figura 28. Representacao do Diagrama de Voronoi na métrica do Taxi.

A partir da Figura 28, é possivel ver que no caso da métrica do téxi, as células nao
sdo necessariamente regides convexas. A Figura 28 parece sugerir também que as células
ilimitadas correspondem a pontos p; na fronteira do fecho convexo de P, mas como € ilustrado
na Figura 29, esto ndo é necessariamente verdade. O procedimento descrito anteriormente
pode ser explorado na animagcao disponivel em https://ggbm.at/US6vBbV4.

Figura 29. Células ilimitadas ndo correspondem a pontos na fronteira do fecho convexo.

5 Comentarios Finais

Ao longo do trabalho foi descrita a utilizagao do GeoGebra, tanto para ilustrar resultados
teoricos relacionados ao diagrama de Voronoi na métrica euclidiana, como para a exploracao
dos conceitos de taxi-circunferéncia e taxi-mediatriz. Estes resultados e conceitos estao base-
ados em ideias simples, mas nem sempre é imediata a sua compreensao. O uso do GeoGebra
permite aprimorar a compreensao destes conceitos. Foi ilustrado também, que uma imple-
mentacao direta no GeoGebra da equagdo da taxi-mediatriz, poderia levar a confusdes sem
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a adequada fundamentacao teérica. Foi descrito também como GeoGebra pode ser usado
para produzir uma representacao do diagrama de Voronoi na métrica do taxi. E importante
destacar que este procedimento de representacao pode ser estendido a outras métricas, se ha
uma construcdo adequada da circunferéncia correspondente. Finalmente, queremos desta-
car que as ligacoes entre as ideias aqui discutidas e alguns conceitos considerados no ensino
meédio, permitem ao professor de Matematica estabelecer situagoes-problemas interessantes,
com aplicacgoes diretas de conceitos geométricos e que quando desenvolvidas com ajuda de
ferramentas computacionais como GeoGebra, podem estimular o processo de aprendizado.
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