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Resumo: Faz-se uma apresentagdo e um estudo geral das fragoes continuas. Mostra-se
como essas fracoes podem representar fungoes e sua relagao com a série de Taylor e com os
aproximantes de Padé. Vdrios exemplos ilustram a teoria.
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Abstract: A presentation and a general discussion of continuous fractions are developed. It
is shown that these fractions can represent functions. Their relationships with Taylor series
and Padé approximants are discussed. Several examples illustrate the theory.
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1 Introducao

As fragoes continuas tém importancia tanto pelo aspecto fundamental da teo-
ria subjacente como pelas intimeras possibilidades de aplicacoes em problemas di-
versos como modelagens e equagoes diferenciais. Embora haja alguma literatura
em Portugués sobre fragoes continuas (VELOSO, 1956; BESKIN, 1987), ndo temos
ciéncia de nenhum trabalho que relacione essas fracoes com as séries de Taylor e
com os aproximantes de Padé, apesar da sua importancia. Sentimo-nos, entao, du-
plamente motivados a desenvolver o presente trabalho. Primeiramente, para oferecer
aos interessados material referente a essa relevante questao. Com esta idéia presente,
tivemos o cuidado de apresentar o material sob forma didédtica, para aqueles que de-
sejarem se familiarizar com o tema e nele se aprofundar. O tema foi tratado com o
rigor matematico necessario.

Em segundo lugar, mostramos a relagdo que ha entre as fracoes continuas, as
séries de Taylor e os aproximantes de Padé. Embora as séries de Taylor sejam
amplamente conhecidas e tratadas em quase todos os textos de Calculo, o0 mesmo
nao acontece com a teoria dos aproximantes de Padé. Para o leitor interessado,
sugerimos os trabalhos de Aguilera-Navarro et al. (AGUILERA-NAVARRO et al.,
1997; 1999).

Na proxima secao, apresentamos uma introducao aos fundamentos da teoria das
fragbes continuas. Na segdo 3, apresentamos teoremas de convergéncia. A relagao
entre fragoes continuas, séries de Taylor e aproximantes de Padé é discutida na secao
4. Algumas observagoes de caracter geral sao apresentadas na secao 5. Exemplos
de representacao de funcoes por fracoes continuas sao dados na secao 6. Referéncias
bibliograficas sao dadas no final do artigo.

2 Fracoes continuas

De uma maneira muito simplificada, podemos dizer que uma fracdo continua
é uma fragdo em que o denominador tem a forma de um inteiro mais uma fracao,
cujo denominador é também formado por um inteiro mais uma fragao, e assim por
diante. Uma fragdo continua Fj tem, assim, a estrutura

a

I = o (1)
dy + ———
fl + ...
onde a1, b1, c1, ... sao quantidades positivas ou negativas, constantes ou nao; podem

depender de um ou mais parametros.
Uma fracao continua pode, alternativamente, assumir a forma

© (2)

€2
dy + -——
f2_|_...

F=F+
by +
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onde F, as, ba, ca, ... sdo quantidades positivas ou negativas, constantes ou nao;
podem depender de um ou mais parametros.

Talvez a primeira vez que o gérmen de uma fragdo continua apareceu na histéria
da matematica foi no famoso e histérico Elementos, de Euclides. Quando esse autor
tratou do problema do maximo divisor comum de dois nimeros naturais, usou um
algoritmo semelhante ao de se converter uma fracado numa fracdo continua como se
pode ver no seguinte exemplo, que consta do Elementos (SMITH, 1953):

12 6 1
3195 1 ®)
3+ =
6
Posteriormente, vestigios de tal procedimento sao encontrados em textos arabes e
gregos.

Entretanto, atribui-se ao matemaético italiano Rafael Bombelli (1572) o mérito
de ser considerado o iniciador da teoria moderna sobre as fragoes continuas. Quando
trata de raizes quadradas, esse autor considera o caso de encontrar quanto vale /13,
e apresenta como resposta o valor (BOMBELLI)

4
3+ . (4)
6+ ——f—
6+

64 ---

que é uma forte indicacao de que ele sabia que

Va?+b=a+ b A (5)
20+ ———
2+ - -

Passando, agora, para uma discussao mais formal, definimos uma fracao continua
como sendo o limite dos truncamentos sucessivos dos termos de uma fracao da forma:

G = b+ A (6)
bt
2+bg+---
que também pode ser representada por
ay; ag as
G=|by; —, —, —, 7
05 b17b2ab37 ()
ou ay az as
G=by+ ——— - 8
O b1t bot byt (8)

Com o objetivo de facilitar e organizar nossa analise, e antecipar notagdo que
serd utilizada na segao 4, observamos que os primeiros truncamentos de (6) sao
Ao b A

al a1+b0b1
= — by + — = L0
Bo 10 B, Ty, by (9)
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As aj boas + a1bs + bob1by
2 py+ = 10
By ° b + 2 az + biby (10)
be
€
n ai
— =bo+ (11)
Bn b1 + @2
by + "4
3

Dizemos que a equagao (11) define o n-ésimo convergente a GG. Desta forma, por
definigao, a fracdo continua G é obtida pelo limite de (11) quando n vai ao infinito,
isto é,

A
G=1 —") 12
im ( B (12)

n

Podemos verificar as seguintes relacoes de recorréncia

An+1 = bn+1An + anJrlAnfla

n=012,... 13
Bn+1 = bn+1Bn + an+1Bn—17 ( )

com
A_l =1, AQ = by

(14)
B.1=0, By=1

A prova pode ser feita por indugdo. Primeiramente, observemos que as relagoes
de recorréncia (13) sao formalmente idénticas. Dessa forma, vamos demonstrar que
a primeira delas é verdadeira. A demonstragao de que a outra também é verdadeira
segue exatamente os mesmos passos apenas substituindo-se A por B.

A partir de (9), vemos que as relagoes (13) sdo verdadeiras para n = 0. Por
hipdtese de inducao, suponhamos que sao verdadeiras para todo n = k, isto é,

Agg1 = bpp1 Ak + app1 Ak (15)
Vamos provar que vale para n = k + 1, isto é,
Agt2 = b2 Ap1 + apr24k (16)
Dividindo esta tltima relacao por b2, obtemos

Apgo

a
= Akt 2 A (17)
2

bi42

Substituindo (15) em (17), obtemos

Apyo
br2

a
= br11 Ak + agr1Ax—1 + bk+2 A (18)
k+2
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donde

Apro = ap2Ak + bpp1bp2 Ak + app1bri2Ar—1
= ap2Ak + bpgo (bpr1Ag + apy1Ak—1) (19)
= ap2A; + bir2 Ak

onde, na ultima passagem, usamos a relacdo (15). Fica, assim, demonstrada a
veracidade da relacao (16), e, como foi mencionado no comego desta demonstragao,
as relagoes (13) sao verdadeiras para todo n.

As relagoes (13) sao chamadas formulas fundamentais de recorréncia. Delas
podemos derivar determinantes que serao uteis para relacionar os coeficientes das
fragoes continuas com os coeficientes da série de Taylor correspondente.

De (13) e por uma das propriedades dos determinantes temos que

Anq1 A, An1 bpAn—1+anAno
‘ Bn1 Bn ‘ Bn-1 byBn-1+ anBn-a
_ ‘ Ap-1 bpAn g Ap1 anAns ‘
B,_1 b,Bp_1 Bn-1 apBn—2
- ol BT B @0
Por aplicagoes sucessivas de (20), obtemos
Apn-1Bn — Bh1An = (—1)"ajag - an, n=12, ... (21)

onde o caso n = 1 pode ser verificado diretamente de (9).

2.1 Transformacgoes de equivaléncia

Podemos reescrever a fragao continua (6) numa forma que é mais conveniente em
algumas situacoes. Para isso, utilizamos recursos oferecidos por transformacgades de
equivaléncia. Sabemos que o valor de uma fragao nao se altera quando multiplicamos
o numerador e o denominador por uma mesma quantidade nao nula. Assim, podemos
multiplicar numeradores e denominadores de (6) por nimeros nao nulos ¢;. Embora
G obviamente nao se altere, as quantidades A, e B,, em geral, serdo alteradas pelo
fator cica ... cn. Temos, entao, que a fragdo continua G pode ser reescrita como
C1a1

G = by + C1Cas (22)
c1b1 + ; 30303
c _ 20303
22 cgbs + -
Se b, # 0, tomando ¢, = b, !, obtemos
/
a
G=b+ L (23)
)
1+—3
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onde a a

/ 1 / 7 .

= — .= =234, ... 24
ay bla CL] bjflbj,] 5 Iy Fy ( )

Vamos, agora, considerar somente seqiiéncias pares ou {mpares, ou seja, seqiiéncias
do tipo (Agy,/Bay) ou (Azpt1/Bant1). De (23), com by = 1,

A2 Clll
g 25
By 1+ aj (25)
De
al _ ap(+ay) a5 (1+a)) + ajaz — ajag
L+ aj 14 a5+ a) 1+ a5+ a)
1+ a)
_ ay(Itaz+ay)  ajaq
1+ a5+ d) 1+ a5+ a)
! !
I asas
_ _ _ 26
277 +ah + a)) (26)
obtemos A ,
= I+ = 77 (27>
B asa
4 1+a — 203
2 1+ as + a)
Repetindo esse processo sucessivamente para ajy, ag, ..., a parte par G de G se
expressa como
@
Gp =1+ 77 (28)
1 o agag
+ Qg a.al
14 ay +a) — 15
P 1+altaf—--
Analogamente, podemos expressar a parte impar GG, de G como
/ ayah
G,=14+aj — T (29)
1+ ab + af — e
1+d, +ak — 5%
LU Ttaftah—
2.2 Exemplo
Como um exemplo simples, tomemos
1
G=1+ 1 (30)
24—
2+

24+ ...
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de onde vemos que b =1, a, =1, b,=2,1=1,2,3, ....
A partir das expressoes (9), (10) e (11), obtemos

3

27

A4 1 A Ay T Ay 1T A 41

By 17 B By 5 By 127 By 29 (31)
As relagoes de recorréncia (13) se tornam
An—l—l = 2An + An—ly Bn+1 = 2-Bn + Bn—l (32)

onde,bp=1,a,=1,0,=2,i=1,2,3, ....

O termo geral para as relagoes de recorréncia (32) pode ser obtido assumindo-se
que A, ou B, é uma soma da forma az™ + y"™ e determinando o valor de «, 3, x
e y. Assim, como temos quatro incégnitas, montamos um sistema de quatro equagoes
(n@o lineares) e tentamos obter uma solugao. Essas equagoes podem ser construidas
tomando-se n = 1, 2, 3, 4 para a primeira das relagoes (32) e tendo em conta os va-
lores de A,, dados em (31). Dessa maneira, obtemos o sistema de equagoes algébricas
nao lineares

a+p =
ar+ Py = 3
a? + 6y = 7 (33)
ar® + By> = 17

Resolvendo esse sistema, encontramos
(1+v2) (34)

(1-v2) (35)

r o= 1442 (36)
= 1-V2 (37)

NN

Temos, assim, que

A, = % (1+ \/§)n+1 + % (1- \/5)"+1 (38)

Usando o mesmo procedimento para os coeficientes B,,, encontramos

1 n+1 1 n+1
Bn = [71 (1+v2) —1(1—\/5) V2 (39)
No limite n — oo vemos que
. An 1
G=lim 5 T~V (0
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Como em (30) todas as quantidades a, tém o valor 1, a relagao (21) se reduz a
Ap 1By — B 1Ap = (-1)", n=1,23, ... (41)
Finalmente, a versao transformada de (30) é

G=1+ 2 (42)
14+ —A—

9
I
—_
_l’_
D=
—
¢}
)
~
I
(]98]
|
oo|—

5 16 3
5 16L 3 - _16 (43)

—
(=]

3 Teoremas de convergéncia

Daremos a seguir alguns teoremas de convergéncia para fragdes continuas. As
demonstragoes sao extremamente elaboradas e nao serao apresentadas aqui por fu-
girem do escopo deste trabalho. Os interessados nas demonstracoes poderao consul-
tar a referéncia (BAKER, 1975).

Teorema 1: Se os a, da fracdo continua

1
G = @ (44)
Lt ——
1+
14---
sao tais que
. 1
JLH;oan—a e a> 1 (45)
entao existe um inteiro N tal que
a
G = m_ (46)
bt 14 Gmt2
14---
converge para todo m > N.
Teorema 2: Se todos os a, da fracao continua
1
G = T (47)
L+ ——
1+

14+---
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pertencem ao dominio parabdlico truncado

o) =Re(s) <C < 5 (48)
2| <M+an, 0<a<l, (1-2()/a>1 (49)

para algum M, ¢ e a, onde Re(z) é a parte real da varidvel complexa z, entao os
convergentes A, /B, convergem a um limite G. A parabola (48) tem seu vértice em
z =—1/4 e seu foco em z = 0, e é aberta a direita.

4 Relacao com séries de Taylor e aproximantes de Padé

Os coeficientes de uma série de Taylor e os da fracao continua associada estao
intimamente relacionados, como nao poderia deixar de ser. Sejam

arz

G=G(z)=by+ 3% (50)
1+
14+---
e
> An(2)
G(2) HZ:‘BQ = lm 5 (51)
Entao, os coeficientes de Taylor g, dependem de by, a1, as, ..., a, e sao reproduzidos

exatamente dos n-ésimos convergentes a G(z). A semelhanca de (9), (10) e (11),
esses convergentes sao dados por

Ao(z) b0 Ai(z)  botamz  Ax(z)  botaiz+boasz

_% 52
Bo(z) 17 Bi(z) 1 7 Bs(z) 1+ azz (52)
Em geral,
Ant1(2) = Ap(2) + any1 2 Ap—1(2) (53)
Bny1(2) = Bn(2) + ant1 2 Bn—1(2)
que sao relacoes de recorréncia andlogas a (13).
Vemos que A, (z) e By(z) sdo fungoes polinomiais de graus dados por
gr A (2) =n gr [Baon(2)] =n
[A2n(2)] [Ban(2)] (54)

grlAmu(2)]=n+1  gr{Bamui(z)] =n

Com essas informagdes sobre os graus, juntamente com o fato de que o n-ésimo
convergente reproduz os primeiros n + 1 coeficientes da série de Taylor de G (z),
podemos concluir que:

Teorema: A seqiiéncia dos convergentes da fra¢ao continua (50) sdo exatamente
a seqiiéncia dos Padés [0/0], [1/0], [1/1], [2/1], [2/2],... da tabela de Padé para
G(z).
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A parte par de (50) é dada pela seqiiéncia diagonal [0/0], [1/1], [2/2],... da
tabela de Padé (AGUILERA-NAVARRO et al., 1997). Analogamente a (28), a parte
par de (50) é dada por

G,y =bo+ nE (55)
asas3 2
1+ a9z — 5

asas z
1+ (az+aq) 2z —
(3 4) 1+(a5+a6)z—---

Podemos relacionar os parametros a, das fragdes continuas (50) e (55) direta-
mente com os coeficientes ¢, da série de poténcias (51) da seguinte maneira

Cn+1/n)C(n—1/n—1)

— >
G2n Clajn—1)Cnm) 0 "=t (56)
_ Cn+1/n+1)C(n/n-1) (57)

Gont1 = Cln/n)C(n + 1/n)
onde
9r—s+1 YGr—s+2 - Gr

Clrfs) = det| 72 Jrostt g (58)

gr gr+1 0 Grts—1

Também podemos relacionar os coeficientes a, e b;, da fragdo continua (6), e
os coeficientes p, e g5 dos aproximantes de Padé a funcdo G (BAKER, 1975). Os
coeficientes p, = p.(m/n) e gs = gs(m/n), do aproximante de Padé [m/n|, definidos
por

S p;(myn)2

j=0

B — (59)
Z q(m/n)z*
i=0

[m/n] =

onde [m/n] é o Padé mn que representa a funcao G, e os coeficientes ag, € agni1,
da fracdo continua associada a G, estao relacionados por

_ n (n/n)gqo(n—1/n—1)
@2n = qpo(n/n)gp—1(n —1/n—1) (60)

Pnt1(n+1/n)qgo(n/n—1)
qo(n +1/n)pp(n/n—1)
Com as relagoes (60) e (61), podemos computar as fragoes continuas a partir da

tabela de Padé, ou vice-versa, computar os degraus da tabela de Padé a partir das
fragoes continuas.

A2n+1 = (61)
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5 Algumas propriedades das fragoes continuas

83

Nesta secao, apresentamos, resumidamente e sem demonstrar, algumas pro-

priedades das fragoes continuas.

Sejam
f=0bo+ “ )
b1 + a3
by + bgT
e seu convergente de ordem n
Jn = %Z = Byr bt bt by

e Ap - . .
1. Se existir lim B a fragao continua se diz convergente.
n—oo
n

Se a, = 1 e os b, sdo inteiros, sempre ha convergéncia.

2. Sea; >0eb >0entao fo, < foni2 € fon—1 > font1

3.
1
1+as+asaz+---+asazas---ap, = as
1—
14+ as — a3
1+az—"".
n
1+a,
4.
1 1 1 1
S T 5
ay as Qg aj
a) — 3
a3
a; +as — 5
as
az +az —
az+aqg — .
a%—l
Ap—1+ an

6 Exemplos

(62)

(64)

A seguir, oferecemos alguns exemplos de representagdo de algumas fungoes e
nameros transcendentais em termos de fragoes continuas. Essas representacoes sao
muito tteis em calculos computacionais, pois os algoritmos desenvolvidos com base
nessas representacoes sao mais eficientes que aqueles desenvolvidos com base nas

séries de Taylor.
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Assim,
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X

arctan(z) = 3 (66)
X
1+ 472
5+ 2%
7 + ..
ar =1z ap=(n—1)%?
bo=0 by=2n—1 (67)
@ _0 é B 15z + 423
Bo N B3 N 15 +9£L‘2
Al A4 1052 + 55273
B, 7 B, 2 4 (68)
B By 105+ 9022 + 9z
Ay 3 As 945z + 7352° + 64a°
By, 3422 Bs 945 + 105022 + 2254
X
In(x +1) = T (69)
1+ -
2+ - P
+ 4 4x
" 54 2%
6+ -
tan(z) = . . 24 (1 i2n)g (70)
1— -
V4
3— 2
5 B z
7 _
tanh(z) = - . 24 (1 zn)%’ (71)
z
1+ 5
z
5
M
1
exp(z) = > (72)
1- F
1+ .
2 _
34—
2 _
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Sao conhecidas representacoes em termos de fragoes continuas de varios nimeros
transcendentais. Como exemplo, apresentamos duas representacoes do nimero 7 e
da base e dos logaritmos naturais

494 L (73)
T 2+ 5%
2+ 3
24 57
e=2+ 11 (74)
1+ -
2+ -
1+ ——
4+

1+---

O resultado (73) foi obtido no século XVIII, por Euler (EULER, 1783). Também
¢ devida a esse notavel matemadtico a expressao (74) (EULER, 1737).
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