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Resumo: Faz-se uma apresenta»c~ao e um estudo geral das fra»c~oes cont¶³nuas. Mostra-se
como essas fra»c~oes podem representar fun»c~oes e sua rela»c~ao com a s¶erie de Taylor e com os
aproximantes de Pad¶e. V¶arios exemplos ilustram a teoria.
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mantes de Pad¶e
Abstract: A presentation and a general discussion of continuous fractions are developed. It
is shown that these fractions can represent functions. Their relationships with Taylor series
and Pad¶e approximants are discussed. Several examples illustrate the theory.
Key words: Continuous fractions, representation of functions, Taylor series, Pad¶e approx-
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1 Introdu»c~ao
As fra»c~oes cont¶³nuas têm importância tanto pelo aspecto fundamental da teo-

ria subjacente como pelas in¶umeras possibilidades de aplica»c~oes em problemas di-
versos como modelagens e equa»c~oes diferenciais. Embora haja alguma literatura
em Português sobre fra»c~oes cont¶inuas (VELOSO, 1956; BESKIN, 1987), n~ao temos
ciência de nenhum trabalho que relacione essas fra»c~oes com as s¶eries de Taylor e
com os aproximantes de Pad¶e, apesar da sua importância. Sentimo-nos, ent~ao, du-
plamente motivados a desenvolver o presente trabalho. Primeiramente, para oferecer
aos interessados material referente a essa relevante quest~ao. Com esta id¶eia presente,
tivemos o cuidado de apresentar o material sob forma did¶atica, para aqueles que de-
sejarem se familiarizar com o tema e nele se aprofundar. O tema foi tratado com o
rigor matem¶atico necess¶ario.

Em segundo lugar, mostramos a rela»c~ao que h¶a entre as fra»c~oes cont¶³nuas, as
s¶eries de Taylor e os aproximantes de Pad¶e. Embora as s¶eries de Taylor sejam
amplamente conhecidas e tratadas em quase todos os textos de C¶alculo, o mesmo
n~ao acontece com a teoria dos aproximantes de Pad¶e. Para o leitor interessado,
sugerimos os trabalhos de Aguilera-Navarro et al. (AGUILERA-NAVARRO et al.,
1997; 1999).

Na pr¶oxima se»c~ao, apresentamos uma introdu»c~ao aos fundamentos da teoria das
fra»c~oes cont¶³nuas. Na se»c~ao 3, apresentamos teoremas de convergência. A rela»c~ao
entre fra»c~oes cont¶³nuas, s¶eries de Taylor e aproximantes de Pad¶e ¶e discutida na se»c~ao
4. Algumas observa»c~oes de car¶acter geral s~ao apresentadas na se»c~ao 5. Exemplos
de representa»c~ao de fun»c~oes por fra»c~oes cont¶³nuas s~ao dados na se»c~ao 6. Referências
bibliogr¶a¯cas s~ao dadas no ¯nal do artigo.

2 Fra»c~oes cont¶³nuas
De uma maneira muito simpli¯cada, podemos dizer que uma fra»c~ao cont¶³nua

¶e uma fra»c~ao em que o denominador tem a forma de um inteiro mais uma fra»c~ao,
cujo denominador ¶e tamb¶em formado por um inteiro mais uma fra»c~ao, e assim por
diante. Uma fra»c~ao cont¶³nua F1 tem, assim, a estrutura

F1 = a1
b1 + c1

d1 + e1
f1 + ¢ ¢ ¢

(1)

onde a1; b1; c1; : : : s~ao quantidades positivas ou negativas, constantes ou n~ao; podem
depender de um ou mais parâmetros.

Uma fra»c~ao cont¶³nua pode, alternativamente, assumir a forma

F2 = F + a2
b2 + c2

d2 + e2
f2 + ¢ ¢ ¢

(2)
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onde F, a2; b2; c2; : : : s~ao quantidades positivas ou negativas, constantes ou n~ao;
podem depender de um ou mais parâmetros.

Talvez a primeira vez que o g¶ermen de uma fra»c~ao cont¶³nua apareceu na hist¶oria
da matem¶atica foi no famoso e hist¶orico Elementos, de Euclides. Quando esse autor
tratou do problema do m¶aximo divisor comum de dois n¶umeros naturais, usou um
algoritmo semelhante ao de se converter uma fra»c~ao numa fra»c~ao cont¶³nua como se
pode ver no seguinte exemplo, que consta do Elementos (SMITH, 1953):

12
38 =

6
19 =

1
3 + 16

(3)

Posteriormente, vest¶³gios de tal procedimento s~ao encontrados em textos ¶arabes e
gregos.

Entretanto, atribui-se ao matem¶atico italiano Rafael Bombelli (1572) o m¶erito
de ser considerado o iniciador da teoria moderna sobre as fra»c~oes cont¶³nuas. Quando
trata de ra¶³zes quadradas, esse autor considera o caso de encontrar quanto vale p13,
e apresenta como resposta o valor (BOMBELLI)

3 + 4
6 + 4

6 + 4
6 + ¢ ¢ ¢

(4)

que ¶e uma forte indica»c~ao de que ele sabia que
pa2 + b = a+ b

2a+ b
2a+ b

2a+ ¢ ¢ ¢
(5)

Passando, agora, para uma discuss~ao mais formal, de¯nimos uma fra»c~ao cont¶³nua
como sendo o limite dos truncamentos sucessivos dos termos de uma fra»c~ao da forma:

G = b0 + a1
b1 + a2

b2 + a3
b3 + ¢ ¢ ¢

(6)

que tamb¶em pode ser representada por

G =
·
b0; a1b1 ;

a2
b2 ;

a3
b3 ; ¢ ¢ ¢

¸
(7)

ou
G = b0 + a1

b1+
a2
b2+

a3
b3+ ¢ ¢ ¢ (8)

Com o objetivo de facilitar e organizar nossa an¶alise, e antecipar nota»c~ao que
ser¶a utilizada na se»c~ao 4, observamos que os primeiros truncamentos de (6) s~ao

A0
B0 =

b0
1 ;

A1
B1 = b0 +

a1
b1 =

a1 + b0b1
b1 (9)
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A2
B2 = b0 +

a1
b1 + a2b2

= b0a2 + a1b2 + b0b1b2
a2 + b1b2 (10)

e An
Bn = b0 +

a1
b1 + a2

b2 + .. .
+anbn

(11)

Dizemos que a equa»c~ao (11) de¯ne o n-¶esimo convergente a G: Desta forma, por
de¯ni»c~ao, a fra»c~ao cont¶³nua G ¶e obtida pelo limite de (11) quando n vai ao in¯nito,
isto ¶e,

G = limn!1
µAn
Bn

¶
(12)

Podemos veri¯car as seguintes rela»c~oes de recorrência
An+1 = bn+1An + an+1An¡1;
Bn+1 = bn+1Bn + an+1Bn¡1; n = 0; 1; 2; : : : (13)

com
A¡1 = 1; A0 = b0
B¡1 = 0; B0 = 1

(14)

A prova pode ser feita por indu»c~ao. Primeiramente, observemos que as rela»c~oes
de recorrência (13) s~ao formalmente idênticas. Dessa forma, vamos demonstrar que
a primeira delas ¶e verdadeira. A demonstra»c~ao de que a outra tamb¶em ¶e verdadeira
segue exatamente os mesmos passos apenas substituindo-se A por B.

A partir de (9), vemos que as rela»c~oes (13) s~ao verdadeiras para n = 0. Por
hip¶otese de indu»c~ao, suponhamos que s~ao verdadeiras para todo n = k, isto ¶e,

Ak+1 = bk+1Ak + ak+1Ak¡1 (15)
Vamos provar que vale para n = k + 1, isto ¶e,

Ak+2 = bk+2Ak+1 + ak+2Ak (16)

Dividindo esta ¶ultima rela»c~ao por bk+2; obtemos
Ak+2
bk+2 = Ak+1 +

ak+2
bk+2Ak (17)

Substituindo (15) em (17), obtemos
Ak+2
bk+2 = bk+1Ak + ak+1Ak¡1 +

ak+2
bk+2Ak (18)



M. C. K. Aguilera-Navarro e V. C. Aguilera-Navarro 77

donde
Ak+2 = ak+2Ak + bk+1bk+2Ak + ak+1bk+2Ak¡1

= ak+2Ak + bk+2 (bk+1Ak + ak+1Ak¡1) (19)
= ak+2Ak + bk+2Ak+1

onde, na ¶ultima passagem, usamos a rela»c~ao (15). Fica, assim, demonstrada a
veracidade da rela»c~ao (16), e, como foi mencionado no come»co desta demonstra»c~ao,
as rela»c~oes (13) s~ao verdadeiras para todo n.

As rela»c~oes (13) s~ao chamadas f¶ormulas fundamentais de recorrência. Delas
podemos derivar determinantes que ser~ao ¶uteis para relacionar os coe¯cientes das
fra»c~oes cont¶³nuas com os coe¯cientes da s¶erie de Taylor correspondente.

De (13) e por uma das propriedades dos determinantes temos que¯̄̄
¯̄ An¡1 An
Bn¡1 Bn

¯̄̄
¯̄ =

¯̄̄
¯̄ An¡1 bnAn¡1 + anAn¡2
Bn¡1 bnBn¡1 + anBn¡2

¯̄̄
¯̄

=
¯̄̄
¯̄ An¡1 bnAn¡1
Bn¡1 bnBn¡1

¯̄̄
¯̄+

¯̄̄
¯̄ An¡1 anAn¡2
Bn¡1 anBn¡2

¯̄̄
¯̄

= ¡an
¯̄̄
¯̄ An¡2 An¡1
Bn¡2 Bn¡1

¯̄̄
¯̄ (20)

Por aplica»c~oes sucessivas de (20), obtemos
An¡1Bn ¡Bn¡1An = (¡1)n a1a2 ¢ ¢ ¢ an; n = 1; 2; : : : (21)

onde o caso n = 1 pode ser veri¯cado diretamente de (9).

2.1 Transforma»c~oes de equivalência
Podemos reescrever a fra»c~ao cont¶³nua (6) numa forma que ¶e mais conveniente em

algumas situa»c~oes. Para isso, utilizamos recursos oferecidos por transforma»c~oes de
equivalência. Sabemos que o valor de uma fra»c~ao n~ao se altera quando multiplicamos
o numerador e o denominador por uma mesma quantidade n~ao nula. Assim, podemos
multiplicar numeradores e denominadores de (6) por n¶umeros n~ao nulos cj. Embora
G obviamente n~ao se altere, as quantidades An e Bn; em geral, ser~ao alteradas pelo
fator c1c2 : : : cn: Temos, ent~ao, que a fra»c~ao cont¶³nua G pode ser reescrita como

G = b0 + c1a1
c1b1 + c1c2a2

c2b2 + c2c3a3
c3b3 + ¢ ¢ ¢

(22)

Se bn 6= 0, tomando cn = b¡1n ; obtemos
G = b0 + a01

1 + a02
1 + a03

1 + ¢ ¢ ¢
(23)



78 Revista Ciências Exatas e Naturais, Ano 2, no. 1, Jul/Dez 2000

onde
a01 = a1

b1 ; a0j = aj
bj¡1bj ; j = 2; 3; 4; : : : (24)

Vamos, agora, considerar somente seqÄuências pares ou¶³mpares, ou seja, seqÄuências
do tipo (A2n=B2n) ou (A2n+1=B2n+1). De (23), com b0 = 1;

A2
B2 = 1 +

a01
1 + a02 (25)

De
a02

1 + a03
1 + a04

= a02 (1 + a04)
1 + a03 + a04 =

a02 (1 + a04) + a02a03 ¡ a02a03
1 + a03 + a04

= a02 (1 + a03 + a04)
1 + a03 + a04 ¡ a02a03

1 + a03 + a04
= a02 ¡ a02a03

1 + a03 + a04 (26)

obtemos A4
B4 = 1 +

a01
1 + a02 ¡ a02a03

1 + a03 + a04
(27)

Repetindo esse processo sucessivamente para a04; a06; : : : ; a parte par Gp de G se
expressa como

Gp = 1 + a01
1 + a02 ¡ a02a03

1 + a03 + a04 ¡ a04a05
1 + a05 + a06 ¡ ¢ ¢ ¢

(28)

Analogamente, podemos expressar a parte ¶³mpar G{ de G como

G{ = 1 + a01 ¡ a01a02
1 + a02 + a03 ¡ a03a04

1 + a04 + a05 ¡ a05a06
1 + a06 + a07 ¡ ¢ ¢ ¢

(29)

2.2 Exemplo
Como um exemplo simples, tomemos

G = 1+ 1
2 + 1

2 + 1
2 + ¢ ¢ ¢

(30)
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de onde vemos que b0 = 1; a{ = 1; b{ = 2; i = 1; 2; 3; : : : :
A partir das express~oes (9), (10) e (11), obtemos

A0
B0 =

1
1 ;

A1
B1 =

3
2 ;

A2
B2 =

7
5 ;

A3
B3 =

17
12 ;

A4
B4 =

41
29 (31)

As rela»c~oes de recorrência (13) se tornam
An+1 = 2An +An¡1; Bn+1 = 2Bn +Bn¡1 (32)

onde, b0 = 1; a³ = 1; b³ = 2; i = 1; 2; 3; : : : :
O termo geral para as rela»c~oes de recorrência (32) pode ser obtido assumindo-se

que An ou Bn ¶e uma soma da forma ®xn + ¯yn e determinando o valor de ®; ¯; x
e y. Assim, como temos quatro inc¶ognitas, montamos um sistema de quatro equa»c~oes
(n~ao lineares) e tentamos obter uma solu»c~ao. Essas equa»c~oes podem ser constru¶³das
tomando-se n = 1; 2; 3; 4 para a primeira das rela»c~oes (32) e tendo em conta os va-
lores de An dados em (31). Dessa maneira, obtemos o sistema de equa»c~oes alg¶ebricas
n~ao lineares

®+ ¯ = 1
®x+ ¯y = 3

®x2 + ¯y2 = 7 (33)
®x3 + ¯y3 = 17

Resolvendo esse sistema, encontramos

® = 1
2
³
1 +p2´ (34)

¯ = 1
2
³
1¡p2´ (35)

x = 1 +p2 (36)
y = 1¡p2 (37)

Temos, assim, que

An = 1
2
³
1 +p2´n+1 + 12

³
1¡p2´n+1 (38)

Usando o mesmo procedimento para os coe¯cientes Bn, encontramos

Bn =
·1
4
³
1 +p2´n+1 ¡ 14

³
1¡p2´n+1¸p2 (39)

No limite n !1 vemos que

G = limn!1
An
Bn =

1
1
2
p2 =

p2 (40)
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Como em (30) todas as quantidades a³ têm o valor 1, a rela»c~ao (21) se reduz a
An¡1Bn ¡Bn¡1An = (¡1)n; n = 1; 2; 3; : : : (41)

Finalmente, a vers~ao transformada de (30) ¶e

G = 1+
1
2

1 +
1
4

1 +
1
4

1 + ¢ ¢ ¢
(42)

e as partes pares e ¶³mpares de (42) G s~ao

Gp = 1 +
1
2

5
4 ¡ 1

16
3
2 ¡ 1

16
3
2 ¡ ¢ ¢ ¢

e G{ = 3
2 ¡ 1

8
3
2 ¡ 1

16
3
2 ¡ 1

16
3
2 ¡ ¢ ¢ ¢

(43)

3 Teoremas de convergência
Daremos a seguir alguns teoremas de convergência para fra»c~oes cont¶³nuas. As

demonstra»c~oes s~ao extremamente elaboradas e n~ao ser~ao apresentadas aqui por fu-
girem do escopo deste trabalho. Os interessados nas demonstra»c~oes poder~ao consul-
tar a referência (BAKER, 1975).

Teorema 1: Se os an da fra»c~ao cont¶³nua

G = 1
1 + a2

1 + a3
1 + ¢ ¢ ¢

(44)

s~ao tais que

limn!1 an = a e a > ¡14 (45)
ent~ao existe um inteiro N tal que

Gm = am
1 + am+1

1 + am+2
1 + ¢ ¢ ¢

(46)

converge para todo m > N:
Teorema 2: Se todos os an da fra»c~ao cont¶³nua

G = 1
1 + a2

1 + a3
1 + ¢ ¢ ¢

(47)
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pertencem ao dom¶³nio parab¶olico truncado

jzj = Re(z) · ³ < 1
2 (48)

jzj ·M + ®n; 0 < ® < 1; (1¡ 2³)=® > 1 (49)
para algum M; ³ e ®; onde Re(z) ¶e a parte real da vari¶avel complexa z; ent~ao os
convergentes An=Bn convergem a um limite G: A par¶abola (48) tem seu v¶ertice em
z = ¡1=4 e seu foco em z = 0; e ¶e aberta µa direita.

4 Rela»c~ao com s¶eries de Taylor e aproximantes de Pad¶e
Os coe¯cientes de uma s¶erie de Taylor e os da fra»c~ao cont¶³nua associada est~ao

intimamente relacionados, como n~ao poderia deixar de ser. Sejam

G = G(z) = b0 + a1z
1 + a2z

1 + a3z
1 + ¢ ¢ ¢

(50)

e
G(z) =

1X
n=0

gnzn = limn!1
An(z)
Bn(z) (51)

Ent~ao, os coe¯cientes de Taylor gn dependem de b0; a1; a2; : : : ; an e s~ao reproduzidos
exatamente dos n-¶esimos convergentes a G(z). µA semelhan»ca de (9), (10) e (11),
esses convergentes s~ao dados por

A0(z)
B0(z) =

b0
1 ;

A1(z)
B1(z) =

b0 + a1z
1 ; A2(z)

B2(z) =
b0 + a1z + b0a2z

1 + a2z (52)

Em geral,
An+1(z) = An(z) + an+1 z An¡1(z)
Bn+1(z) = Bn(z) + an+1 z Bn¡1(z) (53)

que s~ao rela»c~oes de recorrência an¶alogas a (13).
Vemos que An(z) e Bn(z) s~ao fun»c~oes polinomiais de graus dados por

gr [A2n(z)] = n gr [B2n(z)] = n
gr [A2n+1(z)] = n+ 1 gr [B2n+1(z)] = n

(54)

Com essas informa»c~oes sobre os graus, juntamente com o fato de que o n-¶esimo
convergente reproduz os primeiros n + 1 coe¯cientes da s¶erie de Taylor de G (z),
podemos concluir que:

Teorema: A seqÄuência dos convergentes da fra»c~ao cont¶³nua (50) s~ao exatamente
a seqÄuência dos Pad¶es [0=0] ; [1=0] ; [1=1] ; [2=1] ; [2=2] ; : : : da tabela de Pad¶e para
G(z).
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A parte par de (50) ¶e dada pela seqÄuência diagonal [0=0] ; [1=1] ; [2=2] ; : : : da
tabela de Pad¶e (AGUILERA-NAVARRO et al., 1997). Analogamente a (28), a parte
par de (50) ¶e dada por

Gp = b0 + a1z
1 + a2z ¡ a2a3 z2

1 + (a3 + a4) z ¡ a4a5 z2
1 + (a5 + a6) z ¡ ¢ ¢ ¢

(55)

Podemos relacionar os parâmetros a³ das fra»c~oes cont¶³nuas (50) e (55) direta-
mente com os coe¯cientes g³ da s¶erie de potências (51) da seguinte maneira

a2n = ¡C (n+ 1=n)C (n¡ 1=n¡ 1)C(n=n¡ 1)C(n=n) ; n ¸ 1 (56)

a2n+1 = ¡C (n+ 1=n+ 1)C (n=n¡ 1)C(n=n)C(n+ 1=n) (57)

onde

C(r=s) ´ det
¯̄̄
¯̄̄
¯̄̄
¯

gr¡s+1 gr¡s+2 ¢ ¢ ¢ gr
gr¡s+2 gr¡s+1 ¢ ¢ ¢ gr+1... ... ...
gr gr+1 ¢ ¢ ¢ gr+s¡1

¯̄̄
¯̄̄
¯̄̄
¯

(58)

Tamb¶em podemos relacionar os coe¯cientes a³ e bj, da fra»c~ao cont¶³nua (6), e
os coe¯cientes pr e qs dos aproximantes de Pad¶e µa fun»c~ao G (BAKER, 1975). Os
coe¯cientes pr = pr(m=n) e qs = qs(m=n); do aproximante de Pad¶e [m=n], de¯nidos
por

[m=n] =

mX
j=0
pj(m=n)zj

nX
i=0
q³(m=n)z³

(59)

onde [m/n] ¶e o Pad¶e mn que representa a fun»c~ao G, e os coe¯cientes a2n e a2n+1;
da fra»c~ao cont¶³nua associada a G, est~ao relacionados por

a2n = qn (n=n) q0 (n¡ 1=n¡ 1)
q0(n=n)qn¡1(n¡ 1=n¡ 1) (60)

a2n+1 = pn+1 (n+ 1=n) q0 (n=n¡ 1)
q0(n+ 1=n)pn(n=n¡ 1) (61)

Com as rela»c~oes (60) e (61), podemos computar as fra»c~oes cont¶³nuas a partir da
tabela de Pad¶e, ou vice-versa, computar os degraus da tabela de Pad¶e a partir das
fra»c~oes cont¶³nuas.
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5 Algumas propriedades das fra»c~oes cont¶³nuas
Nesta se»c~ao, apresentamos, resumidamente e sem demonstrar, algumas pro-

priedades das fra»c~oes cont¶³nuas.
Sejam

f = b0 + a1
b1 + a2

b2 + a3
b3 + ¢ ¢ ¢

(62)

e seu convergente de ordem n

fn = An
Bn = b0 +

a1
b1+

a2
b2+

a3
b3+

a4
b4+¢ ¢ ¢anbn (63)

1. Se existir limn!1
An
Bn , a fra»c~ao cont¶³nua se diz convergente.Se a³ = 1 e os b³ s~ao inteiros, sempre h¶a convergência.

2. Se a³ > 0 e b³ > 0 ent~ao f2n < f2n+2 e f2n¡1 > f2n+1
3.

1 + a2 + a2a3 + ¢ ¢ ¢+ a2a3a4 ¢ ¢ ¢an = 1
1¡ a2

1 + a2 ¡ a3
1 + a3 ¡ . . . an

1 + an

(64)

4.
1
a1 +

1
a2 + ¢ ¢ ¢+ 1

an =
1

a1 ¡ a21
a1 + a2 ¡ a22

a2 + a3 ¡ a23
a3 + a4 ¡ . . .a2n¡1

an¡1 + an

(65)

6 Exemplos
A seguir, oferecemos alguns exemplos de representa»c~ao de algumas fun»c~oes e

n¶umeros transcendentais em termos de fra»c~oes cont¶³nuas. Essas representa»c~oes s~ao
muito ¶uteis em c¶alculos computacionais, pois os algoritmos desenvolvidos com base
nessas representa»c~oes s~ao mais e¯cientes que aqueles desenvolvidos com base nas
s¶eries de Taylor.
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arctan(x) = x
1 + x2

3 + 4x2

5 + 9x2
7 + ¢ ¢ ¢

(66)

onde
a1 = x an = (n¡ 1)2x2
b0 = 0 bn = 2n¡ 1 (67)

Assim,
A0
B0 = 0

A3
B3 =

15x+ 4x3
15 + 9x2

A1
B1 = x

A4
B4 =

105x+ 55x3
105 + 90x2 + 9x4

A2
B2 =

3x
3 + x2

A5
B5 =

945x+ 735x3 + 64x5
945 + 1050x2 + 225x4

(68)

ln(x+ 1) = x
1 + x

2 + x
3 + 4x

4 + 4x
5 + 9x

6 + ¢ ¢ ¢

(69)

tan(z) = z
1¡ z2

3¡ z2

5¡ z2
7¡ ¢ ¢ ¢

; z 6= (1§ 2n)¼2 (70)

tanh(z) = z
1 + z2

3 + z2

5 + z2
7 + ¢ ¢ ¢

; z 6= (1§ 2n)¼i2 (71)

exp(z) = 1
1¡ z

1 + z
2¡ z

3 + z
2¡ z

5 + ¢ ¢ ¢

(72)
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S~ao conhecidas representa»c~oes em termos de fra»c~oes cont¶³nuas de v¶arios n¶umeros
transcendentais. Como exemplo, apresentamos duas representa»c~oes do n¶umero ¼ e
da base e dos logaritmos naturais

4
¼ = 1+

1
2 + 9

2 + 25
2 + 49

2 + ¢ ¢ ¢

(73)

e = 2+ 1
1 + 1

2 + 1
1 + 1

4 + 1
1 + ¢ ¢ ¢

(74)

O resultado (73) foi obtido no s¶eculo XVIII, por Euler (EULER, 1783). Tamb¶em
¶e devida a esse not¶avel matem¶atico a express~ao (74) (EULER, 1737).
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