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Resumo: As propriedades térmicas dos materiais sdo de grande importancia para os pro-
jetos mecéanicos, principalmente os que envolvem sistemas térmicos. A simulacdo e deter-
minagao do campo da temperatura pelo modelo mateméatico conhecido como equacao do
calor, auxilia na representacao do comportamento térmico, isto é, nos fornece informagcoes
prévias de como a temperatura varia com a posi¢ao e o tempo em um sélido, e assim, poder
caracterizar o material termicamente e saber as condi¢des apropriadas a se impor ao objeto
em estudo. O objetivo deste trabalho, é resolver a EDP que modela os processos de trans-
porte de calor unidimensional e bidimensional em geometria retangular por meio da técnica
da transformada integral classica e separacao de variaveis, respectivamente. Por fim, faz-se
a analise dos modelos encontrados a partir da utilizacao de gréficos e tabelas de convergéncia.

Palavras-chave: transformada integral; método de Fourier; equagdo do calor.

Abstract: The thermal properties of materials are of great importance for mechanical
projects, especially those involving thermal systems. The simulation and determining the
mathematical model for the temperature field known as heat equation, assists in the re-
presentation of the thermal behavior, that is , it gives us prior information on how the
temperature varies with the position and time in a solid, and so power thermally charac-
terize the material and know the appropriate conditions to impose on the object under
study. The objective of this work is to solve the EDP modeling the one-dimensional and
two-dimensional heat transfer processes in rectangular geometry through the Classical In-
tegral Transformation Technique and the Separation of Variables, respectively. Finally, we
analyze the models found from the use of graphs and convergence tables

Key words: integral transformation; Fourier method; heat equation.

1 Introducao

Com o0 avanco tecnolédgico, os estudos que envolvem a transferéncia de calor ganham um
grande destaque, j4 que a maioria dos processos industriais e de projetos de usinas nucleares
e térmicas utilizam equipamentos de troca de calor como geradores de vapor, fornos, motores
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de calor, condensadores e outros. O mesmo acontece na area de producao de energia, que
estd em processo de expansao com projetos no controle do meio ambiente.

Existem outros processos em nosso dia-a-dia onde ocorre a transferéncia de calor, como
os conversores cataliticos presentes nos motores de combustao interna dos automoveis, as
unidades de refrigeracdo e ar-condicionado, os equipamentos eletronicos, a refrigeracdo de
motores elétricos, os transformadores e geradores elétricos, aquecimento e refrigeragdo de
processos quimicos, a minimizacdo de perdas de calor em construcoes e aprimoramento de
técnicas de isolamento térmico.

Com essa vasta gama de aplicacoes, vemos que os problemas relativos a transferéncia de
calor aparecem como enormes desafios a se resolver. Assim, matematicos, fisicos e engenhei-
ros estdo constantemente confrontando com a necessidade de se maximizar e/ou minimizar
taxas de transferéncia de calor, impulsionando um avancgo rapido em varias tecnologias de
aprimoramento, incluindo o uso de superficies estendidas, agitadores e campos elétricos ou
magnéticos externos [1] e [2]

A transferéncia de calor ocorre por conducdo, conveccdo e radiacdo, mas na maioria
das vezes, por combinac¢do das mesmas [3]. A maioria destes problemas sdo tratados a
partir das Equacoes de Conservacao de Energia Térmica, as quais sao resolvidas utilizando
técnicas numéricas, analiticas ou hibridas (analiticas-numeéricas). A partir da década de 80,
as técnicas analiticas e/ou hibridas tém sido desenvolvidas e utilizadas na solucdo destas
equagoes, devido a sua versatilidade no tratamento mateméatico/computacional.

No trabalho de [4] examina-se analiticamente a transferéncia de calor convectivo laminar
forcado de um fluido newtoniano em um microcanal entre duas placas paralelas e para isso é
utilizada a Técnica da Transformada Integral Generalizada. A teoria dos estresses térmicos
com base na equagao de conducao de calor relacionada a uma derivada temporal de ordem
maior que 2 é usada para investigar os estresses térmicos em um corpo cilindrico infinito,
cuja solugao é obtida aplicando transformagcao integral de Laplace e Weber [5].

O objetivo deste trabalho, oriundo da dissertagdo de mestrado do Mestrado Profissional
em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT [6], é resolver a EDP que modela os pro-
cessos de transporte de calor unidimensional e bidimensional em geometria retangular, as
quais estao acopladas as condicoes de contornos de Dirichlet. O primeiro problema de valor
de contorno esté relacionado a uma barra feita de material condutor térmico e o segundo
problema vinculado a uma placa também feita de um material condutor. Inicialmente resol-
veremos o problema unidimensional utilizando a Técnica de Transformada Integral Classica
e, finalmente, o problema bidimensional sera resolvido via Técnica de Separacao de Variveis.
Para cada uma das solugoes analiticas obtidas serao comparadas com resultados analiticos
provindos da literatura, além disso serao analisados os perfis de temperatura relativos a
variavel tempo, t, e s varidveis espaciais, = e y.

Este trabalho procura mostrar uma técnica analitica, que abrange a utilizacao de proce-
dimentos matematicos para a resolucao de conceitos fisicos para a modelagem do problema
em questdo. Com isso, temos uma avaliacdo com maior precisdo das propriedades térmicas
dos materiais que se trabalham. O resultado analitico de Equacoes Diferenciais Parciais,
fornece melhor subsidio para anélises térmicas de materiais em problemas de conducao de
calor, dessa forma esse trabalho ratifica a importancia de se propor uma solugao analitica
a um problema fisico, deixando assim a resolu¢do mais proxima da realidade do fendmeno
fisico em questao.
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2 Modelagem Matematica

A modelagem da equagao do calor é desenvolvida, por um lado, a partir da Lei de Fourier
e das equagoes do fluxo de calor e balanco de energia e, por outro lado, pelas equagoes
da capacidade térmica e da massa especifica [3] e [6]. Neste contexto, ha a ocorréncia
da difusividade térmica o = k/cp , que possui as dimensoes m?/s, sendo k (W/mK) a
condutividade térmica, ¢ (J/K) a capacidade térmica e p (kg/m?) a densidade.

Sejam  C R", r > 1, um aberto limitado de fronteira I', Q = QUT, Q = Q x (0, +00) e
% =TI'x (0, +00). Procuramos uma fungao u, tal que u € C?(Q x (0, +00))NC(Q x [0, +00)),
relativa ao problema de valor de contorno [7]:

ou
pril alAu, em Q, (1)
w = T, sobreX, (2)
u(v,0) = f(v), em Q, (3)

sendo A = >0, aa—; o laplaciano relativo as variaveis espaciais e ¢ & variavel tempo (s).
Como u deve ser uma fungdo diferenciével de classe C2(€2 x (0, +00)), no minimo, e também
continua, C(Q x [0, +00)), logo a fungdo f também deve ser continua, C(Q).

A Equacdo (1) é a equagdo do calor, pois modela a distribuicdo da temperatura u no
dominio 2 e no instante t. A Equacao (2) é a condi¢do de contorno de Dirichlet, a qual
pode ser substituida pela condi¢do de Neumann, % =T sobre Y, sendo 7 o vetor unitario
da normal exterior a I'. A condicdo de Dirichlet expressa que o bordo I de € se mantém a
temperatura 7. A condi¢ao de Neumann expressa que o fluxo de calor através do bordo I'
¢ T. A Equacio (3) é a condigdo inicial ou condicio de Cauchy.

Para que exista solugao do referido problema de valor de contorno, a funcao f deve
satisfazer a condi¢do de compatibilidade: f(v) =T, v € Q.

Na sequéncia, expomos trés problemas de valor de contorno, respectivamente, uni, bi e
tridimensional, juntamente com o desenvolvimento matemadtico para se obter as solugoes,
isto é, a determinacao do perfil de temperatura.

2.1 Equacgao do calor unidimensional
Problema de valor de contorno unidimensional

Considerando as Equagoes (1), (2) e (3), sejam Q = (0,L,) C R, T' = {0,L,}, L, > 0,
assim temos uma barra de secdo uniforme, Q, com area muito pequena em relacio ao com-
primento L,. Neste caso, ndo ha troca de calor com o exterior através da superficie lateral
da barra, sendo que os extremos correspondem ao bordo I' e estdo mantidos & tempera-
tura 7(°C), conforme a condi¢io de contorno (2). Procuramos uma funcio u, tal que
u € C%(Q x (0,+00)) N C(Q x [0,+00)), relativa ao problema de valor de contorno unidi-

mensional [§]:

ou 0u
E = O‘@a em (O7Lr) X (0,00) (4)
u(0,t) = T, te][0,00), (5)
w(Lot) = T, tel0,o00), (6)
u(mv 0) = f(.’E), UAS [07 Lz] (7)

232



D’ALESSANDRO NETO, R. e VENEZUELA, A. L.

Para resolver este problema, na sequéncia, utilizaremos a Técnica da Tranformada Integral
Classica-TTIC.

Técnica da Tranformada Integral Classica-TTIC

A TTIC exige que as condi¢oes de contorno sejam homogéneas, mas isto nao ocorre
nas Equagbes (5) e (6). Com o objetivo de homogeneiza-las, aplicamos o seguinte filtro
matematico:

u(z,t) = up(x,t) + M(z), (8)

sendo que M (x) é obtida a partir do seguinte problema de valor inicial:

d2

@M(x) = 0, em (Ova) (9)
M) = T, (10)
M(Ly,) = T. (11)

Resolvendo a Equagdo (9) temos: M(x) = c;x 4 c2. As constantes ¢; e co sdo determi-
nadas usando as Equacdes (10) e (11), dai ¢; = 0 e ¢ = T. Com isto, o filtro M é dado
por:

M(z)=T. (12)

Substituindo a Equagao (8) no problema inicial, Equagoes (4) - (7), e considerando a Equagao
(12), obtemos o problema de valor de contorno (com condi¢des de contorno homogeéneas):

% = a%, em (0, L;) x (0,00) (13)
un(0,t) = 0, tel0,00) (14)
up(Ly,t) = 0, te[0,00) (15)
up(z,0) = f(z)—T, =z€l0,L,] (16)

Problema Awuxiliar

Seguindo a TTIC, o problema auxiliar (ou problema de autovalor) apropriado é dado
por:

Pl @) = o (1)
7,(0) = 0, (18)
U, (L,) = 0, (19)

sendo ¥,, as autofuncoes associadas aos autovalores \,, sendo n =0,1,... .
A solugéo deste problema auxiliar é dada por [9], a saber:

¥, (z) = sen(\,x).

Considerando a condicao inicial, Equacao (19), obtemos os autovalores:
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A partir da propriedade de ortogonalizacao das autofungoes ¥,,:

L,
N, =
<y7m,¢/n> /sen z) sen(\,z)dx :{ w M=
0, m #n,
0

sendo N,, dado por [9]:

L, L,

2
N, = /Wﬁda: = / sen®(\,2)dx = T
0 0 ‘

As autofungbes normalizadas (ou nucleo) sdo dadas por, paran =0,1,2,...:

) v, - 2
@, (z) = N;ﬁ) = Ua(e) = /7 sen(hnz). (20)
Logo, temos que:
Ly
~ ~ 1 =
Wm,gf /ww - nz{’ e (21)
0, m#n.
0

sendo d,,, o delta de Kronecker.

Par Transformada-Inversa

O proximo passo da TTIC é determinar o par transformada-férmula de inversao:

U, (t) @,, (z)up (z, t)dz : Transformada, (22)

I
o —

oo
up(z,t) = Z : Formula de inverséo. (23)

A partir da férmula de inversao, temos:

W - — !im (x)ﬂ;n(t), (24)
%5; =3 G (@)an(t). (25)
m=0

Na Equacio (13) multiplicamos ambos os membros por ¥, (x) e aplicamos a integral
definida no intervalo [0, L,] e nesta substituimos as Equactes (24), (25) e (21), com isso
obtemos:
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Logo, para m,n =0,1,2, ..., obtemos:

D Gmnlin, () = D (=0 An O ) (£). (26)
m=0 m=0

As Equagoes (26) podem ser escritas na forma matricial e referem-se a um sistema infinito
de Equagdes Diferenciais Ordinérias lineares homogéneas, ou seja:

g (t) Mo 0 ...0 0 ..\ [u®)
) (t) 0 —Xa ... 0 0 uy (t)
u, (t) 0 0 ... 0 =XNa ...||=@.@®

Assim, para cada n = 0,1,2, ..., o sistema acima reduz-se ao problema de valor inicial:
(1) = —aA2Tn (1), (27)

cuja condicdo inicial é dada pela Transformada, Equacdo (22), no ponto t = 0, isto é:

L,
:/%muw—ﬂm. (28)
0

A solugédo do problema dado pelas Equagdes (27) e (28) é:
T (1) = T (0)e M0t (29)

Substituindo a Equagao (20) e a Equagao (29) na férmula de inversdo, Equagao (23),

obtemos:
> 2
un(z,t) =Y 4/ T sen (A, z)T, (0)e Mt (30)
n=0 z

Substituindo as Equac¢oes (12) e (30) na Equacdo (8), temos:

o0 2 _
u(z,t) =y |+ sen (A a)Ti, (0)e Mt + T, (31)
n=0 z

0) = \/ZZ sen(A\nz)(f(z) — T)dz.

Portanto, a solu¢ao da equacao do calor unidimensional, via TTIC, é dada por:

sendo:

sen (A (z) — T)dx +T. (32)

x

O\F

e
R S
L n

n=0
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2.2 Equacgao do calor bidimensional
Problema de valor de contorno bidimensional

Considerando as Equagoes (1), (2) e (3), sejam Q = (0,L;) x (0,L,) C R*, L, > 0e
L, > 0, e o bordo I' formado pelas arestas do retangulo [0, L,] x [(0, L,]. Com isto, temos
uma placa plana retangular de material homogéneo, 2, onde nio héi troca de calor com
o exterior através da superficie lateral da placa, sendo que os extremos correspondem ao
bordo, I', e estao mantidos & temperatura constante igual a zero, T=0 (°C), conforme a
condicao de contorno (2).

Procuramos uma fungio u, tal que u € C?(Q x (0, +0c)) N C(Q x [0, +0c0)), relativa ao

problema de valor de contorno bidimensional [8]:

2 2
% = a(g;;—i-gyg), em 2 x (0,00) (33)
u(0,y,t) = 0, ye€l0,L,], te0,00), (34)
w(La,yt) = 0, ye[0,Ly], tel0,00), (35)
w(z,0,t) = 0, zel0,Ly], tel0,00), (36)
w(z,Ly,t) = 0, z€l0,L,], te]0,00), (37)
uz,y,0) = flz,y), (2,y)€Q (38)

Separacgao de Variaveis

Para a resolucao do problema de conducao de calor bidimensional com condigoes de con-
tornos homogéneos, seré utilizado o método da separagao de varidveis. Para isso, tomamos
a funcao u definida da seguinte forma:

u(z,y,t) = F(x)G(y)H(?), (39)

sendo F, G, fungoes diferencidveis de classe C?(2 x (0, +0c0)), no minimo, relativas as va-
ridveis = e y, respectivamente, e H uma fungdo diferenciavel de classe C(Q x (0, +00)), no

minimo, relativa a variavel ¢. Logo, temos que %’; = F(z)G(y) digt), % = dif;gf) G(y)H(t)

e % = F(x) dz%g’)H (t). Substituindo estas expressoes na Equacdo (33), obtemos:

F(a)G(y)Hi(t) = o Fro(2)G(y)H(t) + F(2)Gyy H(t) ),

onde considerando Hy(t) = dlét(t), Fpo(z) = d2d2 e Gyyy) = deGféy).
Na expressio acima, dividimos ambos lados por aF(2)G(y)H (t) # 0, parax € [0, L,],y €

[0,L,] e t € [0,+00], dai obtemos:

lHt(t) _ Foo(z) | Gyy(y)
a H(t)  F) Gy

(40)

O lado esquerdo da Equagao (40) depende somente de ¢ e, o lado direito, depende das
varidveis x e y. Desta forma, podemos representar cada lado desta expressao pela constante,
—0?, assim temos que:

VH(t)
o H) —o?, e (41)

Ful@)  Gply)

Fw T oy (42)
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Na Equagao (42) fazemos:

FJ,Q:(J:) — _ny(y) _0_2
F(x) G(y) ’

(43)
e analogamente ao que fizemos acima, cada lado da Equacdo (43) pode ser igualado a
constante "—£2", j4 que o lado esquerdo depende somente da variavel z e o lado direito
depende da variével y. Desta forma, temos:

Fpo(x) =
Gyy(y) _o? 2
Gly) &

Considerando 7% = 0% — £2, temos a seguinte expressao:

Gyy(y) .2
Gy ~ (#2)

Aplicamos as condigbes de contorno, Equagbes (34) até (38), na Equacdo (39), dai, a
partir das Equagoes (44) e (45), temos os seguintes problemas de valor inicial:

Fop(z) + E2F(2) =0
F)=F(L;)=0

(46)

{%uw+%aw=o )
G(0) =G(L,) =0

As autofuncgoes F, relativas aos autovalores &, do problema de valor inicial (46) e as

autofungoes G, relativas aos autovalores 7, do problema de valor inicial (47), conforme [9],
respectivamente, sao dadas, para m,n =0,1,2,...;

Gn(y) = sen(n,y)
M = 1

(49)
Ly
A partir da Equagdo (41) temos a equagdo diferencial ordinaria homogénea Hy(t) +
o?aH(t) = 0, cuja solugio geral é dada por H,,,(t) = coeTmnot, sendo 02, =& +n2 e
sem perda da generalidade, tomamos ¢y = 1, logo:
Hpp (£) = e~ Tmnot, (50)
Pelo principio da superposicao, temos que:

m=0n=0
sendo U (@, y,t) = Fin(2)Gr(y) Himn (1)

A seguir determinaremos os coeficientes A,,,, e o perfil de temperatura u
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(a) Condigao inicial para t =0
Pela condigao inicial, Equagao (34), e considerando a Equacao (50), tem-se H,,,(0) =1,
logo, a Equagao (51) é dada por:

flz,y) = Z Z Apin Fon (7) G (). (52)

m=0n=0
(b) Coeficientes Apmp

Sendo u; € C(Q x {0}) e ug € C%(Q x {0}), definimos o produto interno:

<u1,u2> _

Tomando u1 = uq(z,y,0) = f(z,y) e us = ua(x,y,0) = Fp(x)Gq(y), p,g =0,1,2,..., e
pela Equagdo (52), juntamente com as propriedades do produto interno, temos:

~

x Y

L
uyusdyde.

o

0

(o) B)Ga(0)) = 3 5 A Fnl)al0). B 016 0))

m=0n=0

Pela propriedade de ortogonalidade [10], temos que:

Nmna m=pen=4q,

<Fm<$)Gn(y)an($)GlZ(y)> = {0 m7ép en;«éq

sendo N,,, = fOL”” fOLy F;Gidydx e considerando as autofungdes, Equacgdes (48) e (49),
obtemos:

Logo, para m,n =0,1,2, ...

(c) Perfil de temperatura v = u(x,y,t)

Na Equagao (51) substituimos as Equagoes (48), (49) e (50) e, com isso, determinamos
a solucao da equagao do calor bidimensional, ou seja:

m n

o) = 3 5 AT (D) g (1) o (97

m=0n=0
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2.3 Equacao do calor tridimensional
Problema de valor de contorno tridimensional

No objetivo deste trabalho propomos determinar as solugoes dos problemas de condi¢ao
de valor de contorno uni e bidimensional, contudo, estendemos o problema de conducao de
calor da placa plana para um sélido e para este nao sera realizado a anélise dos resultados.

Considerando as Equagoes (1), (2) e (3), sejam Q = (0,L,) x (0,L,) x (0,L,) C R?,
L, >0,L, >0eL, >0, eo bordo I' formado pelas faces do paralelogramo regular
[0, L] x [0,L,] x [0,L,]. Desta forma, temos um sélido de material homogéneo, €2, onde
nao ha troca de calor com o exterior através da superficie lateral deste sélido, sendo que os
extremos correspondem ao bordo, I'; e estao mantidos & temperatura constante igual a zero,
T =0 (°C), conforme a condicio de contorno (2).

Procuramos uma fungao u, tal que u € C?(Q2 x (0, +00)) N C(Q x [0, +00)), relativa ao
problema de valor de contorno tridimensional [8]:

ou <82u %u 0%
P T T

ot ox2 ' Oy2 022

u(0,y,2,t) = 0, yel0,L,], z€[0,L,] e te0,00),
w(Lg,y,2,t) = 0, yel0,L,], z€[0,L.] e t €]0,00),

u(z,0,2,¢) = 0, x€][0,L,], z€[0,L,] e t€[0,00),
w(x,Ly,z,t) = 0, xze€l0,L,], z€[0,L.] e te[0,00),

u(x,y,0,t) = 0, z€l0,L,], ye[0,L,] e tel0,00),
w(z,y,L.,t) = 0, xze€l0,L,], ye[0,L,] e te[0,00),
w50 = f@pe), (@) el

A soluc¢ao do problema de valor de contorno relativo & equacao do calor tridimensional é
obtida de forma analoga ao procedimento realizado para a equagao do calor bidimensional,
ou seja, utilizando a separacgdo de variaveis, u(z,y, z,t) = F(z)G(y)H(2)V (t), temos:

—am? ()2 () E)?
u(z,y, z,t) = Z Apnke <(LT) +(Ly) +(£2) >tsen (T) sen <ny7r> sen <kz7r> ,

L, L.

m,n,k=0

Lx Ly Lz

4
Apnk = LmLyLZ0/0/0/f(x,y,z)Fm(x)Gn(y)Hk(z)dzdydx,

sendo F,(x) = sen("£T), Gy (y) = sen(ZL

T ) e Hy(z) = sen(kL“).

3 Analise dos resultados

Nesta se¢io serdao analisados a solugdo, via TTIC, da equacao do calor unidimensional,
Equagdo (32), e a solugao, via separacdo de varidveis, da equacdo do calor bidimensio-
nal, Equagdo (53). Para cada caso, serda determinada a ordem de truncamento, N, com
erro relativo global previamente definido, bem como a anélise qualitativa (ou coeréncia dos
resultados provindos da solucdo exata relativamente ao modelo fisico) por intermédio de
graficos gerados pelo software SciDaVis [11]. Os resultados do perfil de temperatura relati-
vos & equagao do calor unidimensional e bidimensional foram gerados utilizando o sistema
algébrico computacional SAGe [12, 13].
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Na Tabela (1) temos os resultados do perfil de temperatura relacionados & equacdo do
calor unidimensional e na Tabela (2) representamos os resultados do perfil de temperatura
relacionados & equacao do calor bidimensional, onde, em ambos os casos, estabelecemos a
ordem de truncamento.

Relativamente & equagdo de calor unidimensional, nas Figuras (1) e (2) sdo apresentados
os resultados do perfil de temperatura, respectivamente, em funcao da coordenada tempo ¢
e z. Na Figura (3) temos a temperatura representada no espaco tridimensional.

Nas Figuras (4) e (5) temos os perfis de temperatura, respectivamente, em funcio da
coordenada tempo t e x, referentes a equagdo do calor bidimensional. Na Figura (7) te-
mos a temperatura representada no espaco tridimensional, onde fixamos uma das variaveis
espaciais.

3.1 Equagao do Calor Unidimensional — Solucao via TTIC

Para esta anélise, estabelecemos os seguintes parametros iniciais: L, = 0,06m, a =
1,1410~*m?/s (cobre), f(x) = 100°C, z € [0;L,], T = 0°C e t(s) € [0;16]. O tempo
maximo foi considerado 16s, pois, para t > 16s, o perfil de temperatura v tende assinto-
ticamente a zero. Os valores da temperatura foram tomados com 3 casas decimais, onde
consideramos esta a precisao do instrumento de medicao de temperatura.

Tabela 1. (Equagao do calor unidimensional) Analise da convergéncia da temperatura u, na posigao
z = 0,01m em func¢do da coordenada t.

u(°C)
N
t(s) 1 2 3 4
2,4 18,624 18,584 18,624 18,624
3,2 14,477 14473 14,477 14477
4,0 11271 11271 11,271 11271
4,8 8,778 8778 8,778 8778
5,6 6836 683 6836 6,836
6,4 5324 5324 5324 5324
7,2 4,146 4,146 4,146 4,146
8,0 3229 3229 3229 3229
8,8 2514 2514 2514 2514
9,6 1,958 1958 1,958 1,958
10,4 1525 1525 1,525 1,525
11,2 1,188 1,188 1,188 1,188
12,0 0925 0,925 0925 0,925
12,8 0,720 0,720 0,720 0,720
13,6 0561 0,561 0,561 0,561
14,4 0437 0,437 0437 0,437
15,2 0340 0,340 0,340 0,340
16,0 0265 0,265 0,265 0,265

A Tabela (1) apresenta resultados para a temperatura, em funcdo da variavel ¢, para
varios truncamentos IV, relacionados & equacdo do calor unidimensional, onde fixamos x =
0,01m. Para esta analise, podemos tomar qualquer valor de z, = € [0,00;0, 06], que teremos
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as mesmas ordens de truncamento. Para verificar a ordem de truncamento, fixamos uma
linha, por exemplo, em ¢ = 2,4s, e verificamos que, para N = 1 temos u = 18,624, para
N = 2 temos u = 18,584, para N = 3 temos u = 18,624 e para N > 4 os valores
u = 18,624 se repetem. Para t > 4,0s, a convergéncia de u ocorre para N = 1. Desta
forma, consideramos a maior ordem de truncamento, assim N = 3.

100 L
(); o —
it 1 —=— x=0,005m
i —=— x=0,015m
~ 604 —— x=0,021m B
o j
¥, .

40

20

0 2 4 6 8 10 12 14 16
7(s)

Figura 1. (Equacao do calor unidimensional) Perfil de temperatura em func¢io do tempo ¢, para as
posicoes x = 0,005m, x = 0,015m e x = 0,021m. Fonte: Proprio autor.

80 1 1 1 1 .
703 c
—=— =1.60s L
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1 = =0,48s E
504 C
e F
3_/4(,)—: E
7301 s
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104 F
0 o

. o
0 0,01 0,02 0,03
x (1)

Figura 2. (Equa¢ao do calor unidimensional) Perfil de temperatura em func¢ao da posi¢ao x, para
os tempos t = 0,48s, t = 0,80s e t = 1,60s. Fonte: Proprio autor.

Na Figura (1) sdo apresentados os perfis da temperatura « em fungéo do tempo ¢, fixando
z = 0,005m, x = 0,015m e x = 0,021m. Vemos que, conforme o tempo aumenta a
temperatura decresce, até atingir o valor minimo igual a T = 0°C. Aumentando a posi¢io
x, a temperatura u também aumenta e isto ocorre até a posicao x = 0,03m, e dai, a partir
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deste ponto, a temperatura comeca & diminuir (ver Figura (2) ). Essa evolugdo esta de
acordo com a teoria fisica apresentada, ou seja, quando o material condutor cede calor,
ocorre a diminuicao da temperatura.

Temos na Figura (2) os perfis da temperatura v em funcdo da posigao z, fixando t =
0,48s,t = 0,80s e t = 1,60s. Nas posicao = = 0,00m e = = 0,06m a temperatura inicial é
T =0°C e, quando t = Os tem-se uma temperatura uniforme de 100°C em toda extensao
da barra. Fixando o tempo, para t > 0, observamos que, conforme se aumenta x até a
posicao = = 0,03m a temperatura cresce até 100°C e, a partir deste ponto até x = 0,06m ,
ocorre a diminuicdo da temperatura voltando para T' = 0°C. Fixando uma posicio = vemos
que, se aumentamos o tempo ¢, a temperatura diminui. Este processo esta de acordo como
fenémeno fisico que envolve transporte de calor em uma barra.

Os efeitos fisicos observados nas Figuras (1) e (2) podem ser vistos na Figura (3), que
refere-se a representacio grafica do perfil de temperatura u = u(z,t). A solugdo da equagio
do calor unidimensional, provinda do trabalho de [14], é equivalente a Equagdo (32).

Figura 3. (Equagao do calor unidimensional) Representagao grafica tridimensional do perfil de
temperatura u = u(z,t), considerando o dominio (z,¢) € [0,00;0,06] x [0;16]. Fonte: Proprio
autor.

3.2 Equagao do Calor Bidimensional — Solugao via Separacgao de
Variaveis
Para esta andlise, estabelecemos os seguintes pardmetros iniciais: L, = 0,06m, L, =
0.10m, a = 1,1410~*m?2 /s (cobre), f(x,y) = 100°C, z € [0; L], y € [0; L,] e t € [0;16]. O
tempo maximo foi considerado 16s e os valores da temperatura foram tomados com 3 casas
decimais, conforme justificativa feita na secao anterior.
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Tabela 2. (Equagao do calor bidimensional) Analise da convergéncia da temperatura u, na posi¢ao
z=0,0lm ey =0,0lm em funcao da coordenada t.

u(°C)
N
t (5 1 2 3 4 5 6
1.6 7842 7842 9614 9614 09683 9683
2,4 5582 5582 6,156 6,156 6,162 6,162
3,2 3973 3973 4,168 4,168 4,169 4,169
4,0 2827 2827 2895 2895 2895 2,895
4,8 2012 2,012 2,036 2,036 2,036 2,036
5,6 1,432 1432 1,440 1,440 1,440 1,440
6,4 1,019 1,019 1,022 1,022 1,022 1,022
7,2 0,726 0,726 0,727 0,727 0,727 0,727
8,0 0,516 0516 0,517 0517 0,517 0,517
8,8 0,368 0,368 0,368 0,368 0,368 0,368
9,6 0262 0262 0,262 0,262 0,262 0,262
10,4 0,186 0,186 0,186 0,186 0,186 0,186
11,2 0,133 0,133 0,133 0,133 0,133 0,133
12,0 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094
12,8 0,067 0,067 0,067 0,067 0,067 0,067
13,6 0,048 0,048 0,048 0,048 0,048 0,048
14,4 0,034 0,034 0,034 0,034 0,034 0,034
15,2 0,024 0,024 0,024 0,024 0,024 0,024
16,0 0,017 0,017 0,017 0,017 0,017 0,017

A Tabela (2) apresenta resultados para a temperatura u, em funcdo da variavel ¢, para
varios truncamentos N, relacionados & equacdo do calor bidimensional, onde fixamos x =
0,0lm e y = 0,0lm. Para esta andlise, podemos tomar qualquer valor de z e y, z €
[0,00;0,06] e y € [0,00;0,10], que teremos as mesmas ordens de truncamento. Para verificar
a ordem de truncamento, fixamos uma linha, por exemplo, em ¢t = 1, 6s, e verificamos que,
para N = 1 temos u = 7,842, para N = 2 temos v = 7,842, para N = 3 temos u = 9,614,
para N = 4 temos u = 9,614, para N = 5 temos u = 9,683 e para N > 6 os valores
u =9,683 se repetem. Para t > 8, 8s, a convergéncia de u ocorre para N = 1. Desta forma,
consideramos a maior ordem de truncamento, assim N = 5.

Na Figura (4) sdo apresentados os perfis da temperatura u em fungdo do tempo ¢, ¢ €
[0;16], para y = 0,01lm, y = 0,04m e y = 0,08m, fixando = 0,01lm. Vemos que,
conforme o tempo cresce, a temperatura decresce, até atingir o valor minimo igual a T =0°C.
Aumentando a posicao y, fixando x, a temperatura u também aumenta. Essa evolucao esta
de acordo com a teoria fisica apresentada, ou seja, quando o material condutor cede calor,
ocorre a diminuicao da temperatura.

Temos na Figura (5) os perfis da temperatura u em fungio da posigao z, x € [0, 00; 0, 06],
para y = 0,0lm, y = 0,04dm e y = 0,08m, fixando ¢t = 1,6s . Nas posicdo x = 0,00m e
z = 0,06m a temperatura inicial é T = 0°C e, quando ¢t = Os tem-se uma temperatura
uniforme de 100°C' em toda extensao da barra. Fixando a posicao z, observamos que,
conforme se aumenta x até a posicao x = 0,03m a temperatura cresce até 100°C' e, a partir
deste ponto até z = 0,06m , ocorre a diminuicao da temperatura voltando para T = 0°C.
Fixando uma posicao x vemos que, se aumentamos o tempo t, a temperatura diminui. Este
processo esta de acordo como fenémeno fisico que envolve transporte de calor em uma barra.
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Figura 4. (Equacgao do calor bidimensional) Perfil de temperatura em func¢ao do tempo t, para as
posigoes y = 0,01m, y = 0,04m e y = 0,08m, fixando = = 0,01m. Fonte: Proprio autor.

Na Figura (6) mostramos os perfis da temperatura v em fungdo da posicio y, y €
[0,00;0,10], para t = 0,1,6s, t = 3,2s e t = 4,8s, fixando z = 0,012m . Nas posicoes
y =0,00m e y =0, 1m a temperatura inicial é T = 0°C e, quando ¢t = Os tem-se uma tem-
peratura uniforme de 100°C em toda extensao da placa. Variando a posi¢ao y, observamos
que, conforme se aumenta t até a posicao y = 0, 05m a temperatura cresce até 100°C' e, a par-
tir deste ponto até y = 0, 1'm , ocorre a diminuicao da temperatura voltando para T =0°C.
A oscilacao térmica também é facilmente observada, como por exemplo, escolhendo arbitra-
riamente z = 0,012 (poderia ser qualquer outro valor de x, pois o comportamento oscilatério
é por toda placa, havendo apenas a varia¢do da amplitude da temperatura), e com a variagao
de y, o perfil ondulatoério é visto no grafico. Por fim, o decaimento da temperatura ao longo
de y é esperado devido ao resfriamento que ocorreu nas extremidades da placa e que estao
contempladas nas condigoes de contorno da Equagao do Calor Bidimensional.

=105

—=— 1=0,01m

104 - 1=0,02m -
] —— 1=0,03m
=
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
x (m)

Figura 5. (Equacao do calor bidimensional) Perfil de temperatura em fun¢ao da coordenada =z,
para as posi¢oes y = 0,01m, y = 0,02m e y = 0,03m, fixando ¢t = 1,6s. Fonte: Proprio autor.
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Figura 6. (Equagdo do calor bidimensional) Perfil de temperatura em funcio da coordenada y,
para os tempos t = 1,6s, t = 3,2s e t = 4, 8s, fixando x = 0,012m. Fonte: Préprio autor.

Os efeitos fisicos observados nas Figuras (4) e (5) podem ser vistos na Figura (7), que
refere-se a representagdo grafica do perfil de temperatura v = wu(z,y,t). A solugdo da
equagdo do calor bidimensional, provinda do trabalho de [15], é equivalente a Equagao (53).

Figura 7. (Equacao do calor bidimensional) Representagao grafica tridimensional do perfil de
temperatura v = u(x,y,t), considerando o dominio (z,¢) € [0,00;0,06] x [0;16], para y = 0,02m.
Fonte: Proéprio autor.
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4 Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo principal analisar a equacao diferencial parcial do calor
unidimensional e bidimensional, para determinar seu perfil através da resolucdo por meio
da (TTIC) Técnica da Transformada Integral Cléssica e Separagdo de Varidveis. Assim,
com os resultados obtidos, pode-se verificar as temperaturas de acordo com o tempo em um
condutor.

A aplicagdo da Técnica da Transformada Integral para a obten¢do do campo de tempera-
tura unidimensional e da Separacdo de Variaveis para o modelo bidimensional se mostraram
ferramentas eficazes, pois, a partir dos resultados obtidos, vimos que o perfil de temperatura
foi desenvolvido com grande éxito, em todas as condigoes de contorno impostas, isso pode
ser comprovado apés a andlise dos graficos e tabelas obtidos computacionalmente.

Como sugestao para futuros trabalhos, para dar continuidade a mesma linha de pesquisa,
seria o desenvolvimento de um modelo bidimensional, para se observar como a temperatura
se comporta e se haveria semelhanca com os resultados obtidos a partir da construcao de
um experimento, que consiste no aquecimento das bordas em uma placa condutora. Dessa
forma, pode-se comparar a solucao analitica com resultados experimentais, isso seria um
ponto importante a ser estudado.
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