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Resumo: Este trabalho apresenta e descreve o cddigo corretor de erros pertencente a uma
familia de cédigos lineares, chamado Cédigo de Reed-Muller de primeira ordem utilizado
pela nave espacial Mariner 9 ao transmitir fotos do planeta Marte a Terra, quando foi envi-
ada ao espago em 1971 pela NASA (National Aeronautics and Space Administration).
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Abstract: This paper presents and describes the error corrector code belonging to a family
of linear codes, called the first-order Reed-Muller code used by the Mariner 9 spacecraft
when transmitting photos of the planet Mars to Earth, when it was sent into space in 1971
by NASA (National Aeronautics and Space Administration).
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1 Introducao

O presente trabalho descreve o cddigo corretor de erros utilizado pela nave espacial
Mariner 9, enviada ao espaco pela NASA em 30 de maio de 1971 com o objetivo de transmitir
fotos do planeta Marte a Terra.

O Programa Mariner, segundo [1], teve o seu primeiro lancamento fracassado com a nave
Mariner 1. A Mariner 2 foi a primeira missao que obteve sucesso, passou a 35 mil quilémetros
do planeta Vénus em 14 de dezembro de 1962 e enviou informagoes da atmosfera de Vénus.
A Mariner 3 langada em 5 de novembro de 1964, tinha como objetivo alcangar o planeta
Marte, porém pouco depois do langamento surgiram problemas técnicos que inviabilizaram
a missao. Apds o fracasso da missao Mariner 3, foi enviada em 28 de novembro de 1964
a Mariner 4 que passou a 9920 quilometros de Marte e transmitiu a Terra as primeiras
fotografias da superficie marciana. A Mariner 5 sobrevoou Marte em 19 de outubro de 1967,
coletou e transmitiu informagdes do planeta vermelho. A Mariner 6, passou por Marte em
31 de julho de 1969, tirou fotos e analisou a composi¢ao e pressao atmosférica de Marte.
A Mariner 7 enviou fotografias do pélo sul de Marte. O langamento da Mariner 8 néo foi
bem sucedido, levando a NASA langar a nave Mariner 9, cujo c6digo corretor de erros serd
estudado neste artigo. Esta nave entrou na érbita de Marte em 13 de novembro de 1971,
167 dias apds o lancamento.

Recebido em 30/08/2017 - Aceito em 18/10/2017
RECEN 19(2) p-168-186 jul/dez 2017 DOI:10.5935/RECEN.2017.02.04




DIAS, J. S. e CORNELISSEN, M. G.

Nesta missdo foi fotografado um majestoso vulcdo com 27 km de altura, denominado
“Monte Olimpo”, que ji havia sido observado por telescopio, pelo astréonomo italiano Gio-
vanni Schiaparelli (1835-1910), que descreveu como uma regiao de intenso brilho na superficie
de Marte.

A teoria de cédigos corretores de erros, foi fundada pelo mateméatico Claude Shannon
(1916-2001), do Laboratério Bell de Nova Jersey, Estados Unidos da América (EUA), num
trabalho publicado em 1948. Tal teoria tornou-se muito ativa a partir da década de 70
com a corrida espacial e a popularizagao dos computadores, sendo, até hoje, amplamente
utilizada em diversas areas do conhecimento: matematica, computagao, engenharia elétrica,
engenharia espacial, estatistica entre outras.

Esta teoria é utilizada sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados, garantindo a
sua confiabilidade em setores como: comunicagao via satélite, comunicagoes internas de um
computador, armazenamento 6tico de dados. Contudo, na transmissao ou armazenamento
de dados, pode ocorrer interferéncias eletromagnéticas ou equivocos humanos (erros de di-
gitagdo) que sdo chamados de ruidos, possibilitando que a mensagem recebida seja diferente
da mensagem transmitida. A referida teoria tem como objetivo corrigir tais erros e fazer
com que a mensagem transmitida pelo emissor seja de fato a mesma mensagem recebida
pelo usuério.

Atualmente existem diversos trabalhos ja publicados e disponiveis sobre a Teoria dos
Cédigos Corretores de Erros, por exemplo [2], [3], [4] e [5], que citam o cédigo utilizado pela
Mariner 9, mas de maneira superficial, apenas como exemplo de uma classe de cédigos. O
objetivo desse trabalho é explicar de maneira clara e completa o cédigo especifico utilizado
pela Mariner 9, que pertence & classe dos c6digos de Reed Muller ([6], [7], [8] e [9]) comegando
pela apresentagao dos pré requisitos da Teoria de Cédigos Corretores de Erros necessérios
para o total entendimento dessa codifica¢ao (Segao 2), passando pela apresentacao, descri¢ao
e demonstragao dos principais parametros dos Codigos de Reed Muller de Primeira Ordem
(Sec@o 3) até a explicacdo em si da codificacio e decodificacio utilizada por essa nave
espacial no envio de fotos de Marte para a Terra (Segdo 4). Com isso, espera-se que esse
texto sirva de material didatico para alunos dos cursos de matematica, computagao ou
até mesmo engenharia, para profissionais da area de tecnologia da informacao e também
para professores de matemaética e fisica tanto do Ensino Médio como do Ensino Superior
aprenderem uma aplicagao importante da matematica.

2 Conteudos Basicos

Nesta secao sao apresentadas as principais definigoes e os principais resultados da teoria
dos cédigos corretores de erros necessarios para que o leitor entenda o cédigo utilizado pela
Mariner 9. Todos os resultados desta segdo podem ser encontrados em [2] e [3].

Entende-se por cédigo, de acordo com a teoria da comunicagao, o conjunto de simbolos
que devem ser conhecidos tanto pelo emissor quanto pelo receptor, de modo que a mensagem
seja compreendida. Codificar a informagao inicial, adicionando informacao redundante, de
tal forma que, ao receber o sinal modificado pelo “ruido” seja possivel, de alguma forma,
recuperar a mensagem original, esta é a ideia basica da teoria de cédigos corretores de erros.

O ponto de partida para a construgao de um cédigo corretor de erros é construir um
conjunto de simbolos finito F, chamado alfabeto. O nimero de elementos de F serd denotado

por q.
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Definicao 2.1 (Cédigos Corretores de Erros) Um cddigo corretor de erros é um sub-
conjunto proprio qualquer de F", para algum n natural, onde F™* = F X F X ... X F.
—_—

n vezes

O exemplo a seguir ilustra a definicao acima.

Exemplo 2.1 O idioma portugués é um exemplo de um cddigo corretor de erros. Dado
o alfabeto F da lingua portuguesa, formado por 26 letras, bem como o espaco em branco,
também considerado como uma letra, o ”c¢” cedilha e as vogais acentuadas: a, d, 4, a, €, €,
i, 6, 6, 0 e 1 (neste caso, o nimero de elementos de F é ¢ = 39), uma palavra desta lingua
pode ser considerada como um elemento de F*5, jd que 46 é o comprimento da palavra mais
longa da mesma, "pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconidtico”, sequndo [10]. As outras
palavras que nao possuem 46 letras sao completadas com espacos em branco do lado direito
ao término da palavra, omitindo-os na escrita. Assim, o conjunto C de todas as palavras da
lingua portuguesa € um subconjunto proprio de F*6 e, portanto, um cédigo corretor de erros.
Suponha que, ao escrever uma palavra, produza a sequéncia de letras "espatial”. Como esta
palavra ndo é um elemento de C, percebe-se imediatamente que houve erro e, nesse caso,
a corre¢ao € possivel pois, a palavra de C que mais se assemelha a "espatial” € "espacial”.
Percebe-se, porém, que este codigo nao € muito eficiente, uma vez que, se a palavra "nave”
for erroneamente escrita como "neve”, ou ainda, como "nove”, nao se consequiria detectar
e muito menos corrigir o erro.

Neste artigo trabalharemos apenas com cédigos bindrios, isto é, cédigos definidos sobre
o alfabeto F igual ao corpo Fy = {0,1} cujas operagdes de soma e produto sdo dadas pela
tabela abaixo.

+ 101 x| 0]1
001 010
1 111]0 1101

Tabela 1: Adicao e multiplicagdo em Fy
Segue abaixo outro exemplo de cédigo, desta vez sobre o corpo F.
Exemplo 2.2 (Cédigo da Nave) Supde-se que um protdtipo de uma nave espacial se
mova a 20 metros de altura (acima do solo), de modo que, ao dar um dos comandos: Para

Cima, Leste, Sudeste, Sul, Oeste, Noroeste, Norte ou Para Baizo, ele se desloca em uma des-
tas dire¢oes. Estes oito comandos podem ser codificados como elementos de Ty, como abaizo:
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Para Cima— 000
Leste— 001
Sudeste — 010
Sul— 011
Oeste— 100
Noroeste— 101
Norte— 110
Para Baizo— 111

Tabela 2: Codificacao da fonte do cédigo da nave

O cddigo acima € chamado de “cédigo da fonte”. Suponha que estes ternos ordenados
devam ser transmitidos via rddio e que o sinal no caminho sofra interferéncias. Imagine que
a mensagem 111 (Para Baizo) possa, na chegada, ser recebida como 011(Sul), o que faria
com que o prototipo, em vez de ir Para Baixo, fosse para o Sul. Numa tentativa de corrigir
tal erro, pode-se fazer uma recodificacdo das palavras, de modo que permita detectar e cor-
Tigir 0s erros ocorridos na transmissdo, acrescentando redundancias nos codigos da fonte.
Como na tabela abaizo:

Para Cima— 000 — 0000000
Leste— 001 — 0010111
Sudeste — 010 — 0101010
Sul— 011 — 0111101
Oeste — 100— 1001100
Noroeste— 101 — 1011011
Norte— 110— 1100110
Para Bairzo— 111 — 1110001

Tabela 3: Codificacao de canal do codigo da nave

Recodificando desta maneira, observe que os trés primeiros simbolos reproduzem o cédigo
da fonte, enquanto os quatro restantes sdo redundancias inseridas. O novo codigo inserido
na recodificacdo € um codigo detector e corretor de erros, chamado de “cddigo de canal”.

Suponha que seja inserido um erro ao transmitir uma das palavras, por exemplo, a palavra
1110001 (Para Baizo), de modo que a mensagem recebida seja 1110000. Comparando essa
mensagem com as palavras do codigo de canal, nota-se que ela nao faz parte do mesmo e,
portanto, detectam-se erros. A palavra deste cddigo mais préoxima da referida mensagem
(a que tem menor nidmero de elementos diferentes) é 1110001, que é, portanto, a palavra
transmitida.

A teoria dos cédigos corretores de erros consiste em transformar o cédigo da fonte em
cédigo de canal, em detectar e corrigir erros na recepcao das palavras e em decodificar o
cédigo de canal em cédigo da fonte.

Consideram-se, neste trabalho, apenas canais simétricos, isto €, todos os simbolos trans-
mitidos do cédigo tém a mesma probabilidade de serem recebidos de forma errada.

Sera apresentada a seguir uma forma de medir a distancia entre palavras de um cédigo
em F7.
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Definicao 2.2 (Distancia de Hamming) Dados dois elementos u = (u1,usg,...,u,) €
v = (v1,v2,...,V,) comu,v € FY, chama-se distancia de Hamming entre u e v ao nidmero
de posicoes em que estes dois elementos diferem, isto é:

d(u,v) = [{i:u; # v, 1 <i<n}|

Dado um cddigo C C FY chama-se de “distancia minima”do cddigo C o numero:
d = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}

Exemplo 2.3 No cddigo da nave temos que:

d(0101010, 1110001) = 5
d(0111101,1011011) = 4
d(0000000, 1001100) = 3

Observe que, a distancia minima do cddigo da nave € d = 3.

A distancia de Hamming, conforme definida acima, é uma métrica. Portanto, para todo
u,v,w € Fy, temos as seguintes propriedades:

(i) Positividade: d(u,v) > 0, a igualdade acontece, se e somente se, u = v;
(i) Simetria: d(u,v) = d(v,u);
(iii)Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

A seguir, o Teorema 2.1 apresenta um dos principais resultados da teoria de cédigos
corretores de erros. Para a demonstragao desse teorema necessitaremos, anteriormente, de
duas definigoes e de um lema.

Definicao 2.3 (Menor Inteiro) Dado um cddigo C C Fy com distancia minima d, consi-

dere n a parte inteira de %, que serd denotada por 1 = [%]

Definicao 2.4 (Disco) Dado um elemento x € F3 e um nimero real n > 0, definimos
disco de centro x e raio n como sendo o conjunto:

D(z,n) = {u € F3 : d(u,x) <n}

Lema 2.1 Sejam C C F} um cédigo com distincia minima d, n = [45] e ¢ e ¢’ duas
palavras de C . Entdo D (¢,n)N D (c,n) =0.

Demonstragao: Suponha que exista z € D (¢,n)ND (,n). Assim d(c,z) <ned(c,z) <
n. Como d(c/,x) = d(x,) e, pela desigualdade triangular temos que

d(c,d) < d(c,x)+d(z,c)
< n+n
< 2y
< d-1
< d
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Agora, isto é um absurdo, pois as palavras c e ¢’ € C tem distancia maior ou igual a d,
jd que d é a distancia minima de C. Portanto D (¢,n) N D (¢, n) = 0. |

Teorema 2.1 Seja C C Fy um cédigo com distancia minima d. Entao:

(i) C detecta até d — 1 erros;

(ii) C corrige até n = [452] erros.

Demonstragao:

(i) Se d é a distancia minima do cddigo C entao qualquer palavra que tenha até d— 1 erros
nao pertence a C e, portanto, seu erro serd detectado;

(ii) Seja c a palavra do cédigo C a ser transmitida e r a palavra recebida sendo cometidos
t erros, com ¢t < 7, entao d (r,c) =t < n, assim r € D (¢,n). Logo, basta trocar r por
¢ ja que, pelo Lema 2.1, ndo ha outra palavra de C em D (¢,n) que nao seja c.

d

Observe que se ¢ é a palavra a ser transmitida e foi recebida a palavra r com t erros,
sendo t < 7, como ¢ é a palavra mais préxima do cédigo C entao troca-se r por c¢. Mas nao
se tem garantia total de que a palavra transmitida foi ¢, pois poderia ter sido cometido mais
que t erros o que levaria a outra palavra do cédigo C diferente de c.

Exemplo 2.4 Suponha que se queira mover a nave do exemplo 2.2 para cima. Neste caso,
a mensagem a ser transmitida é ¢ = 0000000 (Para Cima). Mas, a mensagem recebida pelo
receptor foi r = 1000000, ocorrendo 1 erro na transmissao. Como a distancia minima do
codigo da nave é d = 3 entao este codigo detecta até 2 erros e corrige até n = [%] =1
erro. Portanto, esse erro serd detectado e corrigido pelo codigo que trocard r por c.

Pelo item (ii) do Teorema 2.1, segue uma definigdo importante para a corre¢do de erros
de um cédigo.

Definicao 2.5 (Capacidade de Corregao do Cédigo) Dado um cddigo C com distincia
minima d, a capacidade de corre¢cao do codigo é dada por:

_ld—1
e
Interessa-nos cédigos que tenham um niimero M de palavras relativamente grande, para

que se possa transmitir muita informagao e que tenha uma distancia minima d também
grande, para se ter uma boa capacidade de corregao de erros.

A seguir, vamos definir uma classe de c6digos muito importante que sera utilizado neste

trabalho. Lembre-se que F5 é um espago vetorial sobre Fo com soma e multiplicagdo por
escalar usuais.
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Definicao 2.6 (Cédigos Lineares) Um cddigo C C FY é chamado de cddigo linear se for
um subespago vetorial de Fy.

Observagao 2.1 Todo cddigo linear € por definicao um espago vetorial de dimensao finita.
Sejam k a dimensao do cddigo C, {v1,va,...,vx} uma de suas bases e ay,as, ..., ay escalares
em Fy. Todo vetor v € C se escreve como combinagao linear dos vetores {vy,va, ..., v} de
forma inica, isto é:

VU = a1vV1 + G2V2 + a3v3 + - -+ + AUk

Logo, um cddigo linear C C F% de dimensdo k possui 2F elementos.
Exemplo 2.5 O cdédigo da nave
¢ = {0000000,0010111,0101010,0111101, 1001100, 1011011, 1100110, 1110001}

€ um codigo linear pois o conjunto C acima é fechado com relagdo a adi¢do, ou seja, a
soma de quaisquer duas palavras desse conjunto resulta em uma palavra de C, fechado com
relagdo a multiplicacao por elementos de Fo e também contém o elemento nulo. Logo, C é
um subespaco vetorial de F.

Defini¢ao 2.7 (Parametros de um Cédigo) Um cddigo C C FY possui trés parametros
fundamentais [n, M,d], que sdo, respectivamente, o seu comprimento (o nimero n corres-
ponde ao espaco ambiente FY onde C se encontra), o seu nimero de elementos M e a sua
distancia minima d.

Exemplo 2.6 Vimos no exemplo 2.5 que o codigo da nave
C = {0000000,0010111,0101010,0111101,1001100,1011011, 1100110, 1110001 }

€ um codigo linear. Seus parametros sdo: n =T, M =8 e d = 3. Tal cédigo também pode
ser visto como a imagem da seguinte aplicacdo linear T : F3 —s F7

(1,2, 3) = (21, T2, T3, T1 + T2, 1 + X3, T2 + T3, 3)

Por exemplo, a codificagao (0,1,1) que denotaremos por 011 (cédigo da fonte) é T(011) =
0111101 (cddigo de canal).

Veremos a seguir que a distancia minima pode ser calculada utilizando o peso de um
c6digo linear.

Definicao 2.8 (Peso de um Cdédigo Linear) O peso de um cddigo linear C, que deno-
minaremos por w(C), € o peso minimo de todas as palavras nao nulas de C, isto €,

w (C) = min{w(u) : u € C\ {0}}
onde w(u) = | {i: u; # 0} | representa o nimero de caracteres nao nulos da palavra u.

Observe que w(u) = d(u,0).
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Proposigao 2.1 Seja C C Fy um cddigo linear com distancia minima d. Entdo:

(1) d(u,v) = w(u —v), Yu,v € Fy;

(11) d = w(C).
Demonstragao:
(i) Segue Vu,v € Fy, com u = (u1, Uz, ..., up) € v = (v1,02,...,Uy) que
wu—v) = |[{itu;—v; #0, 1 <i<n}|
= |[{i:w#v, 1<i<n}|
= d(u,v).

(ii) Para todo par de elementos u,v € C, com u # v, tem-se z = u —v € C \ {0}. Assim,
temos d = min{i:u; #£v;, 1<i<n}
= minf{i:u; —v; #0, 1 <i<n}
= min{i:z;#0, 1 <i<n}
= min{w(z):z€C\ {0}}
w(C)

Observe que, como demonstrado na proposigao 2.1, nos cédigos lineares o peso coincide
com a distancia minima do cédigo, isto é, w(C) = d. Em um c6digo linear com M elemen-
tos, podemos calcular a distancia minima d, deste cédigo, a partir do seu peso com M — 1
calculos de distancias, em vez dos (1\2/1 ) = W calculos que deveriam ser feitos em um

codigo qualquer, nao linear, para o calculo de d.

Veremos, na definicao a seguir, que é usual colocar os elementos da base de um cédigo
linear C numa matriz.

Definicao 2.9 (Matriz Geradora de um Cdédigo) Dados um cddigo linear C C Fy de

dimensao k sobre FY e 8 = {uy,usa,...,ux} uma base ordenada de C, considere a matriz G,
cujas linhas sdo os vetores w; = (Ui1, Wiz, - ., Uin), com i =1,2 ... k:
u u PR u
u 11 U12 in
U2l U2z -t U2p
G = . =
U
Ukl Uk2 Ukn /) un

Tal matriz G € denominada “matriz geradora”do cddigo C, a qual nao € unica, depen-
dendo da escolha da base [3.

Dada a matriz G, matriz geradora de um cédigo C, para se codificar uma mensagem x
utilizando tal codigo, basta fazermos z.G.
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Exemplo 2.7 O conjunto f = {1001100,0101010,0010111} ¢é uma base do cédigo C da
nave, jd que os vetores de B sdo linearmente independentes e geram o conjunto C. Disso
temos a matriz geradora de C como abairo

G:

o = O

0
0
1

S O =

1
1
0

— o
_ = O

0
0
1 3IxXT

De acordo com o exemplo 2.6, observe que a codificagio de 011 é T(011) = 0111101, que
nada mais € do que (011).G.

Agora, para decodificar a palavra 0111101 do cédigo C, isto €, achar a palavra x € F3,

tal que, T'(x) = 0111101, basta resolver a equagao (x1,xe,r3).G = 0111101, o que implica:
z1=0,29=1, exs=1.

3 Coddigos de Reed-Muller de 1* Ordem

Os c6digos de Reed-Muller foram criados em 1954, por David Eugene Muller (1924 —
2008). Neste mesmo ano, Irving Stoy Reed (1923 — 2012) descobriu o algoritmo de decodi-
ficacdo destes cédigos. Estes codigos formam uma classe de cédigos lineares sobre Fo que
possuem varias maneiras de serem definidos. Vamos, a seguir, dar uma defini¢ao recursiva
para estes cédigos.

Os cédigos Reed-Muller de 1* ordem - R(1,m) sdo cddigos bindrios lineares definidos,
recursivamente, por:

e R(1,0) ={0,1} = Fs.
o R(1,1) = Fy x Fy = {00,01,10,11} = F2.
e Para m > 1, defina :
R(l,m)=<uu,u(u+1l)|]ueR(1,m—1)el=vetor 11...1
om—1
Por exemplo,
R(1,2) = {uu,u (u+1) | uwe R(1,1)} = {0000,0101, 1010, 1111,0011,0110, 1001, 1100}
Utilizando R(1,2), obtemos:

00000000 01010101 10101010 11111111
00110011 01100110 10011001 11001100
00001111 01011010 10100101 11110000
00111100 01101001 10010110 11000011

R(1,3) =

Através do R(1,3), obtemos o R(1,4) e assim sucessivamente.
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3.1 Parametros do Cédigo de Reed-Muller de 1* Ordem

De acordo com a definigdo 2.7, os parametros de um cédigo sao: [n, M,d], onde n é o
comprimento do cédigo, M é a cardinalidade desse codigo e d é sua distancia minima.
Pela definicao dos codigos de Reed-Muller de primeira ordem, temos que

R(1,0) C F} = F2’

R(1,1) CF2 =F2
R(1,2) CF4=F%
R(1,3) C F$ =F2’

. S 4 . .
Continuando esse raciocinio, teremos R(1,4) C Fi6 = F% e assim sucessivamente, ob-
tendo:
m
R(1,m) C F3

Logo, o comprimento dos Cédigos de Reed-Muller de Primeira Ordem, ou seja, o com-
primento de R(1,m) é:
n =2

Agora, observe que a cardinalidade de R(1,0) que serd denotada aqui por |R(1,0)|, é
igual a 2,
|R(1,1)| =4=2% |R(1,2)|=8=2% |R(1,3)|=16=2"

obtendo por indugao que

[R(1,m)| =2+

Assim, o nimero de palavras de R(1,m) é
M =2m*!
Segue pela observagao 2.1 que a dimensao do espago vetorial R(1,m) sobre Fy é k = m+1.

Vamos mostrar, agora, que a distancia minima do cédigo Reed-Muller de 1* ordem é
d=2m"1

Para isso, temos que mostrar que o peso de qualquer palavra de R(1,m), exceto as
palavras 0 = 000...0 e 1= 111...1 é igual a 2™, que tem w(0) = 0 e w(1) = 2™. Com
—— —_—
2’"L 2‘"L
isso, segue pela Proposigao 2.1 que d = w(R(1,m)) = 2

m—1

Teorema 3.1 Sejac e R(1,m), c#0=000...0 ec#1=111...1. Entdo, w(c) =2m"1.
om om
Demonstragao: (Vamos verificar a afirmacao por inducao em m)
Para m = 1, temos que R(1,1) = {00,01, 10,11}, donde qualquer palavra, ¢ # 0 = 00 e
c#1 =11, tem peso 2! 7! = 1. Observe que, 01 e 10, ambas tem peso 1. Logo, o resultado
é verdadeiro para m = 1.
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Hipétese de Inducao: Em R(1,m — 1) qualquer palavra, ¢ # 0 = 000...0 e c # 1 =
szl
111...1, tem peso 2(m~—1—1 = gm=2,
—
om—1
Observe que, em R(1,m) dizer que qualquer palavra, c £ 0 =000...0ec# 1 =111...1,

tem peso 2™~ ! equivale a dizer que ela é composta por metade 0's e metade 1’s j& que seu
comprimento é 2™ e 271 = -
Seja ¢ uma palavra de R(1,m), c#20=000...0ec#1=111...1.
—— ———
Temos duas possibilidades:

(1) c=uu,ue R(1,m—1).
Como ¢ # 000...0 e c # 111...1, entdo, u # 000...0 e uw # 111...1. Por hipétese
N—— —_— —— —

om 2m om—1 om—1

de inducdo, w(u) = 2™ 2, ou seja, u tem 2™~2 posicoes iguais a 1. Logo, ¢ = u u terd

2.2m=2 = 2m~1 posicoes iguais a 1. Portanto, w(c) = 2™~ L.
(2)c=u(u+1),u € R(1,m—1).

(2.1) Sew =000...0, entdo, u+1=111...1. Logo,
——r ——

om—1 om—1

c=000...0111...1 = w(c) =2m"1
N—_— e ——

om—1 oam—1

(2.2) Se u = 111...1, entdo, u+1=000...0. Logo,
—_— ——

om—1 om—1
c=111...1000...0 = w(c) = 2™ !
——— ——
om—1 oam—1

(2.3) Caso u #000...0 e u# 111...1 temos que, c = u (u+ 1), onde u € R(1,m — 1).

ogm—1 om—1

Pela hipétese de inducio, w(u) = 2m2 = 2”;17 ou seja, metade das coordenadas de u

sao iguais a zero e metade das coordenadas de u sao iguais a 1. Observe que, 0 em u, vira 1
emu+1e, 1em u, vira 0 em u+ 1. Logo, a palavra u (u + 1) terd 2.2™~2 posicoes iguais
a 1. Portanto,

w(c) =2m 1

3.2 Codificagcao do Cédigo Reed-Muller de 1* Ordem
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A seguir, vai ser apresentada uma construcao recorrente para a matriz geradora do cédigo
R(1,m), que serd denotada por G(1,m).
Considere a matriz geradora de R(1,1) por

G(l,l):[é ! ]

Se G(1,m — 1) é a matriz geradora para R(1,m — 1), entdo, a matriz geradora para
R(1,m) é

G(l,m—-1) G(1,m-1)

G(1,m) = 0...0 1...1
om—1 om—1 (m+1)><2m

Conforme visto anteriormente, a dimensao de R(1,m) sobre Fy é igual a m + 1, o que
implica que a matriz G(1, m) possui m + 1 linhas. E como o comprimento de R(1,m) é 2™,
a matriz G(1, m) possui 2™ colunas.

Desta forma, temos, por exemplo:

1111
G(1,2)=[%(1’10) 61;(1’11)}= 01 01
0 0 .
11111111
G2 G1,2)] o1 01010 1
G“"Q’)—{o...o 1...1 ] 00110011
00001111

e assim sucessivamente.

Para codificar uma mensagem b utilizando o cédigo Reed-Muller de 1* ordem, basta
efetuar a operagao:

b.G(1,m)
Como a matriz G(1,m) é uma matriz de tamanho (m + 1) x 2™, a mensagem b, ou o
cédigo da fonte, deverd ter comprimento m + 1, ou seja, b = (bg, b1, ...,bn) e o cédigo de

canal ou a mensagem codificada terd comprimento 2.

Exemplo 3.1 Para codificar uma mensagem usando a matriz geradora do cddigo R(1,3)
de tamanho 4 X 8, a mensagem, cdédigo da fonte, deverd ter tamanho 1 x 4. A mensagem é
codificada para a palavra do cédigo do sequinte modo,

1
(b07 blv b27 b3)

—_—_0 -

1
1
1
1

o O O
O = O =
O~ = =
— O O
_ O = =

1
0
0 4% 8

= (bo, bo + b1, bg + ba, by + b1 + ba, by + bz, by + b1 + b3, bo + ba + b3, by + by + b2 + b3)
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3.3 Decodificagao dos Cédigos Reed-Muller - Reed Decoding

A decodificagao dos cédigos Reed-Muller, denominada “Reed Decoding”, é relativamente
simples e serd explicada neste trabalho através de um exemplo. Vamos considerar inicial-
mente o caso m = 3. J4 sabemos que o cédigo R(1,3) C F§ possui 16 palavras, tem dimensao
4 e distancia minima também igual a 4. Por isso, esse cédigo detecta até 3 erros e corrige
até 1 erro. Considere a matriz geradora do cédigo R(1,3) dada abaixo:

_ o O =
=
— =

1
1
0
1

oo O
OO = =
O = O =
O = =

As linhas desta matriz sdo os vetores de uma base do cédigo R(1,3) identificadas como
{vo,v1,v2,v3}, nesta sequéncia, da primeira até a quarta linha. Qualquer palavra ¢ deste
c6digo é uma combinagao linear destes vetores, isto é,

¢ = agvg + a1v1 + asvs + azvs, onde a; € Fs.
Assim qualquer vetor ¢ do cédigo R(1,3) é da forma:
c= (co,c1, 2,3, ¢4,C5,C6,C7) = (o, ag+ax, ag+az, ap+ay +az, ag+as, ag+ay +as, ag+

az +as,
ag+ a1 +as +a3).

Agora, note que: (lembre-se que em Fy a soma de dois elementos iguais é zero)

a1 =cy+cp=crp+cg=ca+C5=0C+Cr
a2 =Cyp+cCca=cC+c3=ca+C=0C5+cCr
a3 =c¢cy+cC4=¢C +¢C =cC2+cCg =c3+cCy

Se nao ocorrer nenhum erro na transmissao da palavra ¢, cada uma das 4 equagoes em
cada linha acima resultara no valor de a;, ¢ = 1,2,3 correspondente. Caso ocorra erro na
transmissdo da palavra ¢, a palavra recebida serd r = (rg,r1,72,73,74,75,76,77) €, neste
caso, os valores dos a;’s serao dados por:

ay =7T9+r1=ro+r3=r4+r5=1r¢+177

ry+1rg =175 +17

a2:7"0+7‘2:1"1+r3
a3 =7T9+r4=1r1+1r5=r0+1r6 =73 +177

Observe, agora, que nem todas as 4 equagdes em cada linha vao coincidir (pois houve
erro) e, neste caso, o valor de a; serd igual ao digito que mais aparece nas 4 equagoes acima
que determinam o respectivo a;.

Ja para encontrar o valor de ag, vamos lembrar que

r = agVg + a1v1 + asvy + asvs

agvg = r — (a1v1 + agva + azvs) .
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Como vy =1 = 11111111, entdo agvy = ao,
logo o valor de ag serd determinado pela maioria dos elementos que aparecem em

r — (a1v1 + agvy + asgvs) .

Assim a palavra transmitida serd recuperada por:
C = agVg + a1v1 + agxv2 + azvs.

Exemplo 3.2 Suponha que seja transmitida a palavra ¢ = 01010101 = vy e recebida a
palavra v = 01010100 (observe que houve 1 erro no dltimo digito). Lembre-se que o cddigo
R(1,3) detecta até 3 erros e corrige até 1 erro. Portanto, neste caso, o erro serd detectado
e corrigido. Utilizando a decodificacdo Reed, temos que:

a1 =7r9+1r,=ro+1r3="r4+75=17+717
o =79 +7r9 =711 +r3=r44+rg=1r5+177
a3 =79 +r4=1r1+1r5=r0+1r6 =73 +177

Os valores de a1, a2 e ag sao obtidos da sequinte forma:

a1 =0+1=0+1=0+1=0+0
ap=1=1=1=0=a; =1

Observe que, conforme explicado anteriormente, como houve erro na transmissdo, nem
todas as equacdes foram iguais. Neste caso, consideramos como o valor de ay, o digito que

mais aparece como resultado das 4 equacoes que, neste caso, foi ay = 1. Temos, a sequir, o
mesmo raciocinio para as € as.

a=0+0=14+1=0+0=1+0
a=0=0=0=1=ay=0

a3=0+0=1+1=0+0=1+0
a3 =0=0=0=1=>a3=0

Para encontrar o valor de ag, calculamos:
r — (a1v1 + agve + agvs) = r — (L.wg + 0.v2 + 0.v3)
= 01010100 — 01010101
= 00000001

Como a maioria dos digitos da palavra encontrada sao iguais a zero, entao, ag = 0.
Deste modo, encontramos a palavra transmitida calculando:

C = agUg + a1v1 + a2v2 + aszvs
c = 0.v9 + 1.v1 + 0.v2 + 0.v3

c=wv; = 01010101, que € a palavra transmitida corrigida de um erro.
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4 O Cébdigo da Mariner 9

A nave espacial Mariner 9 ([11]) transmitiu para a Terra 7.329 fotografias, em preto
e branco, que cobriram mais de 80% da superficie do planeta Marte. Estas fotografias
revelaram leitos de rios, crateras, vulcoes extintos, e um sistema de canyons com mais de
4.000 km de extensao, denominados “Valles Mariners”, em homenagem a nave espacial
Mariner 9. Foram encontradas evidéncias de erosao edlica e hidrica, frentes meteorolégicas,
nevoeiros, e ainda, registradas as primeiras imagens das luas de Marte; Phobos e Deimos.
Também foi obtida uma revelagao surpreendente, a grande cratera encontrada em Marte,
era um vulcao extinto, hoje chamado de “Monte Olimpo” (Figura 1), que possui mais de 20
km de altitude.

Figura 1: Monte Olimpo em comparacao com o arquipélago do Havai. Fonte NASA

Figura 2: Nave Espacial Mariner 9. Fonte NASA

O caodigo utilizado para a detecgao e corre¢ao de erros dos dados enviados pela nave
espacial Mariner 9 (Figura 2), & Terra, pertence a familia de Cédigos de Reed-Muller de
Primeira Ordem, R(1,m), para m = 5, ou seja, o c6digo da Mariner 9 é o R(1,5).
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Conforme visto, os parametros desse cédigo sio:

n =32
M =64
d=16

Portanto,

e cada palavra deste codigo contém um comprimento igual a 32, ou seja, é uma sequéncia
de 32 digitos 0’s e 1’s: isto significa que a codificagdo de canal, dada pelo R(1,5),
transformou sequéncias bindrias de 6 digitos em sequéncias binarias de 32 digitos,
acrescentando 26 digitos a codificagao da fonte, através da multiplicacao do cédigo da
fonte pela matriz geradora do cédigo R(1,5).

e 0 codigo utilizado pela Mariner 9 possui 64 palavras: isto consiste em atribuir, pela
codificag@o da fonte, a 64 tons de cinza pré-estabelecidos, sequéncias bindrias de com-
primento 6, sendo o branco denotado por 000000 e o preto por 111111. J& pela
codificagdo de canal do R(1,5) essas sequéncias bindrias de comprimento 6 sdo trans-
formadas em sequéncias bindrias de comprimento 32, as quais representam os mesmos
64 tons de cinza, sendo o branco denotado por 000...0 e o preto por 111...1.

32 32

e esse codigo detecta até 15 erros e corrige até 7 erros.

Exemplo 4.1 Como exemplo, se b = 000011 representa uma determinada tonalidade de
cinza, ao multiplicarmos b pela matriz G(1,5) geradora do cédigo R(1,5),

OO OO O
[=NeoleBal S
[N ool ol
O OO ==
SO+ OO
OO = O =
O O = O =
OO = ==
[ S e e I RS
O OO
O = OO
O O ==
O R = OO
O == O = =
O === O
O = ==
_ O O oo
—_—0 0O -
O O = O
—_ O O
O RO OoOR
= O = O
—_ O =P O
—_ O = ==
= —_0 O O =
== O o =
Ok O
== O = =
— == O O
= O
_ == = O
= e

6x32

obtemos

¢ = 00000000111111111111111100000000 que é a mesma tonalidade de cinza, porém,
representada agora com 32 digitos, para possibilitar a deteccao e correcao de possiveis erros
que podem ocorrer durante a transmissao.

4.1 Decodificacao da Mariner 9

Um dos motivos da utilizagdo do cédigo Reed-Muller R(1,5) pela nave Mariner 9, é por
causa do seu algoritmo de decodificagdo, visto na se¢do 3.4. Seja a matriz G(1,5)
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1111111111111 1111111111111111111
0610101010101 01010101010101010101
601100110011 00110011o0011o00110011
coo0o0o01111000O011110000111100001111
oo0o0000O0O0601111111100000000111 11111
ooo0000O0OO0OO0OO0OBO0OOOOOOOOOO”1II1T11111111111111

As linhas dessa matriz formam uma base para o cédigo R(1,5) que identificaremos como
{vo, v1,v2,v3,v4,v5}, nesta sequéncia, da primeira até a sexta linha. Qualquer vetor ¢ do
c6digo é uma combinacao linear destes vetores, isto é,

¢ = agVg + a1v1 + asvs + azvz + aqvy + asvs, onde a; € Fs.

Assim, se nenhum erro ocorrer, qualquer vetor ¢ do cédigo R(1,5) é da forma:

c= (co,c1,...,¢31) = (ag,a1,as,as,aq,a5).G(1,5) = (ap, ap+a1, ap+asz, ap+a1 +as, a0+
as,

ap+tai+as,apt+az+asz, ap+a;+az+as,ap+aq,ap+a;+aqg,a0+az+aq,a0+a;+az2+aq,

apt+az+aq,a0+a1+az+aq,a0+az+as+aq,a0+a1+az+as+aq,a0+as,a0+a1+as,

ap+as+as, ap+ai+as+tas, ap+az+as, ap+ai+as+as, agt+az+az+as, ag+a1+ax+asz+as,

aptag+as,a0+ar+as+as,a0+az2+aqs+as,a0+a1 +azx+aq+as,a0 + a3 +aqg+as,

a0+a1+a3—|—a4+a5,a0+a2+a3+a4+a57a0+a1+a2+a3+a4—|—a5).

Logo, temos:

a1=c¢cop+C =Ca+cg=C4+C5=C6+Cr =cCg+Cg==C10+C11 = Ci2+C13 = Ci4+C15 =
€16+ C17 = C18 +C19 = C20 + C21 = C22 + C23 = C24 + C25 = Co6 + Co7 = C28 +C29 = C30 +C31

ag=Co+C2=C1+c3g=cC4+C=0C+Cr =cCg+Cip==Co+C11 =Ci2+Ciq4 =C13+Ci15 =
€16+ C18 = C17 + C19 = C20 + C22 = C21 + C23 = Ca4 + Cog = Ca5 + Co7 = Cag + C30 = C29 +C31

a3=cp+c4=c1+cs=cC+cC=C3+Cr =cg+Cia==Cog+Ciz3 =Cio+Cia =C11 +C15 =
C16 +C20 = C17 +C21 = C18 + C22 = C19 + C23 = Ca4 + Cag = Ca5+ C29 = C26 + C30 = C27 +C31
a4=cCo+cg=cC1+cg=catcipo=c3+ci1=cg+tci2=C+ciz=c+ciu=cr+ci5=
€16+ C2q4 = €17+ C25 = C18 +C26 = C19 + Ca7 = C20 + Cag = C21 +C29 = Ca2 +C30 = C23 +C31

as=co+cCcig =cCc1+cCi7r =cCo+cCci1g =c3+cCilg =cq4+Co9g = C5+Co1 = Cg+Co2 = cC7+Co3 =
€8 + C24 = Cg + Co5 = C10 + C26 = C11 + Co7 = C12 + Cag = C13 + C29 = C14 + C30 = C15 + C31

Se nao ocorrer nenhum erro na transmissao da mensagem c, cada uma das 16 equagoes
em cada linha acima resultara no valor de a; = 1,2, 3,4, 5 correspondente. Caso ocorra erro
na transmissdo da palavra ¢, a palavra recebida serd r = (rg,r1,--+ ,731) e, neste caso, os
valores dos a;'s serao dados por:

a1=1ro+r1=ro+r3=r4+r5 =r6+r7 =783 +79 =r10+ 711 =T12+ 713 =T14+ 715 =
16+ 717 =18 +719 = I'o0 + 1721 = T22 + 723 = T2q4 + 725 = T26 + 727 = T28 +729 = T30+ 731

Q=Tog+r2=7r1+r3=r4+r6=r5+r7 =78 +r10="r9g+7r11 =12 +7r14 ="13+715 =
r16+ 718 = T17+7T19 = T20 +T22 = T21 + 723 = T2ga + 726 = 25 + 727 = T2g + 730 = T29 + 731
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a3=To+ra=7T1+15 =r2+T6 =T3+r7 =78 +r12 ="r9+r3="r0+ 714 =711 +715 =
r16+ 720 = T17+ 721 = T18 + 722 = T19 + 723 = Tog + 728 = re5 + 729 = T'2g +730 = T27 + 731

ag=1r9g+rg=r1+r9=r2+rio=73+7r11 =T4+7T12="5+7T13 =T+ 714 =77+ T15 =
16+ 724 = 117+ 725 = T1g + 726 = 19 + 727 = 20+ 728 = T21 + 729 = T22+730 = r23+ 731

a5=T1To+re =r1+717 =T2+7r18 =r3+719 =74+ =7T5+7r21 =76+ 722 =77 +723 =
s+ T4 =T9+ 725 =710+ 726 =711+ 727 =T12+ 728 =713+ 729 = 714 + 730 = 715 + 731

Depois de serem feitos todos estes calculos, vamos obter pelo menos 9 dos 16 valores
correspondentes para cada a;, sendo assim, o valor correto sera obtido pela maioria dos
digitos de cada a;, isto é, o digito que mais aparece na igualdade é o que serd tomado como
a;. Finalmente, ag pode ser determinado pela maioria dos digitos de:

r — (a1v1 + agvg + azvz + aqvg + asvs).
Assim, a mensagem transmitida corrigida de até 7 erros pode ser recuperada fazendo:
C = agvo + a1V + agv2 + azvz + a4v4 + as5v5

Vamos mostrar como funciona o algoritmo com o exemplo a seguir.

Exemplo 4.2 Seja a mensagem transmitide ¢ = 01010101010101010101010101010101 e,
recebida a mensagem v = 01011001010111010101100101010110 com 7 erros. Usando o al-
goritmo de Decodificacao Reed desenvolvido por Irving Stoy Reed para decodificar os codigos
Reed-Muller e, em especial, para decodificar o cddigo R(1,5), temos:

a=1=1=1=1=1=1=0=1=1=1=1=1=1=1=1=1, assima; = 1.
a=0=0=1=1=0=0=1=0=0=0=1=1=0=0=1=1, assimas =0.
a3=1=1=0=0=1=0=0=0=1=1=0=0=0=0=1=1, assimag=0.
a4=0=0=0=0=0=1=0=0=0=0=0=0=1=1=1=1, assimaq =0.
a5=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=1=0=1=1, asstimas =0.
Segue, entdo que, para encontrar o valor de ag, fazemos:

r — (a1v1 + agvs + azvs + aqvg + asvs) = 01011001010111010101100101010110—
[1.(01010101010101010101010101010101) + 0.(00110011001100110011001100110011)+
0.(00001111000011110000111100001111) + 0.(00000000111111110000000011111111)+
0.(00000000000000001111111111111111)] = 00001100000010000000110000000011.

Como a maioria dos digitos do resultado € zero, entao, este € o valor de ag, ou seja,
ag = 0.

Desta forma, a mensagem transmitida c, corrigida dos 7 erros, € obtida por:
c = agvg + a1v1 + asvs + aszvs + asvy + asvs = 0.v9 + 1.v1 + 0.v9 + 0.v3 4+ 0.v4 + 0.v5

Portanto, ¢ = vy = 01010101010101010101010101010101, € a mensagem transmitida do
cddigo R(1,5), cddigo de canal, corrigida dos 7 erros, que representa a tonalidade de cinza
b = 010000, cddigo da fonte.
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