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Resumo: Este trabalho tem como objetivo incentivar alunos e professores de graduagao,
principalmente aqueles que lidam com a chamada area das exatas, a utilizarem a computagao
numérica como ferramenta de apoio. Para tanto, o problema de trés corpos (a saber, Sol,
Terra e Lua) foi tomado como motivacao. Sob esse foi feita uma implementacéo em Python,
uma vez que esta é uma linguagem de facil compreensao e acesso, tal como as andlises ne-
cessdrias para o entendimento fisico do problema. Assim, este texto pretende através da
computagao numeérica tornar alguns resultados mais claros e objetivos para os estudantes
principalmente.
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Abstract: This work aims to encourage students and graduation teachers, especially those
who deal with the so-called area of the exacts, to use numerical computing as a support
tool. For this, the problem of three bodies, under which was made the implementation in
Python, was taken as motivation. Thus, this text intends through numerical computation
to make some results clearer and more objective for students mainly.
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1 Introducao

Desde a antiguidade os céus tém sido causa de grande admiragao para o ser humano.
Ao longo da histéria muitos empreenderam, com devido sucesso, entender e descrever a
trajetoria dos corpos celestes. Pode-se entre esses trabalhos destacar Ptolomeu com seus
epiciclos, Nicolau Copérnico, Tycho Brahe, Kepler [1], Galileu Galilei com suas observagoes
pioneiras [2], Isaac Newton e tantos outros.
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Durante muito tempo esses trabalhos se deram de forma muito laboriosa e demorada,
contudo, como consequéncia do desenvolvimento de computadores com alta capacidade de
processamento, houve um grande avango nas pesquisas relacionadas. Varios softwares que
tém por objetivo computar a trajetéria dos corpos celestes surgiram. Dentre eles estao o
Stellarium [3] e o Celestia [4], que além de serem planetdrios de cédigo aberto, permite a vi-
sualizagao celeste realista tridimensional correspondente a uma data especifica ou em tempo
real. Esses softwares também se mostram muito versateis pelo fato de serem compativeis
com as principais plataformas (Linux, Mac OS X e Windows).

Normalmente, os alunos tém seu primeiro contato com as equagoes que descrevem a
dinamica celeste em disciplinas introdutdrias de Fisica, como Fisica Geral I por exemplo, e
mais formalmente em cursos avangados como os de Mecanica Classica. No entanto, geral-
mente, esses estudos sao de natureza puramente analitica, uma vez que, para sistemas com
mais de dois corpos se torna uma tarefa essencialmente impossivel achar solugoes explicitas
para o movimento dos mesmos [5]. Dessa forma, fica ao critério dos professores apresentarem
para seus alunos uma abordagem mais quantitativa.

Tendo em vista tudo isso, por vezes, a compreensao da matéria acaba por ficar defi-
citaria aos alunos por uma simples falta de visualizacdo gréfica dos resultados que a teoria
(equagoes) apresenta. Para ajudar a resolver esse problema alguns autores sugerem o uso das
ferramentas computacionais [6, 7, 8]. Nesse sentido, este texto difere por propor ndo apenas
0 uso, mas incentivar a implementagao do software de computacao numérica. Isso abrird
novas fronteiras para os estudantes, que poderao uséd-lo para solucao de outros sistemas
fisicos.

Para tanto, atentando que nem todos estao familiarizados com a programacao, dentre
as varias linguagens que existem atualmente, o uso de uma linguagem pratica e de facil
entendimento quando comparada ao C por exemplo [9], como o Python, achou-se oportuna
neste texto. Além de sua simplicidade, pode-se ainda lembrar da facilidade de instalar em
um computador qualquer um ambiente de trabalho para o mesmo que, por ser um software
de licencga livre, se mostra muito atraente para uso pessoal.

2 Modelagem (Classica) do problema

Dentre as contribuicoes que Newton deixou a humanidade, duas das mais conhecidas
sao sua segunda lei do movimento e sua lei da gravitacao universal, a primeira pode ser
enunciada como segue:

“A mudanca de movimento € proporcional a for¢a motora imprimida, e é produzida na
dire¢do da linha reta na qual aquela forca € imprimida.” [10].

ou ainda, na forma mais usual, essa lei pode ser escrita como,

d
F=2(m-7)

como aqui nao serd contemplado o caso em que a massa depende do tempo, temos que,

d
?:m-a(ﬁ):m-ﬁ (1)
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A segunda, a Lei da gravitacao universal diz que:

“Cada particula de matéria atrai qualquer outra particula com uma for¢a variando
diretamente como o produto de suas massas gravitacionais e inversamente como o
quadrado da distincia entre elas.” [10]

por sua vez, essa lei pode ser escrita como,

F=G-Mp
T
ou em sua forma vetorial,
Mg1Mg2 Mg1Mg2
Fo = —GM2e — glotlet 5 (2)

Nesta equagao, Fy; denota a forga exercida pela massa gravitacional mgo sobre a massa
gravitacional mg1, G € a constante de gravitacao universal, T é o vetor que aponta de 2
para 1 e r é a distancia entre os corpos pontuais.

€3

Terra

€1

Figura 1. Diagrama de ilustracao dos vetores posicao.

No sistema internacional (SI), a constante de gravitagao universal, G, assume o seguinte

valor:
3

G =6,673 x 107122

Por motivos de simplificacao, uma vez que a massa do Sol é muito maior que a massa
da Terra e da Lua, o Sol serd aproximado como o centro de massa do sistema e portanto
como um referencial inercial [11] (é importante salientar que dessa forma a modelagem se
reduz ao bem conhecido, dos cursos de mecanica cldssica, problema de dois corpos [12], o
qual pode ser solucionado usando-se uma abordagem um pouco diferente daquela que este
texto adota.) como na Figura 1 e os demais corpos serdo tratados como pontuais. Assim,
usando-se os subindices (S, T, L) para se referir ao Sol, & Terra e & Lua respectivamente,
pode-se, segundo a Eq. (2), escrever as forgas agindo sobre cada corpo como:

Forga exercida pelo Sol sobre a Terra:

mr M.
FST = _G%S?ST (3)
ST
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Forca exercida pelo Sol sobre a Lua:

M
Fo = meL S oL (4)
SL

Forca exercida pela Terra sobre a Lua:

mrm
?TL = *G%?TL (5)
Trr

Forga exercida pela Lua sobre a Terra:

mrm
Frr=-G 1;, LY r = —Fry (6)
%

Comparando as equagoes anteriores com a Eq. (1) e aplicando o principio de super-
posicao obtém-se o seguinte sistema:

mr-dr = GmTMS T gr — GMIML T
my - 71; — Gle\’[/‘I 7SL GmLmT? TL

ou ainda,

i _Psr _ mLTpr
dt2 rr= GMS .,.gT Ms T%T (7)

?SL mr ?TL

dt2 7[’ - GMS 3 Ms r3.,

onde o vetor 77; denota um vetor tridimensional, ou seja,
3
Ti=y @iy b (8)
j=1

Por motivos que ficardo claros mais adiante, serao introduzidas duas novas defini¢oes no
texto, a saber

xijERujj
t=t-t

onde R, escolhido arbitrariamente, é o raio médio entre a Terra e o Sol, u;; sdo as novas
coordenadas computacionais (entenda-se adimensionais), ¢’ é constante e ¢ é o tempo
computacional.

Usando as defini¢bes anteriores e a notagdo com somatdério, as Egs. (7) podem ser
reescritas compactamente na forma,

;2 ;; Z 5 GMS ZZ { Uij — Ukj . é]} Jk=ST, L. (9)

3
k#i j=i MS Zl 1(uzl_ukl) )2

nesta equacao o indice k é o conjunto de todos os planetas do sistema em questao (S: Sol,
T: Terra, L: Lua) e o indice i é o conjunto de planetas sobre os quais as forgas sdo aplicadas,
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portanto, i = {7, L}, nesse caso o Sol nao faz parte do conjunto, pois ele foi escolhido como
referencial inercial, ou seja, o sistema de coordenadas tem origem em seu centro de massa.

As defini¢Ges anteriores tornaram possivel encontrar um conjunto de equagoes com indices
computacionais, ou seja, com parametros normalizados e adimensionais para se evitar tra-
balhar com nimeros grandes quando da simulacao. Para garantir que toda a equagao esteja
normalizada, t’ serd escolhido de tal forma que a constante que multiplica a equacao seja
identicamente igual a 1, isso implica que,

RS

t =
GMg

(10)

portanto, a Eq. (9) assume a forma,

2 & (wij — ukyj) .
=Ty gt s
j=1

3
i =1 Zz 1w —up)?)z

Definindo-se,
Tijo = Uij
T da (12)
x'bjl = EUU

e substituindo-se na Eq. (11), obtém-se

d 3 R
2= Tijo €5 = D5y Tij1 - € (13)
d 3 (zijo—Trj0) A _ 13
— x e, k=58T,L.

dt =1 tigl * Zk;ﬁl Z] 1 { Ms (Zz (zio— Ikl0)2)2 ]}

Somando-se a Eq. (13) em 4 tem-se finalmente o sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem que descreve a dindmica dos corpos em questao,

d 3 J—! R
9F D=1 TTj0 " € = D Try1 - €
4 L )
di 2j=1TLj0 €5 = Zj:l LLj1 - €5

d 3 5. — 3 M (10 —Tkj0) A _
21 %11 €5 = Zk;ét Zj:l {M: =7 ZC;’LO_';:LO)z)% . ej} k=8,T,L. (14)

d A 3 M, (zrjo—Trjo0) o
Trji €5 =D psrn 2je1 I <€

=1 J J k#L =1 J

dt # J Ms () (wrLio—k10)?)

[N

3 Implementacao do Cédigo em Python

O Python ¢ uma linguagem de programagcao de alto nivel criada no inicio dos idos anos
90 por Guido van Rossum [13], no Stichting Mathematisch Centrum (CIT) na Holanda,
como um sucessor de uma linguagem chamada ABC. E uma linguagem interpretada, de
script, orientada & objetos, indentada e de tipagem dinamica. Atualmente possui um modelo
de desenvolvimento comunitario, aberto e gerenciado pela organizacao sem fins lucrativos
Python Software Foundation®.

A linguagem conta com estruturas de alto nivel tais como listas, dicionérios, data, hora
e muitas outras. Também possui uma vasta colecao de moédulos prontos para uso, além
de frameworks de terceiros que podem ser adicionados posteriormente. Ela possui recursos

Thttps://www.python.org/psf/
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como geradores, metaclasses, introspeccao, persisténcia e unidades de teste, os quais também
estao presentes em outras linguagens. A linguagem é interpretada através do bytecode pela
méquina virtual Python, isso possibilita a portabilidade do cédigo [14].

Feitas essas consideracoes, a implementagao foi feita de maneira didatica nao se impor-
tando com a elegancia do algoritimo. Trés pacotes foram importados no cédigo:

e Matplotlib: Esse pacote (ou biblioteca) oferece ferramentas para geragao de graficos.

e Toolkits: Consiste de uma colecao de ferramentas especificas que estendem a biblioteca
Matplotlib

e Numpy: Esse pacote prové ferramentas para varios tipos de processamento numeérico.

e Odespy: Consiste em um pacote de ferramentas para resolver equagoes diferencias
ordinédrias (EDOs), pode ser obtido na Ref. [15]. Um abrangente leque de opgoes
é oferecido ao usudrio, dentre os métodos nela presentes estdo, o Adams-Bashforth-
Moulton explicito de segunda ordem, o Adams-Bashforth explicito de quarta ordem, o
explicito de Heun, o explicito Runge-Kutta de quarta ordem (Este j& bem conhecido,
foi escolhido para a integracao numérica deste trabalho) entre muitos outros.

# —*— coding: utf—-8 —x—

import odespy, numpy
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3dd import Axes3D

# Dados (todos os dados estao em unidades do S.I. e foram obtidos
# no site nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/):

G = 6.673e—11 # Constante Newtoniana da gravitagao universal
Msol = 1.98892e30 # Massa do Sol

Mt = 5.9724e24 # Massa da Terra

Mlua = 0.07346e24 # Massa da Lua

R = 1.4709el1 # Raio da Terra no periélio

V = 30.29e3 # Velocidade da Terra no periélio
Rm= 1.496e€l1l # Raio médio Sol—Terra

V= 29.78e3 # Velocidade média na trajetdria
R_lua = R + 0.3633¢9 # Raio Sol—Lua no perigeu

V_lua = 1.076e3 + V # Velocidade da Lua no perigeu
Rm_lua= Rm + 0.3633e9 # Raio médio (Sol—Lua)

Vm_lua= 1.02207e3 # Velocidade média da trajetodria

# Normalizagao dos parametros

Rt = R/Rm # Raio Sol—Terra

Vt = V/Vim # Velocidade da Terra
Rlua = R_lua/Rm # Raio Sol—Lua

Vlua = V_lua/Vmn # Velocidade da Lua

LUL ) g g g g g g g g g g g ) ) g g g g g ) ) ) ) )]
L A L A e R
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35 # #

36

37 Ano = 1.0 # Ano

38 Ano.s = 31536000 # 1 ano em segundos

30 T_-met = numpy.sqrt (Rmx%3/(G«xMsol)) # Tempo métrico

40 T_comp = Ano_s/T_met # Tempo computacional/normalizado
41 To =0 # Tempo inicial

12 Tf = Ano x T_comp # Tempo final

43 dt = 1000 # intervalo dt em segundos
44

15 # #

46 /I/I/I/I rlrl rl/l II/I rlrl rl/l IIII /’/I rl/l IIII /,/, rl/l IIIII,I, rl/l /III/,/, rl/l /I/I/,/, rl/l /l/I/,/, rlrl /l/I/,/, rlrl rl/l /I/, rlrl rl/l /I/, rlrl rl/l /I/I rlrl rl/l II/I /’/I rl/l IIII /’/I rl/l IIII /,/, rl/l IIIII,I, rl/l /III/,/, rl/l /I/I

a7

48 N = int(Ano * Ano_s/dt) # Nimero de pontos

49

50 # Condig¢bes iniciais
51 def condicaolnicial ():

99
52

53 Esta funcao retorna as condic¢bes iniciais do sistema
54 v

55 # Terra

56 x0 = Rt # x(0) da Terra

57 vx0= 0.0 # vx(0) da Terra

58 y0 = 0.0 # y(0) da Terra

59 vyO= Vt # vy(0) da Terra

60 z0 = 0.0 # z(0) da Terra

61 vz0= 0.0 # vy(0) da Terra

62

63 # Lua

64 x01 = Rlua # x(0) da Lua

65 vx0l= 0.0 # vx(0) da Lua

66 y0l = 0.0 # y(0) da Lua

67 vyO0l= Vlua # vy (0) da Lua

68 z01 = 0.0 # z(0) da Lua

69 vz0l= 0.0033 # vz(0) da Lua

70

71 return [x0,vx0,y0,vy0,z0,vz0,x01,vx01l,y0l,vy0l,z01,vz0l]
72

78 # #

74 # Termos constantes das equacgoes

76 C1 = Mlua/Msol #Const. das equagdes da Lua
77 C2 = Mt/ Msol #Const. das equagoes da Terra
78

# Equac¢oes de movimento

so def f(u,t):

-
©

29

81
82 Esta fungao retorna as equagdes que serao computadas, as quais
83 tem a forma:

84

85 d

86 — x(t) = f(t).

87 dt

88

89 Note o leitor que por motivos didaticos as varidveis foram
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90 renomeadas intuitivamente para facilitar a implementacao das

91 equacgoes .

92 T

93 xt = u[0] ; xtl= u[l] # x_-T00 ; x_-TO1

94 vyt = uf2] ; ytl= u[3] # x-T10 ; x_-T11

95 zt = u[4] ; ztl= u[5] # x.T20 ; x_T21

96

97 xl = u[6] ; xll= u[7] # x_.L00 ; x_LO1

98 yl = u[8] ; yll= u[9] # x_-L10 ; x_L11

99 zl = u[l0] ; zll= u[11] # x_L20 ; x_L21

100

101 # Equacoes de movimento da Terra

102 Eq0 = xtl

103 Eql = —xt/(xt*%2 4+ yt**2 +zt*%2)*%(3./2) \

104 — Clx(xt—x1)/((xt—x1)*%x2 + (yt—yl)**2 + (zt—zl)=**x2)*x(3./2)
105 Eq2 = ytl

106 Eq3 = —yt/(xt*%2 + yt*x2 4zt *%2)*%(3./2) \

107 — Clx(yt—yl) /((xt—x1)*%2 + (yt—yl)=*x2 + (zt—zl)=*x2)*x(3./2)
108 Eq4 = ztl

109 Eqb = —zt /(xt*%2 + yt**x2 F+zt*%x2)x%(3./2) \

110 — Clx(zt—zl) /((xt—x1)*%2 + (yt—yl)=**x2 + (zt—=zl)=*x%2)*x(3./2)
111

112 # Equa¢bes de movimento da Lua

113 Eq6 = xl1

114 Eq7 = —x1/(x1*%2 + yl*x2 4+ zl*%x2)xx(3./2) \

115 — C2x(xl—xt) /((xt—x1)*%x2 + (yt—yl)**%2 + (zt—zl)=*%x2)*x(3./2)
116 Eq8 = yl1

117 Eq9 = —yl/(xl*%2 + ylxx2 4+ zlxx2)x%x(3./2) \

118 — C2x(yl—yt) /((xt—x1)*%x2 + (yt—yl)**2 + (zt—zl)=**x2)*x(3./2)
119 Eql0= zl1l

120 Eqll= —z1 /(x1%%2 + yl**x2 + zl*%2)%%(3./2) \

121 — C2x(zl—zt) /((xt—x1)*%2 + (yt—yl)*%2 + (zt—zl)**2)*%(3./2)
122

123 return [Eq0,Eql,Eq2,Eq3,Eq4,Eq5,Eq6,Eq7,Eq8,Eq9,Eql0,Eqll]

124

125 # #

126 # Solugao das equagbes de movimento

127

128 # Aqui é definido que:

129 # * O método a ser usado serd o RungeKutta4
130 # * f é oconjunto de equagbes que serao computadas
131 # ¥ rtol é a tolerancia relativa

132 # * atol é a tolerancia absoluta

133 solver = odespy.RungeKuttad (f, rtol= le—12, atol= le—12)
134 # Define condigdes iniciais

135 solver.set_initial_condition (condicaolInicial())

136 # Intervalo de integracao

137 t_points = numpy. linspace (To, Tf,N)

138 # Computa solugdes discretas de u para o problema nos pontos t_points
139 u, t = solver.solve(t_points)

140

141 # #
142 F# #

143 # Solucoes

144
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# Posicao; Velocidade da Terra
x =ul:,0]; vx = u[:,1]
y =ul:,2]; vy = u[:,3]
z =ul:,4]; vz = u:,4]

# Posicao; Velocidade da Lua

xl =ul:,6]; vxl =ul[:,7]
yl = u[:,8]; vyl = ul[:,9]
z = u[:,10]; vzl = uf:,11]
# #

def plot(titulo, X, Y, planeta):

99 9

Esta funcao tem como objetivo gerar graficos a partir das solugdes.
plt.figure(titulo)

plt.plot (X , Y, label=titulo)

plt.xlabel (r’$x_{%s00}$’%planeta)

plt.ylabel (r’$x_{%s10}$ %planeta)

plt.grid ()

plt.legend (loc=1)

plt.savefig(’%s.eps’%(titulo))

plot (u’Solueao 2D para a Terra’, x, y, 'T’)
plot (u’Solueao relativa 2D para a Lua’, (xl-x), (yl-y), 'L.R’)

fig = plt.figure ()

ax = Axes3D(fig)

ax.plot(x,y,z, 'b—", label= ’Terra’)
ax.plot(xl,yl,zl,’g—", label= 'Lua’)
ax.legend ()

ax.set_xlabel (’$x_{u00}$’)
ax.set_ylabel (’$x_{ul®}$’)
ax.set_zlabel (’$x_{u20}3”)
plt.savefig(’Solar_3D.eps’)

plt .show ()

4 Resultados

Na Figura 2 tem-se a solugao normalizada para a dinamica da terra, no periodo de um
ano, projetada nos eixos das abscissas e ordenadas. A excentricidade obtida através dos
dados numéricos foi =~ 0.0181 que possui um erro relativo de aproximadamente 8.4% quando
comparado com o valor médio atual que é de aproximadamente 0.0167 [16]. Semelhantemente
a Figura 3 apresenta a solugdo para o movimento relativo (a Terra) da Lua em uma volta
completa ao redor da terra. A excentricidade numérica de sua érbita foi de e ~ 0.0366,
valor muito préximo ao valor e =~ 0.039 £ 0.006 obtido por Kevin em um experimento
relativamente simples [17], com erro relativo de 33.3% com relacdo ao valor médio atual
que é de aproximadamente 0.0549 [18]. Na Figura 4 tem-se a solugdo tridimensional para o
sistema como um todo.
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Através dos resultados numeéricos é possivel entender de forma mais clara o significado
fisico que as equagbes de movimento desse sistema carregam em si. As érbitas elipticas
obtidas, por exemplo, provam que esse sistema estd de acordo com a primeira lei de Kepler.

1.00 T T T = —— Solugdo 2D para a Terra

0.75+

050 1.00118

D25
0.983222

F 000

0.50 4

0.75

1.00+

T T T T
1.00 0.75 0.50 0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Xoo

Figura 2. Solugao bidimensional para a Terra no periodo de um ano, que corresponde a uma
volta completa ao redor do Sol. A excentricidade da érbita obtida foi de e ~ 0.0181.

—— Solucdo relativa 2D para & Lua
0.002
2.0025477

0.001

> 0.00262816 0,00244242
= 0.000
—0.001 4
—0.002 4

T T T T T
=2.002 —0.001 0.0C0 0.001 0.002
X100

Lall

Figura 3. Solucao bidimensional para a Lua no periodo de aproximadamente 27 dias, que
corresponde a uma volta ao redor da Terra. A excentricidade da 6rbita foi de e ~ 0.0366.
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— Terra
— Lua

-1.00

20.75 QUL
—0.5(_>0.250 _0.5%257@
X0 ~°70.50 —-0.75
0.75 1 5o —1.00

Figura 4. Solucao tridimensional. O subindice “u” representa o acoplamento entre a Terra
e a Lua.

5 Conclusoes

Neste artigo a computagao numérica foi utilizada como ferramenta de apoio na re-
solugdo do sistema cldssico Sol-Terra-Lua. Através dela foi possivel solucionar o sistema
de equagoes diferenciais associado tornando claro seu significado fisico. Foram obtidos re-
sultados aceitaveis para o modelo levando-se em consideracao que o sistema foi modelado
da maneira mais simples possivel. Além disso, o cédigo pode ser facilmente adaptado para
resolucao de outros sistemas com os mais variados niveis de complexidade.
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