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Resumo: O presente trabalho da continuidade a uma pesquisa sobre progressoes aritméticas
que ja teve alguns de seus resultados publicados em outras oportunidades. Neste artigo
sao apresentadas as definicbes de progressao aritmética geradora e associada, enfatizando
a relagao existente entre as suas razoes e como o triangulo de Pascal pode ser aplicado
nessa situacdo. Adicionalmente, propde-se uma expressao algébrica para calcular a soma
dos n primeiros termos de uma progressao de segunda ordem, cujo desenvolvimento permite
discutir um procedimento para obter progressoes de ordem k a partir da soma dos termos
de uma sequéncia de ordem k—1. Assim, através dos topicos contemplados neste artigo,
pretende-se demonstrar as relagoes existentes entre progressoes aritméticas de primeira or-
dem e sequéncias de ordem superior considerando a razao e a soma dos termos.
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Abstract: This work continues a research on arithmetic progressions that had some of
its results published in other opportunities. In this article are presented the definitions of
generator and associated arithmetic progression, emphasizing the connection between his
common differences and as Pascal’s triangle can be applied in this situation. Additionally,
an algebraic expression is proposed to calculate the sum of the first n terms of a second-
order progression, which development allows to discuss a procedure to obtain progressions
of k order from the sum of terms of a sequence of k — 1 order. Thus, through the topics
considered in this article, it is intend to demonstrate the connections between first-order
arithmetic progressions and higher-order sequences considering the common difference and
the sum of terms.
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1 Introducao

Em se tratando do estudo de progressoes aritméticas, uma das ideias fundamentais é a
de nimeros em sequéncia, afinal, é exatamente esse o conceito de progressao aritmética, ou,
simplesmente, P.A.: “[...] uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é a soma
do anterior com uma constante r dada.”[1]
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No Ensino Médio, estudam-se algumas propriedades elementares das progressoes aritméticas,
como o termo geral, a soma dos n primeiros termos e a interpolagao aritmética. Em um
nivel mais avancado, surgem aplicagbes de progressoes aritméticas em outros campos da
Matemaética, como, por exemplo, o teorema de Dirichlet sobre niimeros primos.

Através de uma extensdo ao conceito de P.A., pode-se dizer que tais sequéncias sao
progressoes aritméticas de primeira ordem, uma vez que admite-se a existéncia de sequéncias
de ordem superior, comumente chamadas de progressoes aritméticas de k-ésima ordem e
definidas como sequéncias de numeros tais que, apds uma operagao de diferenca entre os
seus termos consecutivos, obtém-se uma P.A. de ordem k-1. [2]

Por exemplo, a sequéncia (12,60, 140, 252) é uma P.A. de segunda ordem, pois, calculando-
se as diferencas consecutivas entre os seus termos, ou seja, aquelas que sao do tipo a, —a,_1,
obtém-se a sequéncia (48,80, 112), que é uma P.A de primeira ordem, cuja razao é 32.

O termo geral de uma progressao aritmética é, na verdade, um polinémio em n. As-
sim como para a P.A. de primeira de ordem, é possivel determinar um termo geral para
progressoes de k-ésima ordem, sendo que o valor de k é equivalente ao grau do polinémio.

Seja (1) o conhecido termo geral de uma P.A. de primeira ordem

an =a1+ (n—1r (1)
Reescrevendo-se o termo geral, obtém-se a expressao abaixo.
an =rn+ (ag —r) (2)

De fato, (2) é um polindémio de grau 1 em n, em que r é o coeficiente de n e a;—r é o
termo independente, demonstrando-se, assim, que o valor de k e o grau do polinémio sao
iguais. O mesmo vale para progressoes aritméticas de maior ordem: quando k = 2, o termo
geral é um polinomio de grau 2; quando k£ = 3, tém-se um polindmio do terceiro grau; e
assim sucessivamente.

Em relacao a bibliografia que trata das progressoes aritméticas de ordem superior pode-
se dizer que ela é muito reduzida, tendo como obra principal o livro de Lopes (1998), citado
pela grande maioria das pesquisas existentes.

Por outro lado, sao muitas as possibilidades de explorar as progressoes aritméticas, mui-
tas vezes relacionadas a outros objetos de estudo da Matemaética, como pode ser observado
em [3], onde sdo apresentadas expressoes algébricas para o célculo do produto de dois termos
consecutivos de progressoes aritméticas e geométricas, e em [4], onde utiliza-se a ideia de
integral para obter o termo geral de uma progressao aritmética de k-ésima ordem. Cabe
destacar que [3] e [4] sdo trabalhos anteriores a este que deram inicio & pesquisa aqui apre-
sentada.

Assim, procurando ampliar os conhecimentos relacionados ao estudo de sequéncias numéricas,
na continuidade deste artigo serao definidos dois conceitos que receberao as nomenclaturas
de “P.A. geradora”e “P.A. associada”, através dos quais objetiva-se demonstrar a relagao
existente entre as razoes de tais progressoes.

2 P.A. geradora e P.A. associada

Uma P.A. de segunda ordem pode ser obtida através da multiplicagdo dos termos con-
secutivos, de dois a dois, de uma P.A. de primeira ordem. Sendo o n — ésimo termo de uma
P.A. de ordem 2 indicado por af), entao ele serd definido pelo produto a,, - a,,+1 dos termos

de uma P.A. de primeira ordem.
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Se isso for verdade, entdo a, - a1 deve resultar em um polindémio de grau 2. Fazendo
o produto de a,, por a1, obtém-se o desenvolvimento abaixo.

Uy, + Apg1 = [a1 + (n — 1)r] - [a1 + nr] (3)

— 2 2.2 2
Gy - Apg1 = (a1)° + aynr + anr — a1r +n°r° —nr (4)
an - g1 = (r)n? + (2017 — r¥)n + (a1)* — arr (5)

Realmente, (5) é um polinémio de grau 2 em n, portanto, fica provado que uma P.A. de
ordem 2 pode ser obtida através do produto dos termos consecutivos de uma PA de primeira
ordem.

Através do mesmo raciocinio, é possivel demonstrar como sdo obtidas progressdes de
ordens maiores. Assim, para obter-se uma P.A. de ordem 3 deve-se multiplicar os termos
consecutivos de uma P.A. de primeira ordem tomados de trés a trés, para uma P.A. de
ordem 4 deve-se calcular o produto dos termos consecutivos de uma P.A. de primeira ordem
tomados de quatro a quatro, enfim, generalizando, para obter-se uma P.A. de ordem k,
deve-se calcular o produto dos termos consecutivos de uma P.A. de primeira ordem tomados
de k a k.

Essa P.A. de primeira ordem da qual calcula-se o produto dos termos consecutivos sera
chamada de P.A. geradora. Abrindo paréntesis, cabe destacar que, conhecendo-se o primeiro
termo e a razdo da P.A. geradora, a expressao (5) pode ser entendida como o termo geral
de uma P.A. de ordem 2.

Como destacado na introdugao, uma operagao de diferenca entre os termos consecutivos
de uma P.A. de ordem k, resulta em uma P.A. de ordem k—1. Repetindo esse procedi-
mento, apés k—1 diferencas obtém-se uma P.A. de primeira ordem, que serd chamada de
P.A. associada.

3 Constante m

Sendo 7 a razao da P.A. geradora, a razao da P.A. associada serd indicada por m. Para
demonstrar como m estd relacionada a r, inicialmente, serd abordado o caso de uma P.A de
segunda ordem. A fim de indicar a ordem da P.A. em questdo, serd adicionado o indice k
a razado m. Desse modo, moy representa a razdo de uma P.A. associada obtida através das
diferencas sucessivas entre os termos de uma P.A. de ordem 2.

Sabendo que m é a razao da P.A. associada, entao pode-se escrever a seguinte relagao.

m=ag —ax (6)

Em (6), as é a diferenga entre o terceiro e o segundo termos de uma P.A. de segunda
ordem e a; é a diferenca entre o segundo e o primeiro termos da mesma P.A. Portanto,
pode-se fazer as substituigdes apresentadas em (7) para calcular o valor de ms.

2 2 2 2
ms = (af? — al) — (a5 — a{?) (7)

Agrupando os termos semelhantes, obtém-se a expressao abaixo.

s = ) — 202 + of? ®
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Porém, cada termo da P.A. de ordem 2 é obtido a partir do produto de dois termos
consecutivos da P.A. geradora, resultando, assim, na expressio (9).
mo = (CL4 . CL3) — 2(&3 . ag) + (CLQ . al) (9)

Analogamente, pode-se obter uma expressao para ms . Para isso, deve-se utilizar (8)
como ponto de partida e fazer as substitui¢oes apresentadas a seguir.

3 3 3 3 3 3
my = (af? = af?) = 2(a” - a5”) + (" - o) (10)
mz = af) - 3a§3) + 3a§3) — a§3) (11)
ms = (ag- a5 -ag) — 3(as - aq - as) + 3(az - az - ag) — (a1 - az - az) (12)

Da mesma forma, é possivel escrever expressoes semelhantes a (8) e (11) para qualquer
valor de k. Abaixo, apresentam-se os casos em que k =4 e k = 5.

my = aé4) — 4afl4) + 6a§4) - 4a§4) + a§4) (13)
ms = aéS) - 5aé5) + 10af) - 10a§5) + 5a§5) - a§5) (14)

Na perspectiva de uma generalizacao para uma P.A. de k-ésima ordem, o primeiro passo
é observar os coeficientes de (6), (8), (11), (13) e (14) e perceber que eles correspondem as
linhas de 2 a 6 do triangulo de Pascal (Figura 1).
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Figura 1. Triangulo de Pascal

De acordo com [5] o tridngulo de Pascal (Figura 1) “é uma tabela onde podemos dis-
por ordenadamente os coeficientes binomiais”, lembrando que um coeficiente binomial é

calculado conforme (15).
n n!
= — 15
(p> pl(n —p)! (19)

Desse modo, observa-se que os coeficientes da expressao que fornece o valor de my cor-
respondem aos numeros binomiais da linha k£ + 1 do triangulo de Pascal.

A segunda etapa da generalizacdo consiste em substituir cada termo do tipo aglk) por um
produto de k termos consecutivos da P.A. geradora. Para isso, sera utilizada a notacao de
produtdrio, como apresentada a seguir, com « decrescendo de 1 & (—=k + 1) e 8 decrescendo

de k a0.

8
1T cxse (16)
b=«

Por fim, é importante destacar que os sinais dos coeficientes de my, intercalam-se, inici-
ando sempre pelo positivo. Caso k seja par, o iltimo coeficiente tera sinal positivo; se k for
impar, o sinal serd negativo.

Assim, reunindo-se essas informagoes, obtém-se o termo geral para a razao de uma P.A.
de primeira ordem associada & uma P.A. de ordem k.

me(g)-bliak%—(];)-Eak+b+---i<kﬁl>' ﬁ ak+bi<:>- 12[ apyo (17)

b=—k+2 b=—k+1

Porém, é possivel obter uma expressao bem mais simples para my . Sendo r a razao da
P.A. geradora, entdo a razdo da P.A. associada serd dada por:

my = k!-r¥ (18)
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Para demonstrar que a afirmacgao acima é verdadeira quando k = 2, deve-se utilizar a
expressao (9), escrevendo cada um dos termos em funcdo de a; e r.

mo = (a1 4+ 3r)(a1 + 2r) — 2(ay + 2r) (a1 + 1) + (a1 + r)ay (19)
ma = (a1)? + 5arr + 612 — 2(ay)? — 6a1r — 4r% + (a1)? + arr (20)
my = 2r? (21)

Assim, sendo (18) exatamente igual a (21) para k = 2, verifica-se a veracidade da relagao
entre as razoes da P.A. geradora e da P.A. associada para o caso de uma progressao de
segunda ordem. Para outros valores de k, a demonstracao pode ser feita de modo semelhante.
Como aprofundamento do presente estudo, espera-se, em breve, poder apresentar uma prova,
matemdtica consistente para (18).

4 Soma dos n primeiros termos de uma P.A. de segunda
ordem

Uma outra relagao muito interessante entre progressoes de diferentes ordens estd associ-
ada & soma dos n primeiros termos. Substituindo-se n pelos primeiros niimeros naturais em
(5), obtém-se as seguintes expressoes em func¢ao do primeiro termo e da razao apresentadas
no quadro da Figura 2, abaixo.

(2

g a,

1 i+ 2ar —r* + (a,)* —ayr

4r* + da;r —2r° + (ay)* —ayr

9r? 4+ 6a;r — 3r° + (a,)* —ayr

L LY = B

161* + 8a;r —4r® + (ay)* — ayr

25r% + 10a,r — 5r% + (a,)* — ayr

LM

Figura 2. Expressoes algébricas para os primeiros termos de uma P.A. de ordem 2

Apébs asoma de n termos, o coeficiente do termo 2 que aparece a frente de cada expressao
serd dado pela soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais: (1+4+9416+425+
... +n?). De acordo com [6], tal soma é equivalente & (22); e isso pode ser provado através
do método de inducao finita.
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nn+1)(2n + 1)
6

Em relac@o aos coeficientes de air, eles serdo representados como a soma dos dobros dos
n primeiros niimeros naturais: (2+4+6-+8+10+...+2n). Quanto ao coeficiente do termo 72
que aparece sempre com o sinal negativo, ele serd dado pela soma dos n primeiros nimeros
naturais: (1+2+34+4+5+...4+n). Ambos os casos podem ser tratados como a soma dos
n primeiros termos de uma P.A. de primeira ordem, resultando, assim, nas expressoes (23)
e (24), relativas a primeira e a segunda somas supracitadas, respectivamente.

(22)

n*+n (23)
2
n ;—n (24)

Neste ponto, pode-se, finalmente, escrever uma expressao para a soma dos m primeiros
termos de uma P.A. de ordem 2.

+1)(2n+1 24
s _ [nln+ Dz >]T2+<n2+n>a1r— (n . ”)mn[(al)z_alr] (25)
2,3 2,2 2 2,2 2
52 = r3n + r2n +%+a1rn2+a1m— r2n - %-F(al)%—aﬂ“n (26)
2 3 2 _ .2
S = (g) ®+ (a1m)n® + <(al)3r) n (27)

E evidente que (27) trata-se de um polinémio de grau 3 em n, concordando, assim, com
o teorema apresentado em [2]: a soma dos n primeiros termos de uma P.A. de ordem k é
um polinémio de grau k + 1 em n.

Como (27) é um polindémio de grau 3 em n e o termo geral de uma P.A. de ordem 3
também o é, entao (27) é o termo geral de uma P.A. de terceira ordem. Ou seja, a soma dos
n primeiros termos de uma P.A. de ordem k corresponde a uma P.A. de ordem k + 1.

Substituindo-se, em (27), r pela razdo e ajpelo primeiro termo de uma P.A. de primeira
ordem e n por 1, 2, 3, 4, etc., obtém-se os primeiros termos de uma P.A. de ordem 3. Para
progressoes obtidas dessa maneira, a relacdo entre as razdes da P.A. geradora e da P.A.
associada deixa de ser (18) e passa a ser (28).

my, = (k— 1)1 k=1 (28)

A partir da discussdo sobre a soma de termos é possivel desenvolver um método al-
ternativo para obter progressoes de ordem superior: o n — ésimo termo de uma P.A. de
ordem k + 1 é calculado através da soma dos n primeiros termos de uma P.A. de ordem k.
Matematicamente, isso pode ser escrito como apresentado abaixo.

a® = "V 4 oY 4D 4y gD (29)
aglk) _ Sy(ﬁ_l) (30)
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Tal propriedade referente & soma dos termos estd diretamente relacionada ao proprio
conceito de progressao aritmética, visto que o procedimento para se obter os termos de
uma P.A. de primeira ordem pode ser compreendido como uma soma de uma sequéncia de
nimeros em que o primeiro deles é igual ao primeiro termo da P.A. a ser obtida e os outros
nimeros sao todos idénticos entre si e iguais a razao.

Por exemplo, seja dada a sequéncia a = (2,3,3,3,3,3,3,...). O seu primeiro termo é
igual a 2, portanto, o primeiro termo da P.A. também serd igual a 2. O segundo termo
serd dado pela soma dos dois primeiros nimeros de a, 2 + 3 = 5. Para calcular o terceiro
termo da P.A., deve-se adicionar o terceiro termo de a a soma dos dois primeiros, 5+ 3 = 8.
Seguindo esse procedimento, obtém-se a P.A. (2,5,8,11,14,17,...).

Sobre as progressoes de ordem superior obtidas a partir desse processo é importante fazer
duas consideracoes. Uma delas diz respeito ao primeiro termo, que serd sempre o mesmo,
pois, para n = 1, (29) resulta em agk) = agkfl), indicando que o primeiro termo nao sera
somado a nenhum outro valor.

A segunda consideragdo refere-se a relagdo que envolve a razdo das progressoes. Nesse
caso, as razoes da P.A. geradora e da P.A. associada serdo iguais, ou seja, m = r.

5 Conclusoes

Com base nas consideragoes apresentadas, conclui-se que a partir de uma mesma P.A.
geradora pode-se obter duas progressoes aritméticas distintas, mas de mesma ordem k: uma
delas através do produto dos termos da P.A. geradora e a outra a partir da soma dos termos
de uma P.A. de ordem uma unidade menor. Ainda, é possivel obter uma progressao de
ordem 3 através da expressdo para a soma dos n primeiros termos de uma P.A de segunda
ordem.

Assim, esses trés procedimentos para obter sequéncias de ordem superior a partir de
progressoes aritméticas de primeira ordem implicam em também trés possibilidades de re-
lacionar as razoes da P.A. geradora e da P.A. associada.

Enfim, a aplicagao dos coeficientes binomiais por meio do tridngulo de Pascal demonstra
como as progressoes aritméticas estao relacionadas a conceitos de outros campos da Ma-
tematica, reforgcando o interesse em estudéa-las e ampliando as pesquisas sobre progressoes
aritméticas de ordem superior.
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