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Resumo: No contexto da Matemdtica Experimental, estudam-se a convergéncia e a eficiéncia
dos aproximantes de Padé de algumas fungdes especiais.
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Abstract: The convergence property and representation efficiency of the Padé approximant
to some special functions are studied in the context of Experimental Mathematics.
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1 Introducao

Neste trabalho, estudamos a eficiéncia dos aproximantes de Padé na representacao
de algumas funcées especiais, definidas na reta, de interesse em areas como Fisica,
Matematica e Quimica, entre outras. Por eficiéncia queremos entender a rapidez
de convergéncia e a possibilidade de aumentar o raio de convergéncia da série que
representa cada uma dessas funcgoes e que serviu de base para a construcao do
aproximante de Padé.

Esse estudo reveste-se de importancia, também, nas pesquisas visando a cons-
trucao de algoritmos eficientes para calculos computacionais. Um resumo da teoria
dos aproximantes de Padé é oferecido na préxima secdo. Na secao 3, estudamos
a funcdo gama de Euler-Stieltjes I'(x). A secao 4 trata da fungao de Bessel de
primeira espécie J,(z). A funcao de Airy Ai(z)é estudada na segao 5. Na segdo 6
estudamos a fungao hipergeométrica confluente 1 Fi(a, b, z), também conhecida como
funcao de Kummer M (a, b, x). Nessa mesma se¢ao, dois casos particulares da fungao
hipergeométrica confluente sao considerados, a saber, a fungao erro erf(x) e a fungao
gama incompleta I'(a, z).

Acreditamos que este repertdrio de fungoes e a sistemaética usada para estudé-las,
possam servir de paradigma e motivagao para estudos posteriores de outras fungoes
de interesses mais particulares.

2 Os aproximantes de Padé

Com o propésito de dar uma autonomia relativa a este trabalho, apresentamos
nesta secdo um resumo da teoria dos aproximantes de Padé. O leitor interessado em
se aprofundar no tema pode consultar, por exemplo, uma das referéncias [1-3].

Dada a expansao

f@) = fo+ friz+ far® + - (1)

o aproximante de Padé associado a f(z), e indicado por [L/M], é definido pela

condicao
Pp(z)

L/M] = === = f (z) + O(z"+M+1 2

[L/M) = G5 = 1 &) + O@H ) 2
onde Pr(z) e @ (x) sao polindmios na varidvel z, isto é,

Pr(x) = po + pra + paa® + - - + pra® (3)
e

Qu(x) =1+ q + gz’ + - + qua™ (4)

Por conseguinte, um aproximante de Padé é uma funcao racional. Os L + M + 1
coeficientes p, e g; , das expressoes (3) e (4), sao determinados em termos dos coefi-
cientes f,, de (1) a partir do sistema de L + M + 1 equagdes algébricas lineares que
resultam da condigao (2). Os coeficientes f,, da expansao bésica (1) sdo denominados
“pecas de informagoes”.
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2.1 O Padé [1/2] como exemplo

Consideremos o aproximante de Padé [1/2]
Po + 1w
[1/2]

14 QT + g’
associado a expansao
f@) =1+ fiz+ foa® + faz® +- - (5)

Esse aproximante se expressa em termos de quatro coeficientes po. p1, g1 € g2 que
sao determinados pelo sistema de quatro equagoes resultantes da condicao (2). Ex-
plicitamente, obtém-se para o Padé [1/2] a funcao

=N+ (L =2fif+ fifs)e
2 =hfet (fifs = fife) o+ (f1f3 — 1 f3) 22

Um fato importante a ser observado desse exemplo, e que é uma caracteristica de
todos os aproximantes de Padé, com excecao da classe particular de aproximantes
[L/0], é que os coeficientes originais f, aparecem em combinagoes algébricas, muito
mais ricas em informagdes do que as simples combinag Ges lineares. Esse fato de
certa forma explica por que os aproximantes de Padé podem, em geral, fornecer
muito mais informacgoes da série basica do que a prépria série, como veremos nas
préximas segoes.

[1/2] =

(6)

3 Funcgao gama de Euler-Stieltjes I'(x)

Como uma primeira aplicagdo dos aproximantes de Padé na representagao de
fungoes especiais, consideremos a funcao gama de Euler-Stieltjes, ou simplesmente
funcao gama, indicada por I'(x). Esta fungao é uma generalizacao do fatorial e esté
definida na reta por [4, 5]

I'(z) = /OOO t"le7tdt, x>0 (7)
Uma forma alternativa de se definir a fungdo gama para todos os valores de z é
através de uma integral curvilinea, a saber
1 _ 1 / etdt (8)
I(z) 2miJo t*
onde C'¢é um caminho apropriado de integracao [6].

Por outro lado, a fungdo In I'(z 4+ 1) admite a seguinte expansao em torno de
x=0][7]

ImT(z+1)=2(1-7)—In(1+z)+ i(l)”g(n)Tlx”, |x| < 2 9)
n=2

onde ¢(n) é a funcao zeta de Riemann [8, 9].
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Como estamos interessados numa expansao em série de poténcias, vamos usar o
fato de que a fungao logaritmo pode ser expressa como [10]
0.) l‘n
(1 +2) = > ()", o] <1, @£ -1 (10)
n
n=1
Usando esta expressao em (9), apds algum célculo algébrico elementar obtemos a
seguinte expansao em série de poténcias

Inl(z+1)= ’yx+§:(1)"¥x", (11)
n=2

onde v = 0.5772156649. .. é a constante de Euler. Usaremos a expansao (11) para
padeizar a fungao gama, isto é,

InT(z + 1) ~ [L/M] (12)

Usando o procedimento descrito no inicio deste trabalho, o aproximante de Padé
[3/3] para a funcao In I'(z + 1) é dado por

3/3] = —0.577216x + 0.18403422 + 0.39371923
1+ 1.10606z + 0.19973622 — 0.014421123

A figura 1 mostra os gréficos da série de Taylor (11), com onze termos (linha
pontilhada), da expressdao exata (linha continua) e do aproximante de Padé [3/3]
(linha tracejada) que coincide com a exata, portanto nao se distingue na figura.
Vemos o quanto é ruim a série de Taylor, que diverge para z > 1, e como o aproxi-
mante de Padé, utilizando apenas sete termos da expansao de Taylor (11), descreve
apropriadamente a fungdo exata.

Notemos que o aproximante de Padé foi capaz de descrever a funcao representada
pela série (11), usando apenas sete termos da série, melhor do que a prépria série
com onze de seus termos!

(13)

Figura 1. Representacoes da fungdo gama de Euler-Stieltjes. Linha pontilhada (série de
Taylor com 11 termos); linha continua (expressdo exata); e, linha tracejada (aproximante
de Padé [3/3] ). A linha tracejada nao se distingue da continua, indicando que os valores
obtidos com o aproximante de Padé coincidem com os obtidos da expressao exata, dentro
da escala e intervalo mostrados na figura.
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4 Funcao de Bessel

A funcao de Bessel J,,(z) é uma solucao da seguinte equagao diferencial [11]

d*y 1ldy

TZ2 . .
pre %*(1?)@/:0, (n inteiro) (14)

Desta equacao podemos deduzir vérias propriedades da fungao J,(z) entre as quais
a seguinte representagao em série de poténcias [12]

_ \" 00 (*1)kl‘2k
Inl) = (5) kz:;) AREIT (n+ K + 1) (15)

onde k! representa o fatorial de k, e I' é a fungao gama definida na segdo anterior.
Vamos reescrever (15) da seguinte forma

@ =(3) F@ (16)
onde
Fle) =Y D™ (17)
AFET (n + k + 1)

k=0
Em seguida vamos padeizar a funcao F(x) de maneira que a fungao de Bessel J,(z)
seja representada em termos de aproximantes de Padé pela expressao

n) = (3) (18)

A figura 2 mostra a fungao de Bessel Ji(x), sua representacao de Taylor até a
poténcia 2%, e o aproximante de Padé [10/10]. No intervalo e escala da figura, os
trés gréficos praticamente coincidem. Os pequenos ramos nas duas extremidades do
eixo dos z sao do aproximante de Padé.

Neste caso, a vantagem do aproximante de Padé nao é tao espetacular, pois ele
utilizou vinte e uma das vinte e trés pegas de informacao usadas pela série de Taylor.

Figura 2. A fungao de Bessel J1(x). No intervalo e escala da figura, o aproximante de Padé

23

[10/10] , a série de Taylor truncada em z*° e a fungio exata praticamente coincidem.
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5 Funcgoes de Airy

As fungoes de Airy representadas por Ai(x) e Bi(x) sdo as duas solugoes li-
nearmente independentes da seguinte equagao diferencial [13]

d?y
Estas fungoes admitem representagoes em séries de poténcia, a saber [13]
Ai(z) = c1f(x) — c2g() (20)
Bi(x) = V3[e1f(x) + cag(a)] (21)
onde
(x) i 3 (L) 22 (22)
-5 (0,55
= 3/ (Bk)!
o] 9 1:3k+1
glz) =Y 3k (—) S — 23
1;) 3/)k Bk +1)! (23)
e as constantes ¢1 e ¢y valem
c1 = 0,355028053887817 e co = 0,258819403792807 (24)

As expressoes (a)r que aparecem em (22) e (23) s@o simbolos de Pochhammer

definidos por [14]
() =ala+1)(a+2)---(a+k—-1), (a)=1 (25)
Neste trabalho, vamos nos limitar a funcao Ai(z); a fungao Bi(z) pode ser anali-
sada com o mesmo procedimento. A figura 3 mostra o aproximante de Padé [10/10]
(linha tracejada) comparado com a func¢do de Airy Ai(x) (linha continua) e a série
de Taylor truncada em 2?2 (linha pontilhada). Notemos que a série de Taylor nao
tem bom comportamento para |z| > 4, ao passo que o aproximante de Padé [10/10]

coincide com a funcéo exata para todo x > —4.
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Figura 3. Fungdo de Airy Ai(z) exata (linha continua), Padé [10/10] (linha tracejada)

e série de Taylor truncada em x22 (linha pontilhada). O aproximante de Padé descreve

notavelmente bem a funcdo exata para x > — 4 enquanto que a expansao de Taylor nao é

adequada para |z| > 4.
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6 Funcao hipergeométrica confluente

A funcdo hipergeométrica confluente 1Fi(a,b,z), ou M(a,b,x), também co-
nhecida como funcdo de Kummer, é uma solu¢do da equacao diferencial ordinéria
[15]

d%y d
:E—Jr(b—x)—y—ayzo (26)
dz? dx

e admite a seguinte representagao em série de poténcias [15]

y= M(a,b,x) ia

onde (a),, € (b),, s@o os simbolos de Pochhammer definidos em (25).
A equacgdo (26) admite outra solucao linearmente independente de M(a,b,x) e
que se indica por U(a, b, z). Neste trabalho nao estaremos interessados nesta solucao.
Dando valores particulares aos parametros a e b em (27), muitas fungoes conheci-
das podem ser expressas em termos da fungao hipergeométrica confluente M (a, b, ).
Por exemplo, tomando a = b, a expansao (27) se simplifica e toma a forma

n

H

(27)

(o) n

M(a,a,2) =Y = (28)

|
=0 n:

que ¢ a funcao exponencial e*. Outro exemplo é a funcéo seno hiperbdlico que pode
ser posta em termos da fungao hipergeométrica confluente tomando-sea =1eb = 2,
da seguinte forma

senh(x) = xe "M (1,2, z) (29)

Representacoes de fungoes menos triviais serdo estudadas nas préximas subsecoes.

6.1 Funcao erro

A funcgao erro é definida por [16]

erf(a) = - / (30)

e pode ser expressa em termos da fungao hipergeométrica confluente M (a, b, x) como
[17]
2 13
erf(z) = \/ZE_M <2 oX 1:2> (31)
A série de Taylor da funcao erro pode ser obtida a partir de (31) e (27) com a = 1/2
e b=23/2, e é dada por

2 (1 x2 ozt 2 a8

NG +—— =+

1)111.211—&—1
erf(z) = 310 42 516"') vf'jgj enyn 02
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A figura 4 mostra o aproximante de Padé [6/6] (linha tracejada) comparado com
a fungdo erro erf(z) (linha continua) e a série de Taylor (linha pontilhada) truncada
em 2%°. No intervalo considerado, a linha tracejada (Padé) ndo se diferencia da linha
continua mostrando que o aproximante de Padé é excelente.

2 :

1.5
. ;
5

0.

-045
-1
-1.5
-2

SR L LTS

Figura 4. Funcao erro erf () (linha continua), aproximante de Padé [6/6] associado (linha
tracejada) e a série de Taylor truncada em 220 (linha pontilhada). A linha tracejada nao
se diferencia da continua no intervalo e escala da figura.

6.2 Funcao gama incompleta

A fungao gama incompleta é definida por [1§]
T(a, 2) = / et gt (33)

e sua relagdo com a fungao hipergeométrica confluente é dada por [19]
a

I'(a,z) = [(a) — %M(a, a+1,—2) (34)

Tendo em conta a expressao (27), com b = a + 1, podemos reescrever a Eq. (34)
da seguinte forma

xa o0 n n
K(a,z) = 772_% a+nn'
x® ax az? a3
= Ta)- < |1 - 35
(@) -3 o+l 2@t2) 6a+t3) (35)

Vamos estudar dois casos: a =1 ¢ a = 2.
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6.2.1 Casoa=1

Quando o parametro a assume o valor 1, visto que I'(1) = 1, a expansao (35) se
simplifica e toma a forma

= ()
n=0 '
2 3
- 1%1%#%% (36)

A figura 5 mostra o aproximante de Padé [5/5] (linha tracejada) comparado
com a funcdo I'(1,z) (linha continua) e a série de Taylor truncada em z'? (linha
pontilhada). Na escala e intervalo considerados, a linha tracejada (Padé) nao se
diferencia da linha continua mostrando a exceléncia do aproximante de Padé.

Figura 5. Fungdo gama incompleta I'(1,2) (linha continua), aproximante de Padé [5/5]1
(linha tracejada) e a série de Taylor truncada em 2'2 (linha pontilhada). Na escala e inter-
valo considerados, a linha tracejada (Padé) néo se diferencia da linha continua mostrando a

exceléncia do aproximante de Padé.

6.2.2 Casoa=2

No caso em que o parametro a assume o valor 2, a expansao (35) se simplifica e
toma a forma

1'2 1'3 1'4 1'5
P@a) = l-F 4z -z 4=
2?2 S (—1)n22n
= 1=-=) 57 37
27;)(2+n)n! (37)

A figura 6 mostra o aproximante de Padé [4/4] (linha tracejada) comparado com
a funcdo I'(2,z) (linha continua) e a série de Taylor truncada em z'2? (linha ponti-
lhada). No intervalo considerado, a linha tracejada (Padé) nao se diferencia da linha
continua mostrando que o aproximante de Padé é excelente.
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Figura 6. A fungao gama incompleta ['(2, ) (linha continua), o aproximante de Padé [4/4]
(linha tracejada) e a série de Taylor truncada em 2'2 (linha pontilhada). Na escala e inter-
valo considerados, a linha tracejada (Padé) néo se diferencia da linha continua mostrando a
exceléncia do aproximante de Padé.

7 Conclusoes

O estudo desenvolvido neste trabalho mostra que os aproximantes de Padé podem
representar de forma excelente, e bastante conveniente, diversas fungoes especiais,
familiares a matemadticos, fisicos, quimicos, bidlogos, e outros pesquisadores. Os
aproximantes de Taylor (série de Taylor truncada em alguma poténcia da variavel z)
em geral divergem apds um valor relativamente pequeno da varidvel. Podem, assim,
ser inadequados para representar as funcgoes estudadas neste trabalho.

Dissemos, acima, que os aproximantes de Padé sao especialmente convenientes
no estudo de funcées especiais. Isso porque, sendo uma funcdo racional, os apro-
ximantes de Padé se prestam, também, para estudo de possiveis singularidades que
algumas fung¢bes podem eventualmente apresentar. Esta é uma linha atraente de
trabalho que merece ser explorada.

O método desenvolvido neste trabalho pode ser estendido & anélise de expansoes
em poténcias, como, por exemplo, as obtidas de anédlises perturbativas de sistemas
fisicos. Também pode ser estendido para representacoes de funcoes de varidvel com-
plexa. Formalmente, o método a ser utilizado é exatamente o mesmo.
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