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Resumo: Faz-se um estudo extensivo da funcdo zeta de Riemann. Sua origem e relagdo
com a teoria dos nimeros primos também sao discutidas.
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1. Introdugao

A funcéo zeta de Riemann desempenha um papel muito importante em vérias
dreas de pesquisa moderna. Na Fisica Tedrica aparece em problemas de regularizagao
de determinantes infinitos que surgem em Teoria de Campos; e, também, em alguns
trabalhos tedricos sobre o importante fendmeno da supercondutividade. Mas é entre
0s matemaéticos que aquela fungéo exerce um maior fascinio devido, principalmente,
a famosa conjectura de Riemann (que discutiremos abaixo). Para se ter uma idéia
da importancia dessa conjectura, agora que foi provado o Ultimo Teorema de Fermat
(um parénteses: “dltimo” no sentido de iltimo a ser provado), levantou-se a seguinte
questao: e agora, onde encontrar motivacao para continuar inspirando, provocando



e desafiando as prérimas gerag¢des de matemdticos? Aqui a conjectura de Riemann
desponta como um dos candidatos — ao lado da conjectura dos primos gémeos e
outros problemas mais complexos.

De relevante importancia para o estudo dos nimeros primos, a funcdo zeta de
Riemann invariavelmente ocupa amplo espaco em qualquer texto sobre a Teoria dos
Numeros. Sua relagdo com outras fungoes especiais também lhe reserva uma posicao
importante na Teoria das Fungoes.

Apesar de sua relevancia, os autores nao conhecem nenhuma literatura em lingua
portuguesa sobre o assunto. O presente trabalho é uma pequena contribuigdo para
aqueles que tenham interesse, ou mesmo curiosidade a respeito da funcao zeta de
Riemann, e ndo tenham acesso a literatura estrangeira. O que se espera do leitor sao
apenas conceitos basicos de Anédlise Matemdtica e da Teoria das Fungoes de Varidvel
Complexa.

Neste trabalho desenvolveremos um estudo geral da funcgao zeta de Riemann.
Na préxima se¢cdo mostraremos sua origem, daremos sua defini¢ao e algumas de
suas propriedades elementares. Na secao 3, apresentaremos alguns resultados pre-
liminares visando ao estudo posterior de suas propriedades analiticas. A funcéo
zeta de Riemann permite uma representagao integral que serd estudada na secao 4.
Nas secoes 5 e 6, estenderemos o dominio de definicdo da funcdo zeta de Riemann
e derivaremos a sua equacao funcional, que estabelece uma relagdo com a fung ao
gama de Euler. A famosa conjectura de Riemann, que permanece um problema
aberto na Matemadtica, é apresentada na secdo 7. Como veremos, a fun¢ao zeta de
Riemann originou-se da busca de solucao a um problema na teoria dos niimeros pri-
mos. Sua relagdo com tais mimeros é estudada na se¢ao 8. Alguns cédlculos algébricos
foram deslocados para o Apéndice A, para ndo congestionar o texto principal. No
Apéndice B colecionamos algumas das propriedades da fungdo zeta de Riemann e
listamos seus valores em alguns pontos particulares. Finalmente, uma bibliografia é
oferecida para os interessados em se aprofundar sobre o tema.

2. Definicao da fungao zeta de Riemann

Quando tentava obter uma férmula que permitisse calcular o nimero de primos
menores do que um nimero dado n, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
foi conduzido a investigar a série

(=Y (21)
n=1

hoje conhecida como fung¢do zeta de Riemann. Neste trabalho vamos empregar,

também, a designacdo mais simples de funcdo zeta, sempre subentendendo que se

trata da fungao zeta de Riemann. A varidvel z ¢ um mimero complexo da forma

z =x+ iy, onde i = /—1, e x e y sdo reais. Veremos que esta funcio ¢ analitica

no semi-plano x = Re(z) > 1. Mostraremos, também, que a analiticidade de (2.1)

pode ser estendida a todo plano complexo, exceto no ponto z = 1. Antes, porém, de
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estudar a convergéncia da série (2.1), examinemos algumas caracteristicas da fungao
zeta de Riemann.

A figura 2.1 mostra um grafico da fungdo { para valores reais do seu argu-
mento. Notemos, en passant, algumas caracteristicas gerais dessa fungao, todas elas
ilustradas na figura. Todos os zeros reais estao no eixo real negativo, localizados nos
pontos x = —2n, n = 1,2,..., isto é, ((—2n) = 0. No caso particular da origem,
temos ((0) = —1/2. Sua tnica singularidade estd em x = 1, onde seu residuo, como
veremos, é também 1. Finalmente, {(z) > 1 para x > 1 e ((x) — 1 quando = — oc.

gix)
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0.1~
Figura 2.1. Fungao ((x), x real. A figura mostra os zeros triviais em x = —2n, n = 1,2,3,. ..
e a localizacéo do unico pélo em x = 1. Notemos que ¢(0) = —0.5 e que {(x) — 1 quando

x — 00. As escalas sdo diferentes nas partes esquerda e direita do grafico.

Para valores inteiros, a fungdo ( foi estudada por Euler, que provou a seguinte
férmula notédvel no caso de argumentos inteiros positivos pares

7T2n
g(zn)=:%%§STLB%J,1z::L2,”. (2.2)

onde By, sdo os nimeros de Bernoulli definidos como os coeficientes da expansao de
Taylor da funcdo t/(e! — 1), isto &
t =B
Ll (2.3)

ot —1 LRl
k=0

Os primeiros mimeros de Bernoulli sdo

By =1, Blz—%, Bgzé, B3 =0, B4:—%,... (2.4)

Euler foi o primeiro a mostrar que a soma dos reciprocos dos quadrados dos
inteiros positivos, isto ¢ ¢ (2), vale 72 /6 (esse valor pode ser verificado a partir do
resultado (2.2)). A equagao (2.2) mostra que o valor da fungao ¢ para argumentos
inteiros positivos 2n é proporcional & poténcia 2n de w. Uma questao ainda em
aberto é se o0 mesmo é verdadeiro quando o argumento de ¢ é um inteiro positivo
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fmpar. Por exemplo, serd que ((3) é proporcional a m3? Recentemente, em 1978, R.
Apéry provou que ((3) é pelo menos um nimero irracional.

Nos pontos impares negativos o valor da fungao zeta também pode ser expresso
em termos dos nimeros de Bernoulli, a saber

C(I—Qn):—%,nzl,l... (2.5)
2n

Quando o argumento z da fungao zeta é complexo, esta fung¢ao assume valores
também complexos. Na figura 2.2 mostramos o grafico do valor absoluto, |((z)]. O
inverso de |((z)| ¢ mostrado na figura 2.3.

0

n
o iy
o K ‘

i 4

Figura 2.2. Valor absoluto |((z)| da fun¢do zeta de Riemann para z = x + iy.
Nesta figura, e na seguinte, podemos observar alguns zeros néao triviais da fungao
zeta de Riemann e o pélo em x = 1.
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Figura 2.3. Inverso de |((z)| para z = x + iy. Nesta figura, e na anterior, podemos
observar alguns zeros nao triviais da fungao zeta de Riemann.
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Algumas outras propriedades e valores especiais da fungao zeta de Riemann sdo
listadas no Apéndice B.

Ap6s essa breve apresentacao de algumas propriedades da funcao zeta de Rie-
mann, passemos a discutir a convergéncia da série (2.1).

[e.e]
- . o - 1
Primeiramente examinemos a convergéncia da série g — com Re(2) > 1 +e.
n
n=1

Seja n um numero inteiro positivo. Temos as seguintes igualdades,

z| In(n*)

|TZ — |€ — |€Z In(n) | — |€(Re(z)+i1m(z)) In(n) |

— |€Re(z) In(n) gilm(z) ln(n)| — eRe(2)In(n) _ eln(nRe(z)) — pRe(2)

Portanto,
0.)

Zl !n_z| = Zl n~ Re(?) (2.6)

Se Re(z) > 1+ ¢, onde € é um nimero positivo e arbitrariamente pequeno,

teremos,
0.) 0.) o0
§ :‘n—z| _ n—Re(z) < § :n—(1+6) (27)
n=1 n=1 n=1
o0
L. 1 . .. L . L
As séries g v sao conhecidas por p-séries ou séries hiper-harmonicas. Essas
n=1

séries convergem se p > 1 e divergem se p < 1. No caso da relagao (2.7),
o0

p=1+¢ > 1, ou seja, a série Zn_(”e) é convergente. Usando este resultado,

n=1
(0]
juntamente com o teste M de Weierstrass, podemos concluir que a série g n—*
n=1

converge uniformemente e absolutamente se Re(z) > 1.

Segue-se, portanto, que a fungdo zeta de Riemann é analitica se Re(z) > 1.
Podemos estender a analiticidade de ¢, para —1 < Re(z) < 1 e futuramente para todo
C, exceto no ponto z = 1, onde ocorre o tinico pdlo da fungao ¢, como ilustrado na
figura 2.1. Com o objetivo de ampliar a analiticidade da funcao zeta, precisaremos de
resultados preliminares, que serao desenvolvidos com o propdsito de obter a equacgao
funcional de Riemann. Com essa equacao, poderemos estender o dominio da funcao
¢, para todo o plano complexo C, com excegao do ponto z = 1.

3. Resultados preliminares

O primeiro teorema que consideraremos neste trabalho tratard da analiticidade
de uma fungéo definida através de uma integral. Esse resultado serd de fundamental
importancia para se estender a analiticidade da fungao ¢, uma vez que esta admite,
também, uma representacao integral conforme serd estudado na préxima segao.
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Teorema 1 Seja 7 : [a,b] — C  wma curva retificada e G um dominio em C.
Sejam ¢ : {7y} x G — C uma fungao continua e h: G — C  definida por

h(z) = / o (1 2) dt (3.1)

v

0
entdo h é continua. Se 8—SO existe para cada ponto (t,z) em {y} x G e é continua,
z

entao h é analitica e 5
W)= [ 22t 2)dt 3.2
()= [ Z2(t.2) (32)
v
Prova: Inicialmente provaremos que h é continua em G, ou seja, dado € > 0 existe
6 > 0 tal que |h(z) — h(2')| < e sempre que |z — 2| < § para todos os pontos 2’ € G.
Temos

Ih(z) — h(2)| = /cp(t,z)dt/cp(t,z’)dt

Y Y

= /[cp (t,2) —@(t,2)]dt (3.3)

vy
< / o (t2) — o (t, 2)] |dt]
vy

Como a fungdo ¢ é continua, por hipétese, temos que

!cp(t,z) — ¢ (t',z')! < o)

sempre que ) )
(t—t) '+ (z—2)" <&

para todos os pontos (¢, 2') € {7} x G. Em particular, fixando um ¢ qualquer de ~y

teremos que

|cp(t,z) —p (t,z')| < ﬁ, sempre que |z — z'| <6

para todos os pontos (t,2') € {7} x G. Segue, assim, que

|h(z) — h(2)| < (bfa) /\dt\ = (3.4)
Y

para qualquer ponto 2’ € G. Logo, h é continua em G.



O nosso proximo objetivo é mostrar que h é analitica em G. Para isto, basta
mostrar que h é diferencidvel em todos os pontos z pertencentes a (G. Por defini¢ao,
temos que

A _
o (t,z+ Az) w(t,Z)dZ

reN L
hiz) _Alirgo Az _Alirgo Az (35)
v
Entao, devemos mostrar que
Az) —
I:/'w(t,z+ z) — ot z) 3@@(2,2) Q-0 (3.6)

quando Az — 0.
Consideremos o disco |§ — z| < p contido em G, e |Az| < p. Como, por hipétese,

? existe em todos os pontos de G, ou seja, @ € analitica em G, podemos representar

0z
cpzpor uma série em torno do ponto z + Az, a saber,
e(t,z+Az) =t 2) + ¢, (t,2) Az + Ry (1, 2, Az) (3.7)
onde )
A
Ry (t,2,Az) = ( Z? / 2cp(t, <) dg (3.8)
omi ) (€-2(E—2-A2)

sobre a circunferéncia k : | — z| = p. Como ¢ é continua em G, em particular ¢ é
continua em k; como k é um compacto, segue que ¢ é limitada por uma constante
positiva M em k, ou seja, |¢(t,2z)| < M, Vz € k. Logo

A [ et
T /|£z| e
(3.9)
|AZ| M M A 2
= oni [ 218 T a1

Se Az — 0, entao Ry (t, 2, Az) — 0. Voltando & expansao em série (3.7), temos que

Az 9z
e, conseqiientemente,
_ (p(t,Z*FAZ)*(p(t,Z)i%
I—/'( s P (t,z) )| — 0 (3.11)
Y
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quando Az — 0 e, portanto,

= [ ot (3.12)

existe para todos os pontos z € G, resultando que h € analitica em G. A continuidade

de h em G é imediata, pois uma vez que 22 ¢ continua em G, segue da primeira

0z

parte que A’ também ¢ continua em G.g

Lema 1 (i) Sejam ¢ > 0 e S = {z:Re(z) > a} onde a > 1. Entao existe um

B
nimero 6, (0 < 6 < 1), tal que para todo z em S,

(et — 1)_1 tz_ldt' < g, onde

6>p>a>0.
(ii) Seja S = {z: ) < A}, onde —00 < A < c0. Se € > 0, entao existe um

B
nimero k > 1 tal que para todo z em S, / (e — 1)_ t*71dt| < e, onde B > a > k.
(07

Prova de (i): Como e! — 1 > t, para todo t > 0, temos que para 0 <t <lez € S

‘(et —1) e < e < g2 (3.13)

Como 0 <a< f<1lea>1,entdo, para todo z € S, temos que

g g
/(etl)_ltz‘ldt /‘ et — 1) =t at
g
=18 [ra\e!
< a—2 — — _- -1
_/t dt a—1|, al[(ﬂ) ]

Portanto, para um £ > 0 podemos encontrar §, 0 < ¢ < 1, tal que (7) seja satisfeito.q

(3.14)

Prova de (ii): Set>1eze S, [t*7!] <471, por outro lado, a fungio tA=le=3 ¢
continua no intervalo [1,00) e converge para zero quando ¢ — oo, entéo, existe uma

constante c¢ tal que tA=1e=3 < ¢ para todo t > 1. Assim,

‘(et - 1) = 1‘ ‘(e -1) Y lefe 3| < ced (e' — 1)_1 (3.15)

paratodo zem Set>1.Se 3 >a>k>1, entao




Logo, dado € > 0 existe um niimero k > 1, tal que

eg—l e? +1
e§+1 6%*1

para 3 > a > k, o que prova a parte (ii).o

cln

<e (3.17)

Observemos que, pelo Teorema 1, as integrais

B B
/ 1), 0<a<f<1 e /(etl)_ltz_ldt, l<a<p
o

«

(3.18)
sdo continuas e analiticas no intervalo [o, g].

TeoremaZ (i) Se S = {z:a<Re(z) <A}, onde 1 < a < A < o0, entio a

integral / (e — 1) Y1y converge uniformemente e é analitica em S.

0
(ii) Se S = {z : Re(z) < A} onde —o0 < A < o0 entdo a integral / et—1)" Y1y
1

converge uniformemente e é analitica em S.
n

Prova de (i): Sejam ¢ (t,z) = (e' — 1)_17§Z—1 e fu(z) = /cp(t,z) dt sobre o seg-
1/n
1 ., 0p 1
mento de reta | —,n| . Pelo Teorema 1, existe R sobre todos os pontos de | —, n| xS,
n z n

portanto, f, é analitica sobre S.

Consideremos 1 < n < m. FEntao,

)= hle) = [t [ otz

1/m 1/n
m 1/n m m

= [ ot,z)dt+ | o(t,z)dt+ [ ¢(t,z)dt — | ¢(t,z)dt
I
m 1/n m n

= [ ot,z)dt+ | o(t,z)dt+ [ ¢(t,z)dt+ | ¢(t,z)dt
J st [etaus [oaa |
1/n m

:/cp(t,z)dt+/cp(tz dt

1/m
(3.19)
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Pelo Lema 1 temos que

1/n m m
/ / tzdt<— / tzdt<— (3.20)
1/m
Assim,
1/n m
)= RN <| [ etaa+|[eea <545 @)
1/m n

logo, a seqiiéncia {f,} é uma seqiiéncia de Cauchy sobre o conjunto das fungoes
analfticas que é completo, pois, este ¢ um subconjunto do conjunto das fungoes
continuas que também é completo. Deste modo, a seqiiéncia {f,} converge para
uma fungdo f que é analitica, ou seja, para n — oo temos

f(2) :/(etl)_ltz_ldt (3.22)
0

A convergéncia uniforme segue do fato de que uma seqiiéncia de Cauchy converge
uniformemente. Portanto,

/e —1) e at (3.23)
0

¢ analitica e uniformemente convergente em S.q
n

Prova de (it): Sejam p(t,z) = (e — 1)_17§Z_1 e fn(2) = /cp(t,z)dt sobre o inter-
5 1
valo [1,n]. Pelo Teorema 1, ¢ é continua e ¥ existe sobre [1,n] x S. Assim, pelo

0z

resultado anterior, f, é analitica em S.

Consideremos 1 < n < m. Entao

m

fm@h@)z/ww@ﬁ/¢W@ﬁ
1

1

1 N i (3.24)
:/cp(t,z)dt+/cp(t z)dt:/cp(t z)dt
n 1 n
Pelo Lema 1 temos que
/ ot 2)dt| < e (3.25)
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Segue que
m

maahunz/#@wMt<s (3.26)

n

ou seja, a seqiiéncia {f,} é de Cauchy sobre o espago das fungdes analiticas. Com
os mesmos argumentos usados na demonstragao da parte (i), podemos concluir que
a funcao

(0]
f6) = [tz a (3.27)
1
¢é analitica e converge uniformemente em S.g

4. Representacao integral

A funcao zeta de Riemann, definida em (2.1), admite a seguinte representagao
integral (que serd provada no Teorema 3 abaixo):

1 e
) =15 [ i Re(z) > 1 (4.1)

onde I' (z) é a funcao gama de Euler, definida por

I'(z) = /e_ttz_ldt (4.2)
0

para Re(z) > 0.
Como preliminares para o Teorema 3, facamos a mudanca de varidvel ¢t = nu na
integral (4.2), obtendo

I'(z) = /e_"“(nu)z_lndu = nz/e_"“uz_ldu (4.3)
0 0
donde .
n T (z) = /e_"“uz_ldu (4.4)

0

Somando sobre todos os inteiros positivos em ambos os lados da igualdade acima, e
considerando Re(z) > 1, temos

Zn_ZI‘ (2) = Z/e_"“uz_ldu (4.5)
n=1 0

n=1



donde segue que

C(2)T (2) = Z/e_"“uz_ldu
0

onde usamos a definigao (2.1).

Teorema 3 Para Re(z) > 1,

[e.e]
Prova: De acordo com o Teorema 2, a integral / el — 1
0

n=1

Yilgy

[ee]
/61
0

(4.6)

(4.7)

L42=1dt & uniformemente

convergente e analitica na regido onde Re(z) > 1. Assim, é suficiente mostrar que

(o)

¢(2)T (2) ¢ igual & integral / (e! — 1)_1 t*~1dt para z = x > 1.

0

Pelo Lema 1, existem nimeros a e 8, 0 < a < 8 < oo, tais que

o
/61
0

Por outro lado,

Ze kt<ze

g
Vie—lgr <

- €

t 1\ —1,z-1 f
1 (e"=1) "¢t di < 7

w3

= (et —1)7!

para todo t > 0 e n > 1. Conseqiientemente,

n=1

o e
0

n=1

OOOO
€ —ntyx—1 €
1 eZ/e £t <
5
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Segue que

[ee]
/e -1)" Le—1qt
0

emirdt — | (ef — 1) e ldt

2>

=1

o\g
o~——3

3

(o)
et Ldt + )

n=1

P —

00 (o)
ettt 4y / e L
8

n=1

3
Il
—

I
[M]¢
o\g

(e —1) “lyetgr —

o\@
P —

(o)
(e — 1) ¢ dt — /e —1) e lae
8

<e+

0 1f 8
Z/ e_"tt“’_ldt/ (et — 1)~ 1*1dt| =
n=17 ¢ a

. _ . 1 .
pois E e~ converge uniformemente para (e’ — 1) no intervalo [, 8], ou seja,

(ef — 1)~z Lat.

n=1

e —

o P
Z/e—nttl‘—ldt:
[e%

Portanto, ((2)['(z) = [ (¢! — 1)~ "t==1dt, para Re(2) > 1.

o\g

5. Extensao do dominio da fungao (

Vimos, na secdo 2, que a funcao zeta de Riemann é analitica no semi-plano
Re(z) > 1. Vamos usar o teorema 3 da seg@o anterior para estender o dominio de
defini¢do de ¢ para a faixa —1 < Re(z) < 1. Na préxima Segdo, estenderemos o
dominio de defini¢ao da fungao ¢ para todo plano complexo C.

Consideremos a expansdo de Laurent de (e? —1)7', a saber,

1 11 &
=——=+ E anz" 5.1
e#—1 =z 2 " (5.1)
n=1
para certas constantes ai,ao,as,... que nao precisamos conhecer explicitamente

. 1 _ .. ..
neste momento. Assim [(ez -1 -z 1} permanece limitada em uma vizinhanga
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de z = 0. Mas isto implica que a integral

1
1 1
— =) ¥ tdt
/(etl t)
0

converge uniformemente sobre subconjuntos compactos no semi-plano complexo di-
reito Re(z) > 0 representando, portanto, uma fungao analitica nessa regiao. Por
outro lado, pelo teorema 3 da secao anterior, temos

(e —1) e lan

LA
—~~
N
S—
=
—~~
N
S~—
I

(o)
(ef — 1)t 1dt+/el et
1

(et —1) = tdt— (2~ 1)+ (2= 1) [ (e —1) T e e

(e —1) " = 1dt

H\g H\g

1
(et — 1) = 1dt — /tZ—th +(z—-1)""+
0

I
o~ PO~ o~ o~~~ ~o~—~—_3

—
—~
a

~
\
—_

)t - t‘l} N+ (2 - 1) / (e —1) " = 1dt
1

(5.2)
Usando o teorema 2, podemos afirmar que as integrais

1
/ et —1) 1—t—1}tz—1dt e
0

que aparecem em (5.2) sao analfticas se Re(z) > 0. A funcio (z — 1)~ é analitica
se Re(z) > 0, exceto no ponto z = 1. Assim,

(8 — 1) e at (5.3)

H\g

1 0o
/ et —1) 1—73—1}1? Lt 4 (2 — 1) +/ et — 1) e lar
0 1
(5.4)
é analitica para Re(z) > 0, exceto no ponto z = 1, ou seja, ( é meromorfa no semi-
plano {z: Re(z) > 0}, com um pdélo simples em z = 1. Observemos que quando
(0]

z=1, g n~! é a série harmoénica que sabemos ser divergente.
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Para 0 < Re(z) < 1, temos (z —1) " = — /tZ_th. Substituindo este resultado

1
na equagao obtida para ((z)I'(z), (5.2), obtemos

11
C(2)(2) = —— —— | "7 1dt, 0<Re(z) <1 (5.5)
[ <e 1 t)

Considerando, novamente, a expansio de Laurent de (e? — 1)~ ", (5.1), podemos
- 1
afirmar que [(ez —1) e 5] < ¢z, para alguma constante ¢ e para todo z no

intervalo [0, 1] . Assim a integral

1 1 1 1
[(Fg-7+3) ez [ra-
0 0

¢ uniformemente convergente sobre subconjuntos compactos onde Re(z) > —1. Como

Jim t< L _ 1) " (5.7)

(5.6)

1 1 c
<a1¥>§? (5:8)
para t > 1.
Logo,

[ee] o0 ,

z—1 z—2 _ c
/< )t dt <c/t dt_z—l (5.9)
1 1

desde que Re(z) < 1, ou seja, a integral (5.9) é uniformemente convergente sobre
subconjuntos compactos onde Re(z) < 1.

Usando a equagao (5.5) e os resultados das ultimas sub-se¢oes, vamos estender
o dominio da defini¢gao da fungao ¢ para a faixa —1 < Re(z) < 0. Da equagao (5.5),
temos para 0 < Re(z) < 1
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1 %)
() g [ (- )
0 1
1 1 %)
:/ etl—l % tz‘ldtJr%/tz‘ldt%Jr/ <et—11%>t2"1dt
0 0 1

11 1), N B A
<et1 t+2>t dt 22+/<et1 t)t dt
1
(5.10)

Mas, como ambas as integrais convergem na faixa —1 < Re(z) < 1, podemos usar
este resultado para definir ¢ na faixa —1 < Re(z) < 1, com excegao do ponto z = 0,
que serd analisado em seguida.

Reescrevendo (5.10) na forma

1 ]
B 11 1\, 1 AP
C(Z)_I‘(z) /(etl t+2>t dt 22+/<et1 t)t dt
0 1

(5.11)
notamos um aparente problema no ponto z = 0, que pode ser resolvido da seguinte
forma. O termo 2zI" (z) no denominador ¢ igual a 2I' (z + 1), portanto, no ponto
z = 0, temos 2zI' (z) = 2I' (1) = 2 que elimina o aparente problema. Portanto, a
funcao ¢ estd definida e é analitica na faixa onde —1 < Re(z) < 1, com um pélo
simples em 2z = 1.

6. Equacao funcional de Riemann

Nesta secao vamos derivar uma relacdo de fundamental importancia na teoria
da funcéo zeta de Riemann, a equagao funcional de Riemann.
Vamos examinar mais detalhadamente a equagao (5.11). Para —1 < Re(z) < 0,

e /tz‘ldt (6.1)

z
1
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Substituindo este resultado na equagao (5.11), ela pode ser reescrita como

o0
1 1 1 1
= — — 4+ 6.2
¢ ) I'(2) /(etl t+2> (62)
0
Porém,
1 1 1 (/e+1 i it
et1+§—§<et1) = 5ot (5) (6.3)
iz —1z iz 1z
De fato, sabemos que cos(z) = < J;e e sen(z) = < 2_6 . Desta forma,
i
iz —iz
cota(z) = cos(z) .. e” +e (6.4)
Sen(z) — (eiz _ e—iz)
i
donde et a1
1 it e+
§C0tg <5> = 5 [et — 1:| (65)
No Apéndice A, mostramos que
tg (ma) 1+i 20 ¢ 7 (6.6)
mweotg (ra) = — —, a .
& O a? —n?’
Tomando a = it/2m na expressao (6.6), temos
it 2 = 1
tg| = | = = — 4it —, t#0 6.7
cog<2> it Z;t2+4n2772’ 7 (67)
Combinando as equagoes (6.7) e (6.3), obtemos
1 1 1\1 = 1
o ) 29N M
<et1 t+2> t ;t2+4772n2
Substituindo este resultado na equagao (6.2), segue que
r =2 ——— | tPdt =2 — | t?dt 6.8
()T (2) / <Zl T 4n27T2> Zl / <t2 - 4n27T2) (6.8)
0 \n= =1%

Efetuando a mudanca de varigvel ¢ = 2nmtg, dt = 2nm (sec 0)* df, vem

o g [2n7 tg 0]7 2nT (secO)?
C(2)T(2) = 2;[( 2 tg 0] + dn?n? )d@

gt [ [ (80 (sec)?
— 2;(2 ) /( (507 1 )d@

0
~ 9 i (2nm) ! / (tg.0)*d6 (6.9)
0

n=1
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Fazendo uma nova mudanga com u =tgf, du = (sec 0)2 df, podemos reescrever
(6.9) como

00 oo

_ z 1

=2 E (2nm) / tge
n=1

0

23 (2! [ (5
0

n=1

00 o0 [e.e]
=2(2m)* ! an_l / (uzu;) du=202m) ¢(1—2z /
n=1 0

0
(6.10)
para —1 < Re(z) < 0. Por outro lado
u? T T
= Z sec(= 11
/u2+1du " sec(32) (6.11)
0
e da teoria da funcdo gama de Euler, temos
1 T'(1-2) (1 —2) Tz TZ
T~ ——sen (mz) = — [ZSen( 5 )cos( 5 )} (6.12)
Substituindo (6.11) e (6.12) em (6.10), obtemos finalmente que
C(z)=2(2m)" (1 —2)T (1 - 2)sen (%) (6.13)

para —1 < Re(z) < 0. O resultado expresso em (6.13) é a equacgdo funcional de
Riemann.

O teorema abaixo estende o dominio da funcéo zeta de Riemann e de sua equagao
funcional para todo plano complexo, exceto no ponto z = 1.

Teorema 4 A funcdo zeta de Riemann pode ser definida de modo que ela seja
meromorfa no plano complexo tendo um pdlo simples em z = 1 e Res[(,1] = 1.
Para z # 1, ¢ satisfaz a equagao funcional de Riemann (6.13).

Como I' (1 — 2) tem pélos em z = 1,2,... e como ( é analitica em z = 2,3, ...

sabemos, da equagao funcional de Riemann que,
TZ
¢(1— 2)sen (7) —0 (6.14)
para z = 2,3,... . Entretanto, como os pélos de I'(1 —2) em z = 2,3,... sdo
TZ _ TZ

simples, cada zero de ¢ (1 — z)sen(7> = 0 deve ser simples. Como sen (?> =0,

quando z é um inteiro par, entdo ¢ (1 —2) = 0 para z = 3,5,.... Isto é, ((2) =0

para z = —2,—4,.... Um raciocinio similar nos leva a concluir que ¢ nao tem zeros

fora da falxa {z: O < Re(z) <1}.
Desta forma, conclulmos que a fungao ( satisfaz a equagao funcional de Riemann

C(2)=22r) 2 ¢(1—2)T(1—z)sen (%) (6.15)
para todo z # 1.
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7. A conjectura de Riemann

A famosa conjectura ou hipétese de Riemann estd relacionada com os zeros
da fungao (. Os zeros da fungao zeta localizados em 2z, = —2n, n = 1,2,... séo
chamados zeros triviais. Aquele grande matemético afirmou que a fungdo ¢ tem
infinitos zeros na faixa 0 < Re(z) < 1, conhecida por faiza critica. J. Hadamard foi
o primeiro a provar esta afirmagao, em 1893.

Uma das mais famosas questoes em aberto da Matematica é a hipdtese de Rie-
mann sobre os zeros ndo triviais da funcdo zeta. A hipétese de Riemann estabelece
que todos os infinitos zeros da fungao (, pertencentes a faixa critica 0 < Re(z) < 1, es-

tao sobre a reta Re(z) = %, que ¢ chamada de reta critica. Desta forma, os zeros
nao triviais da fungao ¢, de acordo com a conjectura de Riemann, sao infinitos e da
forma z = % + 10, com o real. Até o momento, nenhuma prova foi apresentada para
esta conjectura. Este problema nao é um tipo de problema que pode ser abordado
por métodos elementares. J4 deu origem a uma extensa e complicada bibliografia.

Riemann enunciou, também sem provar, a seguinte férmula assintética para o
nimero N (T') de zeros da faixa critica, 0 < Re(z) <1, 0<Im(z) <T,

T+ O(logT') (7.1)

1 1+ log2nm

Uma prova rigorosa desta férmula foi dada, pela primeira vez, por H. V. Mangoldt
em 1905. Nove anos mais tarde, G. H. Hardy provou que existe uma infinidade de

1
zeros sobre a reta Re(z) = 5 Mas, uma infinidade nao significa que sao todos. E.
C. Titchmarsh mostrou, em 1935/1936, que h& 1041 zeros na regidao 0 < Re(z) <1
e 0 < Im(z) < 1468. Todos estes zeros estao sobre a reta critica Re(z) = =. Com o

notédvel auxilio dos computadores, j& se sabe que o primeiro bilhao e meio de zeros
nao triviais encontram-se sobre a reta critica.

8. Relacao entre a funcao zeta e os niimeros primos

A funcéo zeta de Riemann desempenha um papel importante na Teoria dos
Numeros, em particular, na teoria dos nimeros primos. O teorema abaixo, devido
a Euler, mostra uma relagao notdvel entre a fungao ¢ e os nimeros primos.

Teorema de Euler Se Re(z) > 1 entao

) =] — (8.1)
(» 1— e

onde (p) é o conjunto infinito de nimeros primos.

. 1 .
Prova: Notemos que a série g — é convergente para qualquer nimero primo p,
p

3=0

(o)
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pois tal série ¢ geométrica, onde o primeiro termo é igual a 1 e arazao ¢ ¢ = —, logo
p

0.)
1 1
lg] < 1. Segue que Z — = ——— . Denotemos por pj 0 k-ésimo nimero primo,
j= . )
assim p1 = 2, po =3, p3 =5, -+, e consideremos o seguinte produto H o
k=1 k

Para m = 2, usando a férmula do produto de Cauchy, temos

1 1 > 1
<1 —z) <1 —z) =2 T (8.2)
Py Py k1,k2 (p11p22>

onde k1, ko sao inteiros nao negativos. Por indugao, obtemos o seguinte produto

(o)

11 1,;— = 2 : (8.3)

k1 ko Em ) ?
k=1 Py, k1 ko Km (p1 Do "'pkm>

com ki, ko, - - -, kp inteiros nao negativos.

Da teoria dos nimeros inteiros, sabemos que todo inteiro positivo, maior ou igual
a 2, pode ser decomposto em produto de fatores primos, de maneira tinica, a menos
de um rearranjo de seus termos. Logo podemos reescrever (8.3) como segue

m

11 1; = ni (8.4)

—Zz
k=1 Pk

onde n assume qualquer valor inteiro positivo que néo possui fator primo maior que
Pm em sua decomposicdo em produto de fatores primos.

De (2.1), vemos que o produto em (8.4) é menor do que ( (z), pois ndo possui
todos os termos da série que representa ( (z). Por outro lado, a somatéria que

aparece em (8.4) contém os termos 1 -+, —, permitindo-nos escrever
p

) ?a ?a : z
Pm m
1 1
Y =< [[——=<<¢® (8.5)
v el
P
para todo m. Quando m — 0o, p,, — 0o também, e assim Z el ((2).
n=1
Portanto 1
() =]]— (8.6)
w 1==
p
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Apéndice A

Neste Apéndice, vamos provar a seguinte expansao
1 &< 2a
meotg (ma) = — + —s Al
Br) =+ X (A1)

onde a ¢ Z.

A funcao cotg (mz) = cos (m2)

sen (7z)
e tem singularidades isoladas nos pontos z = s (s = 0,£1,+2,...). Usaremos o teo-
rema dos residuos

tem periodo 1, ou seja, cotg (7w (2 + 1)) = cotg (7wz),

1 n
o [ 1) = > Reslh
/ .

para obter a expansao de cotg (7ma) em série.

Seja
cotg(mz)
f(2) =——— ondea#s (s=0,%£1,42,...) (A2)
Pelo teorema dos residuos temos
1 cotg(mz) - cotg(mz)
| =e\re) g A
2771'/ P dz ;Res[ P Jk (A3)
y —

. . . 1 .
onde 7 ¢ a circunferéncia de raio p,, = n + 3> la| , centrada na origem.

No interior da regido limitada por 7, a fun¢ao f (z)

t . .
= M tem singulari-
z—a

dades isoladas nos pontos z =a e z=s (s=0,£1,£2,...,+n). Podemos, entdo,
separar a soma em (A3) em duas partes, a saber,

1 [ cotg(mz) R cotg(mz)
2771'/ z—a dz = ZRBS[ Z—a ok

v

— Res [%(T),a] + i Res [M,s] (A4)

S=—n

Calculemos, agora, o residuo de f em cada ponto singular z; de f no interior de
7, indicados em (A4).

Escrevendo f sob a forma f (z) = % notamos que g(z) = cotg(mz) é analitica
nas singularidades de f e estas singularidades sao os zeros da fungao h(z) = z —a, e
sao isoladas e simples. Podemos reescrever f (z) = E(Z) , onde g(z) = cos(7z), que

h(z)
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¢ uma funcdo inteira, e h(z) = (z — a)sen(rz), que se anula nas singularidades de f.
Assim, o residuo da fungdo f no ponto singular a serd dado por

g(a)  cos(wa)
Res [f,a] = = = = cotg(ma) (Ab)
£l H(a) sen(ma)
e nos pontos singulares z =s (s =0,4+1,42,...,+n), serdo dados por
—g(s) cos(7s)
Res{f,s] = 7 (s) sen(ws) + 7 (s —a)cos(ms)
1
= ——, paras=0,£1,+2 ... +n. (A6)
m(s—a)
De acordo com (A4), temos
1 cotg(mz) B - 1
5 G—a) dz = cotg(ma)+ S_Z 05 —a)
v =—n
—1 n
1 1 1 1 1
- C"tg“‘l”;;nm RER=D Dl ey
1 o 1 1
= cotg(ma) - WZ s+a) _Z(s—a)  Ta

s=1 =1

(
1 1
= cot =
COgWG+WZ[s+a sa)] a

1 n
= t *_E
cotg(ma) 72

2% ] an

a2 — §2

(. ) cotg(mz)
O nosso préximo passo € mostrar que | ————=dz — 0, quando n — oo e
zZ—a
7
como conseqiiéncia, mcotg(ma) = — + g —— - Para tanto, dividiremos v em
“a —n?

duas curvas, v; € 75, de modo que, v = ’Y1 U 79, onde 7v; é a semicircunferéncia
superior de v, e v, a semicircunferéncia inferior de . Assim,

cot cot cot
/ cotg(mz) g, = / cotB(T2) g + / cotlg(m2) 5, (A8)
z—a — z—a
v 71 Y2
Na integral ao longo de 7, fazemos a substituicdo z = —t. Se z percorre a curva
v5 no sentido positivo, t descreverd a curva -, no sentido positivo. Usando o fato
de que cotg(z) ¢ uma fungao fmpar e dz = —dt, temos
t cotg(—mt cotg(mt
/cog(m)dzz/ g(ﬁ)dt:/ g(mt) .,
z—a —t—a t+a
Y2 71 71
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Substituindo este resultado na equagao (A8), vem

1 1
/COtg(ﬂ'Z)dZ _ /cotg(m) dz/wdz = /cotg(ﬂ'z) [ — ] dz
B T —a Z2+a z—a z+a

v 71 71 7
2a cotg(mz)
= /COtg(ﬂ'Z) [m] dz = 2(1/ mdz (Ag)
71 71

Para completar nossa tarefa, usaremos majoragbes. Uma primeira majoragao
¢ que |22 —a?| > |2° — |a|* = p2 — |a|*. Para majorar a fungio cotg(rz), deve-
mos trabalhar sobre uma regiao onde cotg(mz) nao tenha singularidades. Por esta
razao, tomemos inicialmente o disco Dy = {z: 0 < |z —s| <r < %} , onde a funcao
cotg(mz) nao tem singularidades e além disso D estd contido na faixa de periodici-
dade da cotg(7mz). Por outro lado,

cotg(mz) = cos(rz) =1 <62ZZ: a 1) (A10)

sen(mz) e2#t — 1

tende a +i quando Im(z) — Foo. Desta forma, podemos afirmar que |cotg(7z)|
¢ limitado por uma constante M na faixa periddica, fora do disco D,. Fazendo o
mesmo para todas as outras singularidades da cotg(mz) e por sua periodicidade,
podemos afirmar que |cotg(rz)| < M no disco |z| = p,,, excluindo as suas singulari-
dades.

Com estas majoragoes teremos que

/cotg(wz)dz _ 2a/cotg(7rz)dz

z—a 22 — a?
v
t 2
< 2\\/“’”"‘“ af < 2970 ()
pr. — lal
1 t
quando n — o0, p, =n-+ 5 0 & entao, /Mdz — 0. Portanto
z—a
v

meotgmy = — + Z z2 — n2 (A12)

que se reduz a (Al) quando z =a, a ¢ Zg.
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Apéndice B

Neste Apéndice, apresentamos um resumo das propriedades da fungao zeta de
Riemann.

Definicao

= 1
C(2) =) —, Re(z) > 1
n=1 n
Representacao integral

((z) = Fzz) / (¢ — 1) #1dt, Re(z) > 1
0

Equacao funcional de Riemann

¢(2) :2(27T)Z_1C(1—z)I‘(l—z)sen(%), 241

Alguns valores especiais

1

¢(0) =-3
(1) =o0

((=2n) =0,n=1,2,
C(liZn) :73;_21572‘_1’2’
2n
C(Qn) = (22(7;31)' |B2'ﬂ|’ n = 1a2a

7T2

(@) =+
7.‘.4

(@ =55
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