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1 Introdugio

O presente artigo descreve um método para simplificagdo do modelo tradicional
do escalonamento para sistemas de equagdes lineares de qualquer ordem.

O referido método denominado SMED, acronimo para “Simplificagio do Mé-
todo do Escalonamento usando Determinante de ordem dois”, fornece a solugio de
um sistema de 7 equagdes lineares a 7 incognitas com duas caracteristicas relevantes
em relagio ao método tradicional do escalonamento: (i) aspectos pedagdgicos, que
representam a facilidade com que os alunos aplicam o SMED; (i1) aspectos temporais,
que representam o tempo necessario para operar o SMED em um cenario de sala de
aula.

Além dessas caracteristicas 0 SMED possui outra exclusivamente associada ao
seu modo de operagio, que opera utilizando somente determinante de ordem dois
independentemente do nimero de equagBes e incognitas que um sistema venha a
possuir. Isso significa que sua utilizagdo se torna acessivel a qualquer estudante que
tenha tido contato com Algebra Linear bésica.

Para propor o SMED apresentou-se uma sequéncia de sistemas de equagdes linea-
res. Cada um desses sistemas, incluindo um sistema genérico, foi resolvido tanto pelo
método tradicional do escalonamento como pelo SMED. Afinal, obteve-se a mesma
solugdo, justificada pelas operagdes elementares. Desta forma, buscou-se salientar as
vantagens do uso do método proposto.

Um sistema de equagdes lineares com m equagdes e 7 incognitas é um conjunto

de equagdes da forma:

dllxl'i‘ﬂlzxZ +ﬂ13X3+"'+dlnxn = bl
4219(:1 +ﬂ22X2 +ﬂ23X3 +---4+ 4272 xn = bz

{ aaXitapx,tapxstotay,x, = b ey
A1 X T Xy +ap3X3+00ta,,,x, = bm

com b; ea; j numeros reaise 1 <i <m e 1 <j < n, nimeros naturais.

Uma solugio do sistema (1) é uma n-upla de ntimeros (2, a,, -+ ,a,,) € IR” que
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satisfaga simultaneamente estas 72 equagdes.

O método mais simples e eficiente para resolver sistemas lineares é o do escalo-
namento, conforme os trabalhos [1-5] . Embora este método esteja consagrado por
seu uso secular e, 20 mesmo tempo, atual, este trabalho propde uma nova forma de
escalonamento utilizando somente determinantes de ordem dois. Esta proposta visa
simplificar o método do escalonamento.

O método tradicional do escalonamento opera sobre as matrizes abaixo, que sio

a matriz dos coeficientes do sistema (1) e a respectiva matriz ampliada:

a4y A3t Ay ayy A A3 Tt Ay 1

dayy 4y Ayttt dyy ay Ay ay o dy, b

ayy  day Azt Az, ay  ay ay a3, b @
| 21 2 A3 T Gy | | A1 m2 A3 T Gy bm ]

Diz-se que uma matriz é escalonada quando o primeiro elemento nio-nulo de
cada uma de suas linhas esta a esquerda do primeiro elemento nio-nulo de cada uma
das linhas subsequentes e, além disso, as linhas nulas (se houver), ou seja, as linhas
que tém todos elementos iguais a zero, estdo abaixo das demais [5].

Um sistema escalonado (cuja matriz é escalonada) pode ser facilmente resolvido
de baixo para cima, obtendo-se, primeiro, o valor da Gltima incognita, substituindo-a
por esse valor na equagio anterior, e assim por diante [4].

O método do escalonamento se baseia no fato de que todo sistema é equivalente
a um sistema escalonado. Partindo do sistema (1), chega-se a um sistema escalonado
equivalente por meio de uma sequéncia de operagdes elementares, que s3o as seguin-

tes [2]:

E1) Permuta das i-ésima e k-ésima equagdes do sistema. Notagio: L; «— L, com

1<i<mel<k<m

E2) Substitui¢io da i-ésima equagio pela i-¢sima equagio multiplicada por um esca-

lar ndo nulo a. Notagdo: L; « aL;, 1< i < m;
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E3) Substitui¢io da i-ésima equagdo pela i-ésima equagio mais & vezes a k-ésima equa-

¢do. Notagdo: L; «— L, +al,,com1<i<mel <k <m.

Apos obter um sistema escalonado equivalente ao sistema (1) por meio de ope-
ragOes elementares, ¢é possivel classifica-lo quanto ao conjunto solugdes. Se o sistema

(1) admite:
e infinitas solug3es, diz-se que o Sistema ¢é Possivel Indeterminado (SPI);

e uma Unica solugio, diz-se que o Sistema é Possivel Determinado (SPD);

e nenhuma solugio, diz-se que o Sistema é Impossivel (SI).

Com base no sistema tradicional de escalonamento, resumidamente desenvolvido
acima, € proposto, nas demais se¢des, um método de escalonamento para um sistema
de m equagdes lineares e 7 incognitas utilizando somente determinante de ordem
dois.

E importante salientar que se apresentou 0 SMED a uma turma de alunos, du-
rante uma aula de Algebra Linear na Universidade Tecnolégica Federal do Paran4
(Campus Campo Mourio), e percebeu-se um grande avango em relagio a aprendi-
zagem quando esse foi comparado com o método tradicional do escalomento. O
SMED tanto colaborou para obter a solugdo do sistema de equagdes de uma forma
mais rapida quanto ajudou o aluno a entender melhor o processo de escalonamento.
Foi observada, neste momento, a facilidade de aprendizagem do SMED e o pequeno

espaco de tempo para solucionar o sistema.

2 Simplificagio do método do escalonamento usando deter-
minante de ordem dois (SMED)

2.1 Sistema de uma equagio e uma incognita

Considera-se um sistema de uma equagio e uma incognita, dado por

ax=>nb,
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em que 4, x € b sio nimeros reais [2]. Inicialmente pode-se pensar que a solugio

. b , , . ) n o )
desta equagdo é x = =, entretanto, ¢ necessario avaliar as trés possibilidades abaixo:

1. Sea #0, entdo x = %, que € a Unica solugdo da equagio, qualquer que seja o
valor de &, SPD.

2. Se a =0, ha duas possibilidades, dependendo do valor de &:

(a) Se b #0, tem-se 0-x = b e ndo existe solugdo para esta equagdo, SI;

(b) Se b =0, tem-se 0-x = 0 e qualquer nimero real sera solugdo da equagio,

SPI.

As mesmas possibilidades ocorrem no caso geral de m equagdes a 7 incognitas,

como sera desenvolvido adiante.

2.2 Sistema de duas equagdes e uma incognita

Um sistema linear de duas equagBes e uma incognita é dado por

apxy = bl 3)

anxy = bz

cuja solugio, quando existe, ¢ o conjunto formado por x; € IR. Uma das maneiras
de resolver o sistema (3) é obter os conjuntos solu¢des das equagdes a,;x; = b, e
a,,x; = b, separadamente, como foi feito na se¢do (2.1) e, depois, fazer a intersec¢io

desses conjuntos solugdes obtendo-se assim a solucio do sistema (3).

2.3 Sistema de duas equagdes e duas incognitas

Considera-se um sistema linear de duas equagdes e duas incdgnitas dado por

ay X, +apx, = b
1% T a12% 1 )

ﬂ21x1 +ﬂsz2 = bz.
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Para obter a solugdo do sistema (4) aplica-se 0 método do escalonamento tradici-

onal com o objetivo de visualizar o SMED. Para isso, avaliam-se dois casos:

2.3.1 a;y =0paratodo 1 =1,2.

Se os coeficientes a,, e a,, forem iguais a zero, pode-se escolher x; como igual
e
a uma constante arbitraria, ndo afetando o valor de x,. Para encontrar x,,

resolve-se o sistema

apXy, = bl )

apX, = 172

como foi feito em (2.2). Para determinar a solugio do sistema (5), que ¢ equi-

valente ao sistema (4), tem-se:
e Se as equagdes em x, ndo trouxeram nenhuma nova informagfo para o
sistema, isto &, a,, = b; =a,, = b, =0, a solugio é uma reta, SPI;

e Se um s6 valor de x, é determinado por essas duas equag3es, entdo a so-

lugdo do sistema é um ponto, SPD;
e Se as duas equagdes sdo incompativeis, entdo o sistema nio tem solugio,
SL
2.3.2 a;; #0paraalgumi =1,2.

Consideram-se dois casos:

2.3.2.1 a;, #0

Se a,; # 0 no sistema (4), aplica-se o escalonamento com uso das opera-

¢Oes elementares

ayx;+apn,x, = b
1% T apX, 1 ©)

ayxitapx, = by Ly«ayl,

ou ainda,
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ap Xy tapx, = b %
ayayx;+ajanx, = apby Ly—Ly—ayl,
chega-se a um sistema escalonado
ap Xy tapx; = b ®)
(ayap —ayay)x, = ayby—ayb,

equivalente a0 sistema (4). E importante observar que, se 4,; = 0, o
sistema (4) ja est4 escalonado. Esse fato nio impede que seja aplicada a
operagio elementar E3 (somar a uma linha um multiplo de outra linha
[2,5]), conforme ilustrado no sistema (7), pois, sendo a,; = 0, a nova
linha dois sera igual a antiga linha dois (L, « L, —0L,), obtendo-se um

sistema equivalente.

A passagem de (4) para (8) pode ser interpretada simplesmente com

o calculo do determinante de ordem 2, ou seja,

apxytapx, = b
a4 ay; b ©)
xZ = .
b
S EY) a9

E importante salientar que a representagio do sistema (9) introduz o

SMED para sistemas de duas equagdes e duas incognitas.

A seguir descrevem-se mais alguns casos de aplicagdo do SMED para

sistemas de outras ordens incluindo o caso de 7 equagdes e 7 incognitas.

Representando-se

* a4 b* a;; b

S ECY) ar bz
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no sistema (9), tem-se:

apxtapx, = b (10)
ayx; = bz*

A solugdo do sistema (10), que é equivalente ao sistema (4), depende da

*

solugdo da equagio a3,

J— * .
x, = b3, logo:
e seal x, = b, =0, significa que existem infinitos valores para x, , ou
222 2 ’ 2
ainda, a equagio ndo traz nenhuma nova informagio para o sistema,

entdo resta a primeira equagio, que define uma reta, SPI;

e se um sé valor de x, é determinado por essa equagio, entdo a solugio

do sistema é um ponto, SPD;
e se nio existe um valor de x,, entdo o sistema nio tem solugio, SI.
2.3.2.2 ay, =0.
Se a;; = 0 no sistema (4) tem-se a,, # 0, pois por hipétese, a;; # 0,
para algum 7 = 1,2. Troca-se a posi¢do relativa da primeira e da segunda

equagdes e procede-se (a menos de uma troca de coeficientes) como foi

feito em (2.3.2.1).

2.4 Sistema de trés equagdes e duas incognitas

Um sistema de trés equagdes e duas incognitas é dado por

ap Xy tapx, = b
ayx;+apx, = b (11)
ay X +aypx, = b

Como foi feito anteriormente, a principio, resolve-se o sistema (11) pelo método
do escalonamento tradicional buscando a equivaléncia com o SMED. Analisam-se

dois casos:
2.4.1 a;y =0paratodo:=1,2,3.

2
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Se a;; = 0 para todo i = 1,2,3, pode-se escolher x; como igual a uma cons-
tante arbitraria, isso nio afetara o valor de x,. Para encontrar x,, obtém-se os

conjuntos solugdes de cada uma das trés equagdes

apx, = b
apx, = b (12)
apx, = by

separadamente, como foi feito na segdo (2.1). A solugio do sistema (11) é:

e Uma reta, SPI, se as equagdes em x, nio trouxerem nenhuma nova infor-

magio para o sistema, ou seja, d;, = by =a,y = by = a5, = by =0;

e Um ponto, SPD, se um s6 valor de x, é determinado por essas trés equa-

¢Oes;

e O conjunto vazio, S, se as trés equag3es sdo incompativeis.
2.4.2 a;; #0paraalgumi =1,2,3.
Consideram-se dois casos:

2.4.2.1 a,,#0

Se a;; # 0 em (11), efetua-se o escalonamento aplicando as operagdes

elementares
apx;tapx; = b
ayxitapx, = by Ly«—ayl, 13)
ay Xy tapx, = by Lyeayl;
e ainda,
ap Xy tapx, = b
ajjayx;+ajanx, = apby, Ly« L,—ayl,
a1a31 X FayazXx, = ﬂllbz Ly—Ls—asL,
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logo
apx;tapx, = b
(ayap —anap)x, = ayby—ayb (14)
(aya5y —azjap)x, = “nbs —“31b1

Observando os sistemas (11) e (14) conclui-se que a passagem de um para
o outro pode ser interpretada simplesmente com o célculo do determi-

nante de ordem 2, isto é, usando o SMED:

ap Xy tapx, = b
aip 4 v = a;; b
, =
S ECY) a) 9
aip 4 . = a;; b
, =
as) 4z az Y
Denotando-se
4= a1 4 b= a9
2= ’ 2=
dy) A4y ay b
4= a11 42 b — ay; by
32 ’ 3=
az)  azp ay b
tem-se
apx;tapx, = b
* _ *
ayx, = b, (15)
* _ *
a,x, = bs

Para determinar a solugio do sistema (11), equivalente ao sistema (15),

analisam-se a segunda e a terceira equagdes, separadamente, da mesma
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maneira como foi desenvolvido na se¢io (2.1). Se:
e as equagles em x, ndo trazem nenhuma nova informagio para o sis-
tema, ou seja, ay, = b, = a3, = by = 0, entdo resta a primeira equa-
¢do, que define uma reta, SPI;

e um s6 valor de x, é determinado por essas duas Gltimas equagdes,

entdo a solugdo do sistema é um ponto, SPD;
e as duas equagdes finais sdo incompativeis, entdo o sistema nio tem
solugio, SI.
2422 a,,=0.

Se a;; = 0 no sistema (11), tem-se por hipétese que, pelo menos a,, #0
para p = 2,3. Considera-se, sem perda de generalidade, 4,; # 0. Troca-
se a posi¢do relativa da primeira e da segunda equagdes e procede-se (a

menos de uma troca de coeficientes) como foi feito em (2.4.2.1).

2.5 Sistema de trés equagdes e trés incognitas

Considere o sistema de trés equagdes e trés incognitas

ap Xy tapxytapx; = b
ay Xy tapx;tapxs = b (16)
ay X tayxy tasxs = b

Para soluciona-lo, inicialmente, aplica-se 0 método do escalonamento tradicional

para depois visualizar o SMED. Tem-se dois casos:

2.5.1 a;; =0paratodo: =1,2,3.

Se a;; =0 paratodo i = 1,2,3, recai-se em um sistema de trés equagdes e duas

incognitas conforme foi analisado na segdo (2.4).

2.5.2 a;; 0 paraalgum i =1,2,3.

Temos dois casos a considerar:
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com as operagées elementares

a1 Xq tapXxy; +ap;3x;

ay1Xq tanX; +ayx;

az1 Xy +azX) +4a33x;

segue

ap Xy tapx; +apx;

aq1ay1 X1 +aq1dpX) +aq1axX;

aq1a31X1 +aq1433X) +aq1a33%;

logo

ap Xy +apX, +ag3x;
(ay1ax) — ay1a15)%y +(ay1ay; — ay1d43)%;

(ay1a3y — az1a15)%) +(a1a33 — aypag3)x; = “11173 - “3151

bz Ly«—aylL,

ba Ly—ay L,

ﬂllbz

“11173

b,

411192 —ﬂ21b1

Ly—Ly—ayl,
Ly—Ls—asL,

2.5.2.1 a;y # 0. Se ay; # 0 em (16), aplica-se o escalonamento procedendo

(17)

(18)

Note que a passagem de (16) para (18) pode ser interpretada simplesmente

calculando determinante de ordem 2. A representagio do sistema usando

0 SMED esta ilustrada abaixo:

ay

a3y

a1

as)

X, +

X, +

aq

ar

aq

a3y

a3

a3

a3

a33

ap Xy +apX; tajx;

X3

X3

a3

(19)



Denotando-se

a
« _ | 911
Ay =

a1

a
« _ | 911
a3

aszq

aq

a)

aq)

a3

« _ | 411
4y

a
« | 411
433

a3q

escreve-se o sistema (19) como:

LOBEIRO A.M.; GRAMANI, L.M.

a3

a3

a3

as3

a1 Xy tapXx; +apX;

* *
ay,%) + ay3 X3

* *
a3,%) + a33%;

onde avaliam-se dois casos:

2.5.2.1.1 4}, # 0 paraalgum i =2,3;

a
; 11
b =
b
2
a1
a
11
b=
L
asq
by
y
172
*
= b3

(20)

Pode-se admitir (trocando a ordem das duas tltimas equagdes, se ne-

cessario) que a;, # 0. Da mesma forma da passagem de (4) para (10),

tem-se que (20) implica em

em que

Kok

33

ES ES
Ay 4y

32

* *
Ayy Xy + Ay3 X3

*

33

a1 Xq tapXy +ap3x;

433 X3

kk
e b3

b
b*

2

= b,

* *
_| %2 b
* *

a3, b

(21)

sdo coeficientes representados por determinantes de ordem dois con-

forme proposto pelo SMED.

A solugio do sistema (21), que é equivalente ao sistema (16), de-

pende da solugdo da equagio a

33

ok

x3 = by". Consideram-se trés casos:
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e sca;;=0¢ 193* *2#£0, o sistema sera impossivel, SI;

[ T . . ~
e seaj; =0e by =0, restam a primeira ¢ a segunda equagdes, que
definem uma reta, SPI, visto que x; é um real qualquer;

e sc aj; # 0, um s6 valor de x; ¢ determinado por esta equagio,

isto mostra que a solugdo é um ponto, SPD.

2.5.2.1.2 a7, =0 paratodo z =2,3.
12

Sea’, =0 paratodo i = 2,3 o sistema (20), reduz-se
12

ap Xy tapxytapx; = b
* _ *
ayx; = b, (22)
* _ *
apx; = by

Para determinar a solugio do sistema (22), que € equivalente ao sis-
tema (16), analisam-se a segunda e terceira equagdes como foi feito

na se¢do (2.1). Se:

® 4,3 =b,=ay; = b; =0, as equagdes em x5 (duas ultimas) podem
ser desconsideradas, pois nio trazem nenhuma nova informagio
para o sistema. Entdo, resta a primeira, que define um plano,
SPI;

e se um so valor de x; ¢ determinado por essas duas Gltimas equa-

¢bes entdo a solugio do sistema é uma reta, SPI;

e se as duas equagdes finais sdo incompativeis entdo o sistema nio

tem solucio, SI.

2522 a,,=0.

Se a;; = 0 tem-se, por hipétese, que pelo menos Ay # 0 para p = 2,3.
Considera-se, sem perda de generalidade, 4,; # 0. Troca-se a posi¢io re-
lativa da primeira e da segunda equagdes e procede-se (a menos de uma

troca de coeficientes) como foi feito em (2.5.2.1).
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2.6 Sistema de m equagdes a 7 incognitas

Nas se¢des anteriores foram abordados sistemas de trés equagdes e trés incognitas
e alguns casos de menor ordem nos quais utilizou-se 0 SMED. A equivaléncia do
escalonamento tradicional e do SMED foi ilustrada em todos os casos abordados. A
representagio da solugdo dos sistemas através do determinante de ordem dois ficou

evidenciada nas respectivas se¢des anteriores.

Nesta se¢do sera desenvolvido o SMED para um sistema qualquer de 7 equagdes
. , . . . . A . . ’ ~
e n incognitas justificando-se a equivaléncia dos sistemas através das operagdes ele-
mentares E1,E2 e E3 fundamentadas no método do escalonamento tradicional, para
isto considere o sistema (1), o qual, mediante aplica¢des sucessivas de determinantes
de ordem 2, produz um sistema equivalente escalonado. Tem-se dois casos a conside-

rar referentes ao sistema (1):

2.6.1 a;,=0,paratodo1<1<m.

Pode acontecer que todos os coeficientes 4;; na primeira “coluna” referentes

a primeira incognita sejam nulos. Se isso acontecer, pode-se escolher x; como igual

a uma constante arbitraria. Isso nio afetara os valores de x,,---,x, e passa a con-
. . e g .

siderar x, ou, mais geralmente, a coluna mais proxima, a direita da primeira, onde

haja algum elemento ndo-nulo e opera-se (como serdo descritos em 2.6.2) de modo a

obter uma matriz cuja primeira coluna nio-nula comeg¢a com um elemento diferente

de zero mas todos os demais sejam iguais a zero. A partir dai, fixa-se a primeira linha.

2.,6.2 a;,#0,paraalgum 1 <7 <m.

Se pelo menos um dos ;; ¢ ndo-nulo, pode-se escolher qualquer um destes
coeficientes ndo-nulos, por exemplo, a,,, trocar a posigio relativa da primeira e da
-ésima equagdo, e usar esta equagdo para eliminar x; das m — 1 equag3es restantes

1

por meio do uso de determinantes de ordem 2. O resultado final ¢ um conjunto de
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equagdes da seguinte forma:

apX;+apx; tapx;+-tax, = b
Xy tayXs+otayx, = b
* * * —_— *
apXytayxs+otal x, = b, (23)
* * * — *
axXtal xs+etal x, = bm
em que
o _ | 411 4 pr—| 1 b,
ij = » 9=
a1 4 a; b

com2<i<me2<j<n.Observa-se que a passagem de (1) para (23) é justificada

aplicando as seguintes operag¢des elementares:
1. L, —ayLl,com2<i<mea;; #0;
2. L, «—L;—a; L, com2<:<m,

que s3o fundamentadas no método do escalonamento tradicional [2, 5]. Note que o
SMED eliminou a primeira incognita das 7 — 1 equagdes usando somente determi-
nante de ordem 2. E importante salientar se 2;, = 0 para algum i, nfo interfere no
SMED, visto que, pode-se somar a uma linha um multiplo de outra linha [5], neste
caso, estara somando a linha nula a linha i (Z; « L, — 0L, ), que resultara na propria
linha 1.

Para simplificar (23), temos duas possibilidades:

2.6.2.1 a,=0com2< 1 <m.

Se todos os elementos a,comi=2,---,msdo nulos, passa-se imediatamente

a considerar a terceira coluna, a partir da terceira equago, ou seja, os coeficientes a

*
13
. : e g

com i = 3,---,m ou, mais geralmente, a coluna mais proxima, a direita da segunda,
onde haja algum elemento abaixo de 4}, nio-nulo e opera-se (como sera descrito em

2.6.2.2) de modo a obter uma matriz cuja terceira coluna nio-nula possui elementos
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abaixo de 43, iguais a zero. A partir de entdo fixa-se a segunda linha.

2622 a, #0com2<i<m

¥, € ndo-nulo, pode-se escolher qualquer

* : LY .
um deles, por exemplo, a, Depois trocam-se as posi¢des relativas da segunda e ¢-

Se pelo menos um dos elementos a

ésima equagdes usando esta equagdo para eliminar x, das m — 2 equagdes restantes,
utilizando determinantes de ordem 2. O resultado final é um conjunto de equages

da seguinte forma:

411X1+ﬂ12X2 +ﬂ13x:z,+"'+ﬂlnxn = bl
* £ * —_ *
ayXyt+ayxs+-tay x, = 192
agxs+--taix, = b (24)
a**x ++ﬂ** X — b**
m3”3 mn=n m
em que
* * * *
wo_ | %2 % pre — | P22 b;
7l I LR El (R
%2 %ij ay b,

com3<:<me3<;<n.
Esse processo é, entdo, repetido até se tenha tratado de todas as colunas do sis-

tema.
3 Conclusio e perspectivas

Neste artigo, foi desenvolvido um método para resolver sistemas de equagdes
lineares de 7 equagBes a 7 incdgnitas. Para isso, apresentou-se uma sequéncia de
sistemas de equagdes lineares que foram resolvidas pelo método tradicional do esca-
lonamento e pelo SMED. Aplicou-se 0 SMED a uma turma de alunos da disciplina
de Algebra Linear da Universidade Tecnoldgica Federal do Paran4 (Campus Campo

Mourio) e observou-se um grande avanco em relagio a aprendizagem quando este foi
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comparado com o método tradicional do escalonamento. Foram entdo observados
os aspectos pedagdgicos, que representam a facilidade de aprendizagem do SMED e
0s aspectos temporais visando ao tempo necessario para operar com este método.
Conclui-se que a principal contribui¢io do mesmo € a sua simplicidade de utilizagio,
pois facilita o processo para obter a solugdo de um sistema de equagdes lineares de
qualquer ordem utilizando somente o determinante de ordem dois, que representa

uma ferramenta basica da Algebra Linear.
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