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Resumo: Desenvolve-se um algoritmo sistemdtico para se obter uma sucessao de niumeros
racionais que converge para numeros irracionais, algébricos ou transcendentes.

Palavras-chave: aprozimantes de Padé, niimeros irracionais, nimeros transcendentes

Abstract: An algorithm is presented to obtain a sucession of rational numbers that converges
to irrational numbers, algebraic or transcendent
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1 Introducao

A motivagao deste trabalho veio da leitura de um artigo de Tom Apostol na re-
vista The College Mathematics Journal (APOSTOL, 2001). Nesse trabalho, o autor
deriva uma série de aproximagoes racionais para log(2) trabalhando com poténcias
especiais de 2. No presente, desenvolvemos um procedimento diferente, que nos
permite obter aproximagoes racionais, com precisao arbitraria, para numeros ir-
racionais, tanto algébricos como transcendentes. O método usa propriedades dos
aproximantes de Padé e é construido com um algoritmo bem definido e sistematico,
no sentido de que se pode obter a aproximacao seguinte por um procedimento bem
estabelecido e metédico.

Na proxima segao, apresentamos um resumo da teoria dos aproximantes de Padé
para dotar este trabalho de uma certa independéncia. Na secao 3, explicamos como
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o método pode ser utilizado para gerar uma sucessao de niimeros racionais que
se aproxima arbitrariamente de um dado nimero irracional, mesmo transcendente.
Fazemos algumas aplicagoes do método na secao 4. Seguem a conclusao e a biblio-
grafia.

2 Aproximantes de Padé

Nesta secao, apresentamos um resumo da teoria dos aproximantes de Padé. Para
mais informagoes sobre esses aproximantes, sugerimos a bibliografia indicada no final
do trabalho, em especial as referéncias BAKER, 1975 ¢ AGUILERA-NAVARRO et al.,
1999.

Consideremos uma série de poténcia (nao necessariamente infinita)

f@) = fo+ friz+ far® + - (1)

com coeficientes f; constantes e z podendo ser complexo. Associamos a (1) uma
fungao racional por meio da relacao:

G = [L/M]j( = f(a) + O ®
onde P, e Q) s&o polinémios definidos por
Pp(z) = po + prx + pox® + - - + pra” (3)
€
Qu(z) =1+ qz + g2’ + - + qua™ (4)

onde tomamos ggp = 1 sem perda de generalidade.

A fungao racional definida em (2) se diz o aproximante de Padé LM associado a
fungao f(z). Quando o contexto permite, eliminamos o indice f(z) em [L/M] () €M
(2), simplificando, desta forma, a notagao para [L/M]. A partir da defini¢ao, vemos
que o aproximante de Padé [L/0] coincide com a expanséo original f(z) até a ordem
especificada.

Se L. = M, o aproximante se diz diagonal.

Para podermos determinar todos os L + M + 1 coeficientes dos polinémios P ()
e Qu(x), necessitamos L + M + 1 pegas de informacao. Estas informagoes sao
fornecidas pelos coeficientes f; em (1).

Reescrevendo (2), explicitamente, como

po+pix+-+prat = (fo+ iz +-) L+ @z + -+ qua™) + O (5)

e comparando os coeficientes de mesmas poténcias de x, obtemos o seguinte conjunto
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de equagoes algébricas lineares para os coeficientes p; e g;

po = fo
p1 = fi+ fon
P2 = fo+ fiqn + foqe

pr = fo+ froiq + -+ foar (6)
0 =fim+fra+ -+ fi—m+1qm
0 = freo+ frriqu+ -+ fo—mt2am

0 = frem+ foom—qu+ -+ frau

com f, =0sen <0,eq;j=0sej>M.

Note-se que nao necessitamos resolver todas as L + M + 1 equacoes do sistema
(6). E suficiente resolver somente as tltimas M equacoes, que sao independentes dos
coeficientes p;, para determinar os coeficientes ¢; e, entao, substitui-los nas outras
equagoes para obter os coeficientes p;.

Como exemplo, estes sao os aproximantes de Padé [1/1] e [2/2] associados com
a expansao (1)

fO + (f12 — fOfQ)l,
[1/1] = 4 (7)
1-— El‘
fo(fifa— fafs) f3 = 2f1fofs+ fofs + fifa— fofafs o
[Q/Q]Zf”(fl* ) 73— Iils !
14 Jifa— f2f3x n f3 - f2f4x2
13— fifs 3=t

(8)

Os aproximantes de Padé, geralmente, convergem muito mais rapidamente do

que a série de Taylor, por exemplo. Além disso, esses aproximantes, geralmente,

aumentam consideravelmente (algumas vezes até o infinito) o raio de convergéncia

da expansao original. Infelizmente, ha poucos teoremas gerais, a nao ser para casos
particulares muito restritos, como as séries de Stieltjes (BAKER, 1975).

3 O procedimento

E bastante simples a idéia que ha por tras do procedimento que desenvolvemos.
Note-se que o aproximante de Padé é uma funcao racional de uma varidavel z. Se
os coeficientes f; da expansao (1) forem racionais, os coeficientes p; e g; também o
serao, pois sao obtidos da solugao do sistema de equagoes lineares algébricas (6). Se
p; € ¢; nao forem inteiros, como ocorre na maioria dos casos, sempre é possivel fazer
com que a expressao Pr(x)/Qp(x) em (2) contenha coeficientes inteiros tratando



140 Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol. 4, n° 2, Jul/Dez 2002

adequadamente o numerador e o denominador (multiplicando numerador e denomi-
nador por maximos divisores comuns, por exemplo). Desta forma, é sempre possivel
expressar o aproximante de Padé em termos de coeficientes p; e ¢; inteiros. Depois
deste tratamento, o coeficiente gy pode nao mais ter o valor 1, mas isto nao implica
nenhuma complicacao.

Uma vez obtido o aproximante de Padé associado a alguma fungao f(z), dando
um valor zy a z, teremos uma aproximagao racional ao numero f(xy). Tomando
diferentes valores para L e M, construimos uma sucessao de numeros racionais que
convergem para o numero f(zo).

Este procedimento ¢ ilustrado com trés exemplos na proxima segao.

4 Aplicagoes

Faremos trés aplicagoes do método descrito na secao anterior. Na primeira
aplicacdo, consideramos o ntimero irracional (histérico, por sinal) v/2. Em seguida,
consideraremos os dois nimeros transcedentes mais famosos, ou seja, o nimero 7 e
a base dos logaritmos naturais e.

4.1 O nidmero irracional algébrico /2
Consideremos a expansao (JOLLEY, 1961)
1 11, 1-1-3,

Ve+l=1+4+=-z—

1-1-
2" T 94" Ty 16" T 2.2

que pode ser reescrita como

et (9)

Vetrl=1+ i( (Gt (10)

TTEEAT L 221 (20 — 1)(n!)?

n=1
onde m! representa o fatorial de m e é dado por m!=1-2-3---m.
Tomando x = 1, teremos uma expressio que representa v/2.
O aproximante de Padé [1/1] associado com a expansao (9) é dado por
3

[1/1]\/1'—&—1 = 1 (11)

De acordo com o discutido na segdo anterior, a expressao (11) pode ser reescrita
como

4+ 3x
/1] 7 = T (12)

O aproximante de Padé [2/2], associado com a expansao (9), é dado por

_ 16 + 20z + 5a?

S T T ) a3
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Na tabela a seguir, mostramos cinco aproximacdes racionais a v/2 obtidas com
os primeiros cinco aproximantes diagonais associados com a expansao (9).

L 1 2 3 4 5
(1%) (3x1072%) (9x107*%) (3x107°%) (7x107" %)
7 41 239 1393 8119
L/L - — == it o
[L/T 5 29 169 985 5741

Tabela 1. Cinco aproximagoes racionais para o nidmero irracional 4/2. Entre paréntesis,
indicamos o erro relativo comparado com a aproximagao V2= 1,414213562.

4.2 O numero irracional transcendente 7

Para obter uma seqiiéncia de nimeros racionais que converge para o nimero
transcendente 7, temos de encontrar uma representacao em série para esse numero.
Isto pode ser conseguido a partir da expansao de McLaurin da funcao arco tangente
(LARSON et al., 1998)

133 1:5 0 (71)111.271—&-1
tan ! —r L= ~ 77 14
an () ==z 3 + 5 nz:% 1 (14)
Tomando x = 1 nesta expressao, obtemos
T 1 1 1 1 1
L -4z _Z iz = ... 15
4 3 + 5 7 + 9 11 + (1)

Podemos, entdo, construir aproximantes de Padé para a expansao (14), substituir
z por 1 e multiplicar o resultado por 4. O aproximante de Padé diagonal [1/1]
associado & expansao (14) é simplesmente z. Os aproximantes [2/2] e [3/3] sao
dados, respectivamente, por

T 3

[ / ]arctan(z) xQ 3+ 22 ( 6)
1+
3
¢ 3
15z 4+ 4z
= 1
[3/3]arctan(z) 15 + 02 ( 7)

Note-se que os coeficientes pg, p2,q1 € g3 sao nulos neste caso.

L 1 2 3 1 5 6 7
(27%) (4,5%) (0,8%) (0,1%) (2x1072%) (4 x 1073%) (7 x 10~4 %)

19 160 1744 644 2529

L/L 4 3 — — — —
L/ L) 6 o1 955 205 805

Tabela 2. Sete aproximacOes racionais para o numero transcendente 7. Entre paréntesis,
indicamos o erro relativo comparado com a aproximagao m = 3, 141592654.
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Na Tabela 2, mostramos as primeiras aproximacoes racionais ao nimero trans-
cendente m que obtivemos com nosso procedimento.

Se estivéssemos interessados em obter uma seqiiéncia que converge mais rapida-
mente a 7, teriamos utilizado a expansao, menos conhecida,

™ 1 1-3 1-32.52

s M T etres 0t 0z 4

atribuida a Matsunaga Ryohitsu (SMITH, 1958). Para explorar esta expressao, par-
tirfamos da funcao

1

flr) =1+ T+ P+

-3 9 1-3%2.52
3 x° +

1
4-6 4-6-8-10 4.-6-8-10-12-14

e construiriamos, por exemplo, o aproximante de Padé [1/1] para obter 7 = 3, 129870130,
que nos d4 um erro relativo de apenas 0,4%, o qual deve ser comparado com os 27%
da Tabela 2

4.3 O numero irracional transcendente e

O numero irracional transcendente e pode ser obtido tomando = = 1 em consecu-
tivos aproximantes de Padé associados com a seguinte expansao (LARSON et al.,
1998)

[e.e]
"
— 18
exp(z jg; ] (18)
Os aproximantes [1/1] e [2/2] sdo dados, respectivamente, por
x
1+=
. 9 2+
[1/lps = —F = 57 (19)
2
¢ 2
12+ 62+
22 expr = ——m——— 20
[/]epz 12*61}"‘1}2 ( )

Na Tabela 3, mostramos as primeiras aproximagoes racionais que obtivemos por
meio dos aproximantes de Padé diagonais associados com a fungao exp(z).

L 1(10%) 2(0,15%) 3(1073%) 4 (4x107%%) 5 (3x1078 %)

19 193 2721 49171

L/L 3 = — ke -
[L/1] 7 71 1001 18089

Tabela 3. Cinco aproximagoes racionais para o numero transcendente e. Entre paréntesis,
indicamos o erro relativo comparado com a aproximagao e = 2, 718281828.
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5 Conclusao

Neste trabalho, tivemos por objetivo apenas mostrar um método para se obter
aproximagoes, por niimeros racionais, a nimeros irracionais, tanto algébricos como
transcendentes. Exploramos apenas os aproximantes de Padé diagonais, isto €, aque-
les cujo grau do polindomio do numerador é igual ao grau do polindmio do denomi-
nador (L = M). Para um estudo mais completo, com interesse em se examinar a
velocidade de convergéncia, é necessario percorrer as miiltiplas trajetérias definidas
na tabela de Padé e considerar os casos L # M. Esse estudo, embora de interesse,
foge ao escopo deste trabalho.

Embora as sucessoes contruidas mostrem uma convergéncia ao valor exato, infe-
lizmente nao ha teoremas que possam assegurar a convergéncia da sucessao obtida
com os aproximantes de Padé. Enquanto nao se descobrem esses teoremas, essa
matéria continuard pertencendo aos dominios da Matematica Experimental.
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