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Resumo: Este artigo apresenta alguns resultados da teoria dos “skew” anéis
de polindmios tipo automorfismo e algumas condigbes necessdrias para que o
“skew” anel de polinémios tipo automorfismo, de um anel de fatoragao tnica

Noetheriano, apresente fatoragao dnica.

Palavras-chave: anéis nao-comutativos; fatoragio tnica; “skew” anéis de

polinémios.

Abstract: This paper presents some results of the theory of skew polynomials
rings of automorphism type and some necessary conditions so that the skew
polynomials ring of automorphism type, of a Noetherian unique factorization

ring, presents unique factorisation.

Key words: non-commutative rings; unique factorization; skew polynomial rings.

1 Introdugao

Em [1], Kaplansky mostra, no Teorema 5, que a no¢o cldssica de fatoragao
tnica para dominios comutativos ¢ equivalente 2 condi¢do que todo ideal
primo nio-nulo contenha um ideal primo principal nao-nulo. Tal no¢ao foi

estendida por Chatters, em [2] a dominios Noetherianos R, nao necessariamente
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comutativos, mediante a condi¢ao que todo ideal primo nao-nulo contenha um
elemento completamente primo, ou seja, mediante a condi¢ao que todo ideal
primo nao-nulo contenha um elemento normal p tal que R/pR seja um dominio.
Do ponto de vista da teoria dos anéis nao-comutativos, essa é uma condi¢io bem
forte e faz com que seja relativamente fdcil provar a maior parte dos resultados
bdsicos que sao sugeridos, por analogia, com o caso comutativo. No entanto, a
classe dos dominios de fatoragao tinica Notherianos nao ¢ fechada sob extensoes

polinomiais, como mostra o exemplo 2.11 do referido trabalho.

Por sua vez, em [3], Chatters e Jordan estendem o conceito de fatoragao
tnica para anéis primos Noetherianos nao necessariamente comutativos mediante
a condi¢ao que todo ideal primo nao-nulo contenha um elemento primo. Tal
defini¢do torna a classe dos anéis de fatoragiao dnica Notherianos fechada sob
extensdes polinomiais usuais, porém o fato de ser um anel de fatoragio tnica,
Noetheriano nao é condicao suficiente para que o mesmo acontega com suas
extensdes polinomiais nao-usuais, em particular com o “skew” anel de polin6mios

tipo automorfismo.

Embora Chatters e Jordan tenham demonstrado que, num anel primo
Noetheriano, todo ideal o-primo nio-nulo conter um ideal o-primo nao-nulo
principal é uma condigio necessdria e suficiente para que o “skew” anel de
polindmios tipo automorfismo seja um anel de fatoragio dnica Noetheriano, eles
nio provam algumas condigbes necessdrias para que o “skew” anel de polindmios
tipo automorfismo, de um anel de fatoragio tnica Noetheriano, apresente
tal propriedade. Além disso, a teoria dos “skew” anéis de polinémios tipo
automorfismo, necessdria ao estudo da fatoracao tinica em anéis Noetherianos nao
necessariamente comutativos, nao ¢ encontrada na literatura disponivel, sejam em

livros-texto, seja em periédicos.

No que segue, além de uma introdugao a essa teoria, a partir da qual
serao provados alguns resultados imprescindiveis ao estudo da fatora¢ao unica,
demonstraremos duas condi¢des necessdrias, nio demonstradas por Chatters e
Jordan, para que o “skew” anel de polinémios tipo automorfismo, de um anel
de fatoragao unica Noetheriano, apresente tal propriedade. Ressaltamos que,

embora a condigao necessdria e suficiente, citada no pardgrafo anterior, jd tenha
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sido demonstrada por Chatters e Jordan, como sua demonstragao possui vérias
implicagbes nio evidentes e os resultados que provaremos s3o uma conseqiiéncia
desta, faremos uma releitura deste resultado. Por sua vez, resultados, jd4 provados
em outros trabalhos, serdo apenas referenciados.

A préxima segdo destina-se as nogdes bdsicas indispensdveis ao
desenvolvimento dos resultados que serdo apresentados. Na Se¢ao 3, introduzimos
a teoria dos “skew” anéis de polindmios tipo automorfismo enquanto, a Se¢ao 4,

se destina a fatora¢ao tnica.

2 Pré-requisitos

Ao desenvolvermos este trabalho consideramos conhecidas as nogoes
bdsicas da Teoria de Anéis. Caso seja necessdria alguma consulta com relagao a esta
teoria recomendamos [4] e [5]. Nesta se¢ao, recordamos apenas alguns conceitos

e fixamos a terminologia.

Consideraremos um anel R sempre associativo com unidade, mas nio
necessariamente comutativo. Quando um ideal / de R for bilateral, diremos que /

¢ um ideal de R. Além disso, denotaremos a inclusio estrita por C ou D.

Um elemento 2 € R ¢ dito normalizante se aR=Ra. Um elemento 2 € R ¢
dito regular & direita, se dado um elemento & € R tal que 2b=0, temos que 6=0.
Analogamente, define-se elemento regular 4 esquerda e quando um elemento ¢
regular a direita e 2 esquerda diz-se que ele ¢ um elemento regular de R. Dado um
ideal 7 de R, C(D, denota-se que o conjunto dos elementos de R sao regulares
mddulo 7, ou seja, C () ={reR; r+1 é regular em R/I}. Quando nao houver divida

com rela¢ao ao anel em questao, denotaremos este conjunto por C(7) .

Um anel R é dito simples quando seus tinicos ideais bilaterais sao os triviais, ou
seja, 0 e R. Por sua vez, um anel R ¢ dito Noetheriano a direita se satisfaz a condi¢io
de cadeia ascendente sobre ideais a direita, isto ¢, se dada uma cadeia qualquer
de ideais a direita 7, € I, -+ , existe um inteiro positivo 4 tal que [=/,+1=--.
Analogamente, define-se um anel Noetheriano a esquerda e quando R é Noetheriano

a direita e 2 esquerda diz-se que R ¢ um anel Noetheriano.
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Defini¢ao 2.1 Um ideal P de um anel R é dito ideal primo se, para quaisquer
ideais /e / de R, temos que [J < P implica / € P ou J < P. Um anel R é dito
um anel primo se o ideal 0 é um ideal primo de R. Um anel R ¢ dito anel semiprimo
se, para qualquer ideal /de Re n>1, ["=0 implica /=0.

Defini¢ao 2.2 Sejam R um anel e 2 um ideal primo de R. A altura de P, que
denotaremos por alt?, é o ndmero de inclusdes estritas da maior cadeia de ideais
primos contidos em P. Um ideal primo P de R ¢é dito um ideal primo minimal de

R se P nao contém propriamente qualquer outro ideal primo.

Teorema 2.3 ([5], Teorema 4.1.11) Sejam R um anel Noetheriano a direita,
a4 € Rum elemento normalizante nao invertivel e 2 um ideal primo de R minimal

sobre 2R. Entiao P tem altura no mdximo 1.

Teorema 2.4 ([6], Teorema 2.4) Se R é um anel Noetheriano a direita,

entao existe somente um nimero finito de ideais primos minimais em R.

Definigao 2.5 Seja S um sistema multiplicativo formado por elementos
regulares em um anel R. Um anel Rsé chamado um anel de quocientes i direita de
R se satisfaz as seguintes condigoes:

i) RCRs;

ii) todo elemento de S ¢ invertivel em R;

iii) todo elemento de R ¢ da forma 75", para algum r€ R e para algum
s €S

Defini¢ao 2.6 Um sistema multiplicativo S, de um anel R, satisfaz a condigio de
Ore & direita se, para todo 7€ R e para todo s€ S, existem 7€ R e s€ § tais que 75’=s7".

Teorema 2.7 ([7], Teorema 1.3) Seja S um sistema multiplicativo de
elementos regulares em um anel R. O anel de quocientes a direita R com relagao
a S existe se, e somente se, S satisfaz a condi¢ao de Ore 2 direita.

Teorema 2.8 ([5], Proposi¢ao 1.16) Seja Rs0 anel de quocientes a direita de
um anel R, com respeito a um sistema multiplicativo S. Se R é um anel Noetheriano,

entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre {P €SpecR; PN S = @} e
{P’ € SpecRgvia P PRs ¢ PP MR
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Definig¢ao 2.9 Um anel R é chamado um anel de fatoragio sinica Noetheriano
se R é um anel primo Noetheriano tal que todo ideal primo nio-nulo de R contém

um ideal primo principal nao-nulo.

Teorema 2.10 Sejam R um anel de fatoragao dnica Noetheriano e 2 um

ideal primo nao-nulo de R. Entao P tem altura 1 se, e somente se, P é principal.

Demonstragio. Suponhamos que P ¢ principal, como R é primo Noetheriano
segue, por 2.3, que alt(P) = 1. Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que
existe em R um ideal primo Q, de altura 1, que nao ¢ principal. Como R é um
anel de fatoragao tnica Noetheriano, Q contém um ideal primo principal P nao
nulo e, portanto, de altura 1. Daf temos 0 € P C Q, com altQ = alt? = 1, o que

¢ uma contradicio.

Teorema 2.11 ([8], Lema 3.1) Sejam p e g elementos primos de uma anel
primo R. Se pR # gR entdo pgR= pRMNqR = gpR .

Observagdo. O lema acima pode ser estendido a um ndimero finito qualquer

de elementos primos.

3 “Skew” anéis de polinémios tipo automorfismo

Nesta segao faremos uma introdugo a teoria dos “skew” anéis de polindmios
tipo automorfismo, necessdria ao estudo da fatoragao tnica. Reiteramos que os

resultados jd provados em outros trabalhos serdo apenas referenciados.

Sejam Rum anel e o0 um automorfismo de R. O “skew” anel de polinémios tipo
aﬁttomorﬁxmo R[x; 0] ¢ definido como o anel cujos elementos sao os polindmios
Zﬂlxi , com ;€ R. A adi¢do ¢ definida da forma usual e a multiplicagdo pela
propriedade x2=0.(2)x, para todo 2 € R, estendida por distributividade. Assim, a

multiplicagao é dada por:

zn{al-xi ib,-xi = g 2,0’ (bj )x”j
i=0 =0

i,j=0

Um ideal / de R é dito um ot-idealse o. (1 ) c / . Um anel R ¢ dito a-simples

quando seus Unicos O-zdeais sA0 0s triviais, ou seja, 0 e R.
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Defini¢ao 3.1 Um a-ideal P de R é dito um ideal o-primo se para quaisquer
o-ideais /e /de Rtem-se que /] < P implica / € P ou J ¢ P. Umanel Rédito
um anel o.-primo se o ideal 0 é um ideal o.-primo de R.

Lema 3.2 ([5], Lema 10.6.5) Se R é Noetheriano a direita e a-primo, entao
R é semiprimo.

Seja [ é um o-ideal de R; como o.(I)c 7, temos que I[x0] é um
ideal de R [x; oc]. Sejam [/ e ] o-ideais de R; como O ( ] ) C J, temos que
([] )[X;OC]=[ [X;OC] J [X;OC]. Além disso, dado um ideal K de R [X;OC] é facil ver
que o subconjunto de R formado pelos coeficientes lideres dos elementos de K, que

denotaremos por T (K'), é um o-ideal de R.

Teorema 3.3 Se P ¢ um ideal a-primo de R, entao P [x0] ¢ um ideal
primo de R[x;a].

Demonstragio. Sejam I e ] ideais de R[x;or] tais que IJ € Plx;a],
Plx;o]c ! e Plx;o]c J . Entao, T(Z)t(J)<t(Z))< P. Como Pé o-primo
et (1) et (J) sio o-ideais de R temos que T(/) S P ouT (/)< P . Suponhamos
que T(/)cP esqga f=ax"+ +ax+ayel . Entdo, a,et(l)cP e
a,x" € P[x;a]c 1.

Como fe€l temos que f-a,x"=a,,x""+ +ax+aecl. Da,
a,,€T(I)c P. Repetindo o processo obtemos # € P, 0<i<n. Assim,
I < P[x;0]e, portanto, Plx0] ¢ um ideal primo de R[x;a].

Teorema 3.4 Seja P um ideal primo de R [X;OL]. Se xe P entio
P=(PNR)+R[x;0]x. Caso contririo ot (P)c P .

Demonstragdo. Suponhamos que x€ P e seja f = En/ll-xi um elemento de
P. Como x€ P obtemos que (al +oda,x"! )xe P ézoentﬁo, ay € P. Assim,
f=a+(a++ax")xe(PAR)+R[x;o]x e, portanto, P C(PNR)+R[x;a]x
Considere agora um elemento g€ (PN R)+R[x;0]x , entio g=by+h, com
b, € (PﬁR) e he R[x,'Ot]. Como xe P temos que hxe P, logo ge P e dai,
(PﬁR)+R[x;Oc]x cP.
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Por sua vez, se x&P entio x€C(P). Além disso, temos que
xP=a (P)x eP, logo a (P)R [x;oc]x =0 (P)xR [x;a] cP.Como Pé um
ideal primo de R[x;0t]e x & P, segue que o (P)< P.

Teorema 3.5 Se P ¢ um ideal primo de R [x; 0] tal que ot (P)< P, entio
PN R éumideal a-primo de R.

Demonstragao. E claro que PAR ¢é um ideal de R e, sendo o(P)c P,
temos que (PNR)S PNR. Além disso, se I e ] sio o-ideais de R tais que
I cPNR,temos I[J] C P edai, IR[x;0] JR[x;0]=(Z])R[x;0.] < P. Como
P ¢é primo segue que [ C I[x;a]c P ou J C J[x;a]c P, eassim, I € PNR
ou | € PNR. Portanto, PN R é um ideal o-primo de R.

Coroldrio 3.6 Se R[x;0.] é um anel primo entdo R é um anel o-primo.

Demonstragio. Sendo R[x;0t] é um anel primo, temos que 0 é um ideal
primo de R[x;0]. Como @ (0)< 0, segue pelo Lema 3.5, que 0N R =0 ¢ um
ideal a-primo de R e, por conseguinte, R ¢ um anel o-primo.

Teorema 3.7 ([5], Teorema 1.2.9) Se R é um anel Noetheriano a direita

(esquerda), entao R [x;0t] é um anel Noetheriano 2 direita (esquerda).

4 Fatoracgao dnica em R[x; A ]

Observagdo. Embora o Teorema 4.4, que serd apresentado nesta segdo, jd
tenha sido demonstrado por Chatters e Jordan, em [3], faremos uma releitura
da sua demonstragio. Isso se justifica por questdes pedagdgicas, haja vista que
na demonstragio apresentada em [3], hd vdrias implicacdes nio evidentes.
Ressaltamos, ainda, que os Lemas 4.1, 4.2 ¢ 4.3, bem como as demonstracoes dos

Teoremas 4.5 e 4.6 nao fazem parte do referido artigo.

Diferentemente do anel de polindmios usual R[x], quando tratamos de
“skew” anéis de polindmios tipo automorfismo, o fato que R é um anel de fatoragao
tinica Noetheriano nao ¢ condigao suficiente para que o mesmo acontega com
R[x;0]. Um exemplo disto pode ser encontrado em [9], em que é mostrado

que se R ¢ o anel dos polindmios em duas indeterminadas, 7 e y, que comutam
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com o corpo dos complexos, e 0. é um automorfismo tal que o (y )=£+y” € 0L (¢)=y,
entdo R [x;0.] no é um anel de fatoragio tinica. Veremos, entdo, algumas condigdes
adicionais para que R[x;0] seja um anel de fatoragio tnica. Nesta segio
chamaremos um elemento & € R de normalizante o.-primo se bR é um ideal o-

primo principal nao-nulo de R.

E claro que o sistema multiplicativo D, gerado pelos elementos normalizantes
o-primos de R, satisfaz a condi¢ao de Ore. Além disso, sendo R um anel primo,
os elementos de D sao regulares. Entao, pelo Teorema 2.7, existe um anel de
quocientes S de R formado pela inversdo dos elementos normalizantes o.-primos e
podemos estender ol para um automorfismo de S que também chamaremos de a.

Note que S[x;0t] é o anel de quocientes de S[x; 0], com respeito a D.

Teorema 4.1 Sejam R um anel a-primo Noetheriano e 2 um ideal primo
minimal de R. Entio PNo(P)N---Nna” (P)=0, para algum inteiro positivo 7.

Demonstragio. Por 2.4, existe um nimero finito de ideais primos minimais
de R. Sejam P,,...,P; os ideais primos minimais distintos de R. Suponhamos, por
absurdo, que existe um ideal primo minimal, que sem perda de generalidade
vamos supor Py, tal que Qai (B)#0, para todo inteiro positivo 7. Daf, é f4cil
ver que a intersegao goci (B) também é nao nula. Sendo R I\goetheriano e o-
primo temos, pelo Lema 3.2, que R é semi-primo, e entao, QP] =0. Como
QOU (B)g P, temos, (Q)a"(p])) PP cCBP-D gépf =0./ Mas,g(xz‘ (1)1)
¢ um o-ideal que estamos supondo nao-nulo e R é a-primo, entao temos
P,+P=0. Dai, P,---P, € P, e P=P, para algum 7€ {2,...,£&}, o que contradiz o
fato que os P sao todos distintos. Portanto, segue a tese.

Lema 4.2 Se R|[x;0t] ¢ um anel de fatoragdo tinica Noetheriano, entio R
¢ um anel primo Noetheriano.

Demonstragio. Tomando a aplicacio ¢ : R[x;0.] = R, definida por §(5) =¢,,
onde /= icix’, temos que R é uma imagem homomdrfica de R [x;OC], logo R ¢
um anel Noetheriano. Além disso, por 3.6, R é um anel a—primg. Por conseguinte,
dado um ideal primo minimal P de R temos, por 4.1, que roi (P)=0, para

algum inteiro positivo 7.
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Considere o ideal xR[x; OC]+ P de  R[x;a]. Como
R[x;0]/ (xR[x; 0]+ P)=R/ P, temos que xR[x;Oc]+ P ¢ um ideal primo de
R[x;0].Seja Qumideal primode R [x; o] tal que xR [x; 0] € Q < xR [x; 0]+ P
Mostraremos que Q=xR[x; o] ou Q = xR [x;0.]= P . Temos que x € Q ; entdo,
por 3.4, Q=(QNR)+R[x;a]x. Assim R[x;0]/Q=R/(QNR) e, dai,
Q N R éum ideal primo de R, contido em . Como P é um primo minimal segue que
QN R=0 ou QN R=P.Por conseguinte, Q=xR [x; 0] ou Q=xR[x; ot ]+P.

Se Q=xR[x; 0], entao xR[x; o] ¢ um ideal primo e como
R[x;0]/ xR[x;0]= R, temos que R ¢ um anel primo. Suponhamos entdo que
Q=xR[x; a]+P; dai, o ideal xR[x;(x]+P ¢ minimal sobre xR[x; o] ¢, pelos
Teoremas 2.3 € 2.10, deve ser da forma fR[x;0t|=R[x0L] £, paraalgum f = a;x/
em  R[x;a]. Como x € xR [x;a]c xR[x;0]+ P = fR[x;0] /:Eemos
que x=fz, para algum g¢g= zé/exk em R[x;o]. Note que, sendo
xR[x;OL]+ P =/R [x;OC]=R [x;OCT?O e xR [x;oc]ﬁ R=0, temos P =ayR= Ra,
e, dai, o'(P)=0'(a)R=Ra’(a)), para todo inteiro positivo 7. Além
disso, de x=fg, temos que ayb=0 donde, a(a,)Rou(b,)=0. Novamente
de x=fg temos que a,0(by)+ayb=1. Multiplicando esta ultima equagio
por a(4) e considerando que aa))Rouby)=0, obtemos oua)ayb=0U(ay).
Multiplicando esta equagiao por (Oﬁn (a)---a’ )(0%) e considerando o fato
que O (a)--0(0g)a € PO (P) M- Na" (P)=0  obtemos que
o (Oc”_1 (@) a )= 0. Da injetividade de o temos o' (4 ) -0t (0t )2y =0.
Repetindo este processo, obtemos 2,=0. Assim, P=0 ¢, portanto, Ré um anel primo.

Lema 4.3 Sejam R um anel de fatoragdo tinica Noetheriano e § o anel de
quocientes de R com respeito ao sistema multiplicativo gerado pelos elementos
normalizantes ai-primos de R. Entao, todo ideal primo nao-nulo P de S|x; o] tal

que x & P ¢ principal e gerado por um elemento normalizante de S [x; o ].

Demonstragio. Sejam P um ideal primo nio-nulo de §[x; 0], tal que x ¢ P,
e fum elemento nio-nulo de P de grau minimo, digamos 9 ()= 7. E claro que
o subconjunto Ty de S, formado pelo 0 e pelos coeficientes lideres dos elementos de
P de grau 7, ¢ um ideal nao-nulo de S. Considere um elemento ¢, € T,, entdo existe

he P tal que 9(h)=n e seu coeficiente lider é ¢,. Temos xh = o (h )x € P, entdo
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a(h)S[x;0]x =0 (h)xS[x; ] P. Como x & P, segue que a(h)e P. Além
disso, temos 8(0( (/7)): ne assim, o(c,)€ T,. Portanto, T, é um o-ideal nio

nulo de § e como § ¢, claramente, um anel a-simples temos que T, = S.

Assim, podemos supor que f é monico e, pelo algoritmo da divisao,
temos que para todo g€ P existem ¢,7€ S[x;0] tais que g=fg+7, com =0 ou
d(r)<d(f)- Logo r€ P e, da minimalidade de 7, segue que r=0. Dai, para
todo ge P, temos g=fg, com g€ S[x;a] e, portanto, P=f§ [x;oc]. Além disso,
dado s€ S, temos o7 (s) f— fs€ P e,como xe€ C(P), temos xf— fx= hx, para
algum he P. Como os elementos 0" (s) f — f5 e » tém grau menor que 7, eles
sdo nulos. Logo fS=5f e fx=xfe, por conseguinte, P= fS[x; 0] =S [x; L]

Teorema 4.4 Seja R um anel com um automorfismo o. Entao R[x; o]
¢ um anel de fatoragao tnica Noetheriano se, e somente se, R é um anel primo
Noetheriano e todo ideal o--primo nao-nulo de R contém um ideal o.-primo nio-
nulo que ¢ principal.

Demonstracio. Se R [x; Oc] ¢ um anel de fatoracio tnica Noetheriano entao,
por 4.2, R ¢ um anel primo Noetheriano. Falta mostrar que todo ideal o-primo
nao-nulo de R contém um ideal o-primo principal nio-nulo. Seja 2 um ideal a-
primo ndo nulo de R. Por 3.3, P[x;0] ¢ um ideal primo nao-nulo de R[x;ot].
Como R [x;(x] ¢ um anel de fatora¢io tinica Noetheriano, existe um elemento
nio-nulo £ e Plx;ou] tal que fR[x;0]=R[x;a]f¢ um ideal primo de R[x;at].
Suponhamos f =7x7+---+7rx+7, com 5 € R; daf obtemos que 7, #0, pois
se 7,=0 entdo terfamos f € xR[x;0.]. Note, também, que x ¢ fR[x;a] pois,
caso contrdrio, terfamos x=rxb,=7,0.(b,)x, sendo &, o termo constante de algum
clemento ¢ e R[x;0 ], tal que x= fg. Entdo, 1=70(,) e, por conseguinte,
temos P=R Além disso, x é normalizante em R [x;oc]. Assim, terfamos
Rx;a]= (x4 4 5)xR[x;00]= (e 4+ 5 )R [x; 0 ]x Como fR[x; 0]
¢ um ideal primo e x ¢ fR[x; 0], segue que 7,x1 +---+r € fRx;0] C xR[x;01]
e, portanto, 7,=0. Repetindo este argumento, obtemos 7,=r,=:--7,=0, o que

contradiz o fato que f¢ nio-nulo.

Observe que, como R ¢ primo e [ ¢é normalizante, 7r, ¢

regular.  Além  disso, xf =a(f)xeR[x;a]f = R[x;a]»  logo
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o ()R[x;0]x =0 ( f)xR[x; 0] < fR[x;0]. Como fR[x;0t]é primoe x & fR[x;a],
temos que O(f)e fR[x;0], ou seja,0l(f)= fg, onde g= zm:bjxj € R[x;0].
Assim, o(n)=nb enR e, dai, o(n)R=co(nR)cnR e,j:[o)ortanto, r R é
um o-ideal de R Além disso, ¢ claro que nR[x;0]= R[x;0t]n e n € P[x;o].
Entao, por 2.3, existe um ideal primo de altura 1 em R[x;oc] que, por 2.10,
¢ da forma gR[x;a]=R[x;0]g tal que negR[x;0]c P[x;a]. Seja
s€ P o termo constante de g. Assim como 7, s é um elemento normalizante
para ambos, R ¢ R [x;oc]. Note que, xg= (x(g)x € R[x;oc]g = gR [x;oc]
logo, a(g)R[x;a]x=0(g)xR[x;a]c gR[x;a]. Como gR[x;a] ¢
primo e, além disso, x ¢ gR [x;(x], obtemos que Oc(g)e gR [x;oc] e, dai,
a(g)R[x;0]=a (gR [x;(x])g gR[x;0]. Entao, por 3.5, gR[x;0]nR ¢
um ideal a-primo de R e, por 3.3, (gR[x;0]NR)R[x;0t] é um ideal primo
de R [x;oc]. Como gR [x;(x] tem altura 1 e (gR [x;oc]m R)R [x;oc] possui um
elemento nao-nulo 7, segue que (gR [x; Oc]m R)R [x; Oc] = gR [x; Oc] . E claro que
(gR [x;0]N R)g sR . Reciprocamente, se 7€ R entdo s7 ¢ o termo constante
de gre (gR [x; 0] R)R [x;0]. Donde sR < gR[x;0t]M R . Assim, sR [x; 0] é
primo em R[x;a] e, por 3.5, sR=sR[x; 0] R é um ideal o-primo principal
nao-nulo de R, contido em P.

Reciprocamente, se R é um anel primo Noetheriano e todo ideal o-primo
nio nulo de R contém um ideal o-primo principal nio nulo, entao, pelo Lema
3.5 e pelo Teorema 3.7, R[x;0.] é um anel primo Noetheriano. Falta mostrar
que todo ideal primo nio-nulo de R[x;0t] contém um ideal primo principal
nio-nulo. Seja S o anel de quocientes de R formado pela inversao dos elementos
normalizantes o.-primos de R. Como R ¢ primo, 0 é um ideal primo de R entao,
por 2.8, o ideal 0 ¢ primo em S e dai, § é um anel primo. Além disso, como
§=S8[x;0]/ xS[x;0], temos que xS [x; 0 ]¢é um ideal primo de S[x;ot].

Seja Qum ideal primo nao-nulode R[x;0t].Se x € Q ,entdo xR [x;a]c Q
e, como R = R[x;0]/ xR[x; ], temos que xR [x; 0] é um ideal primo principal
nio-nulo, contido em Q. Suponhamos agora que x ¢ Q . Vamos considerar dois
casos. Se QMR #0 entdo, por 3.5, QR ¢ um ideal a-primo nao-nulo de R

e, por hipétese, contém um ideal a-primo principal nio-nulo. Assim, contém
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um elemento normalizante primo que gera um ideal primo principal nao-nulo de
R[x; 0], contido em Q. Finalmente, vamos considerar o caso em que Q "R =0,
com x & Q . Denotemos por Q* a extensio de Q em S[x;a]. Como Q MR =0,
segue que Q*# S[x;0t]. Por 2.8, temos que Q* é um ideal primo de S[x;o].
Note como os elementos normalizantes o-primos de R sdo regulares médulo
Q, x¢Q*. Entdo, pelo Lema 4.3, Q*= fS[x;0]=S[x;0]f, para algum
fes [x; Oc] tal que xf=fx e Rf=fR. Escrevamos f=gd’ , para algum g € Q edum
produto de elementos normalizantes o-primos de R. Como 4R é um o-ideal de
R, 0.(d)=du, para algum invertivel » € R. Entao Rg = Rfd = fRd = fdR = gR
e  xg=uxfid=fud=fiu'x=gu'x, asim R[x;o]g=gR[x;a] e
Qx= fS[x;0]= gd7'S[x;0]= g8[x; 0] Podemos também supor que gR [x; 0]
¢ maximal para elementos normalizantes ¢ de Q tais que gS[x;0]=Q*.

Suponhamosque gR [x; 0] # Q esejah € Q\ gR[x; 0].Como 4 € Q * temos
h=gd'™", paraalgum 4'€ D, logo h € Q\ gR[x;0]. Como &’é um produro de
elementos normalizantes a-primos de R, no existe perda de generalidade em supor
que hb € gR[x; 0], paraalgum elemento normalizante primo & € R . Assim, hb=gc,
paraalgum ¢ € R [x; 0t ]. Temos gR[x; 0t ]c = R[x; 0] gc = R[x; 0 ]hb < R[x; 0t ]b,
com R[x;0t]6 umideal primo de R[x;0t]. Comohb = gc e h & gR[x; 0], temos
que ¢ & R[x;0.]6. Por conseguinte, temos que g € R[x;0]b e, portanto, g = g'b,
para algum g'eR[x;a]. Mas g'R[x;0]b=g'bR[x;0]= gR[x;0]cQ
e, sendo QNR=0, temos que 6eQ, logo g'€Q. Além disso,
g'R[x;0)b=g'bR[x;0]= gR[x;0]= R[x;0]g = R[x;0t]¢'b e entdo, do fato
que todo elemento normalizante € regular, temos ¢'R[x;0]= R[x;0]g". Como b
¢ um elemento invertivel em S[x; 0], Q* = gS[x;0t]= g'6S[x;0]= ¢'S[x; a].
Pela maximalidade de gR[x; 0], temos g'R[x;0]= gR[x; 0], 0 que éimpossivel,
pois & ndo ¢ invertivel em R[x;0]. Por conseguinte, Q = gR[x; 0]

Assim, em ambos os casos, Q contém um ideal primo principal nao-nulo e,
portanto, R [x; OL] ¢ um anel de fatora¢io dnica Noetheriano.

Vamos, agora, demonstrar duas condicdes suficientes para que o “skew”

anel de polindmios, de um anel de fatoragao tinica Noetheriano, seja um anel de

fatoracio tinica Noetheriano.
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Teorema 4.5 Seja R um anel de fatoragao tnica Noetheriano com um
automorfismo o tal que todo ideal a-primo nio-nulo contém um a-ideal principal

nao-nulo. Entao R|[x;0] é um anel de fatoragao tnica Noetheriano.

Demonstragio. Consideremos Q um ideal o.-primo nao-nulo arbitrdrio de R.
Entao, por hipétese, Q contém um o.-ideal principal nao-nulo que denotaremos
por R. Considere, agora, um ideal o-primo minimal / tal que 2R < I . Note que
I ¢ nao-nulo, pois 2R < I e aR é nao-nulo. Além disso, como /¢ a-primo, existe
um ideal primo P de R, minimal sobre /, tal que Q o (P)=I . Mostraremos que

o ideal primo P é minimal sobre aR.

De fato, suponhamos que L seja um ideal primo de R satisfazendo a condigao
aRc Lc P.Entio aR C Qoou‘ (L)c Q)ou' (P)= I .E ficil ver que Qa" (L) ¢
O-primo e assim, Q(x" ()=1.Dai, LD e, por conseguinte, temos [ -P. Logo,
pelo Teorema 2.3, ]I’item altura 1, sendo da forma P = pR. Usando o fato que oL é um

automorfismo e estendendo o Lema 2.11 para 7+1 elementos, obtemos que

1=00 (P)=a ()R =11t ()R,
ou seja, que / ¢ um ideal a-primo nao-nulo principal. Como Q é um ideal o-
primo nao-nulo arbitrdrio de R, todo ideal o-primo nao-nulo de R contém um

ideal o-primo nao-nulo que ¢ principal e, pelo Teorema 4.4, concluimos que

R[x;0.] é um anel de fatoracio tinica Noetheriano.
Teorema 4.6 Seja R um anel de fatorago tnica Noetheriano com um

automorfismo o de ordem finita. Entao, R[x;0] ¢ um anel de fatoragdo tnica

Noetheriano.

Demonstracdo. Por defini¢ao, sendo o automorfismo o de ordem finita,
existe um numero inteiro positivo 7z tal que " =id . Mostraremos que todo
ideal a-primo nao-nulo de R contém um o-ideal principal nao-nulo e dai, pelo
Teorema 4.5, que R[x;0] é um anel de fatoracio tinica Noetheriano.

Seja Pum ideal oi-primo nao-nulo arbitrdrio de R, existem elementos primos
P ps €ER tais que pro ps € P Como P é um ideal de Re pi,-+ ps €R
segue que p,---pReE P e, dai, que

D (p)R-od (p)RP.
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n—1
Como P ¢ a-primo temos QOLZ (pj )R C P, para algum je{l,---s}.
Usando o fato que o ¢ um automorfismo e estendendo o Lema 2.11 para 7-1

elementos, obtemos que
= -1
1;[0‘1 (#;)R = Q“Z (p)RcP

ou seJ'al, que o ideal oi-primo nao nulo P contém o ideal o-primo nao nulo principal
1=11o' (»,)r. Como P ¢ um ideal a-primo nio-nulo arbitririo de um anel
1

de fatoragao unica Noetheriano R, a hipStese do Teorema 4.5 estd satisfeita e,

portanto, R[x;0t] é um anel de fatoragio tnica Noetheriano.
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