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Editorial

O Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT é um programa
de mestrado na area de Matematica com oferta nacional, destinado a Professores de Mate-
mética em exercicio na Educagao Bésica, especialmente dqueles que atuam na rede puiblica
de ensino.

O PROFMAT surgiu em 2011 em resposta a uma acdo induzida pela CAPES junto
a comunidade cientifica da area de Matemética, representada e coordenada pela Sociedade
Brasileira de Matematica, responsavel pela Coordenacgao Nacional do Programa desde entao.
Precursor no Brasil, esse programa proporcionou as bases de trabalho para implantacao de
outros programas de mestrado profissional da mesma natureza, como o ProfFis e o ProfHis-
toria.

Atualmente, o PROFMAT conta com uma rede de 75 institui¢des associadas distribuidas
em todas as regioes do Brasil, totalizando 100 cidades atendidas, contando com mais de
trés mil e quinhentos trabalhos concluidos. O PROFMAT é recomendado pela CAPES,
reconhecido pelo Conselho Nacional de Educacdo e validado pelo Ministério da Educagao
com nota 5 (nota maxima para programas de mestrado).

O volume temético “PROFMAT” da Revista de Ciéncias Exatas e Naturais (RECEN)
apresenta 9 artigos cujas pesquisas foram desenvolvidas durante a realizacao do mestrado
profissional PROFMAT. Esses trabalhos versam sobre aspectos teoricos pertinentes ao ensino
de Matematica; muitos deles trazem propostas didaticas ou exemplos para serem usados em
sala de aula da Educacdo Bésica e Superior. Todos artigos foram analisados por pareceristas
ad hoc.

O artigo Diagrama de Voronoi nas Métricas Euclidiana e do Téaxi: Uma Exploracao em
GeoGebra apresenta resultados teédricos relacionados ao Diagrama de Voronoi, ilustrando-os
na ferramenta de geometria dindmica citada. Os autores Paula Roberta Scaburi dos Santos
e Andres David Baez-Sanchez finalizam o texto expondo sua crenga na ligagdo entre as ideias
apresentadas e conceitos desenvolvidos no Ensino Médio.

No texto Paradoxos Geométricos nas Aulas de Geometria, Rudimar Luiz Nés e Francielle
Gongalves Sentone expoem alguns paradoxos e resultados de aplicagoes em uma turma do
Ensino Médio e uma da graduacdo (Licenciatura em Matematica), envolvendo os parado-
xo0s de Curry e de Hooper. Concluem o artigo discutindo evidéncias da desvalorizacao da
geometria nos curriculos escolares.

No artigo Cifra de Hill: Uma Aplicacdo ao Estudo de Matrizes, Lucas Diego Antunes
Barbosa e Mariana Garabini Cornelissen propoe aos professores de matematica do Ensino
Médio a aplicagdo de matrizes a uma técnica de criptografia (codifica¢do/decodificagao). Os
autores finalizam o trabalho examinando a potencialidade do uso de aplica¢oes no ensino de
Matemética.

José Silvino Dias e Mariana Garabini Cornelissen trazem o c6digo corretor de erros usado
pela nave espacial Mariner 9 ao transmitir fotos do planeta Marte & Terra, quando foi envi-
ada ao espaco em 1971 pela NASA (National Aeronautics and Space Administration). Eloy
Nicotera Junior e Sinué Dayan Barbero Lodovici, no trabalho Uma Apresentagdo do Teo-
rema de Mamikon, discutem alternativas geométricas para o calculo de areas com ilustragoes
construidas no aplicativo GeoGebra. Os autores entendem suas ideias como uma, possibili-
dade de apresentagao do Calculo aos alunos do Ensino Médio, a qual poderia motiva-los no
caminho das ciéncias exatas.

O trabalho Uma Introducao a Teoria dos Jogos, desenvolvido por David Jonnes Francez,
procura mostrar, por meio de jogos, conceitos de soma-zero, estratégias, matriz de ganhos,



jogos estritamente e nao estritamente determinados.

Em nosso sexto artigo, A Equagdo de Conducao de Calor Uni e Bidimensional: So-
lugdo Usando Transformada Integral e o Método da Separacdo de Varidveis, Reynaldo
D’Alessandro Neto e Antonio Luis Venezuela trazem um problema de matemética aplicada
pertinente ao Ensino Superior, elucidando duas técnicas de resolucao.

No trabalho Sistemas de Identificagio Modular: Uma Aplicacdo no Ensino Fundamental,
Fernanda Rodrigues Alves Costa e Marcelo Oliveira Veloso exploram sistemas de identifica-
¢do modular na detecgdo de erros. Os autores encerram propondo uma sequéncia didatica
para o Ensino Fundamental, que usaria blocos légicos.

No dltimo artigo dessa edigao, Igor Alvarenga da Silva Nascimento e Mario César Mar-
tins de Lima expoem aplicagoes de funcoes exponenciais para serem trabalhadas no Ensino
Médio. Eles acreditam que por meio do ensino aplicado, conectado ao cotidiano, pode-se
proporcionar interesse pelo conteido de Matemaética.

Essa edicdo temaética mostra uma pequena fracdo da diversidade dos trabalhos desen-
volvidos no PROFMAT. Outros artigos estao sendo analisados e abrimos espago para novas
submissoes para edicoes futuras. Desejamos que sejam proveitosos aos leitores.

Karine Feverzani Magnago
Comissao Editorial
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Diagrama de Voronoi nas Métricas Euclidiana e do Téaxi:
Uma Exploracao em GeoGebra

Voronoi Diagram in Euclidian and Taxicab Metric: An
Exploration Using GeoGebra

Paula Roberta Scaburi dos Santos
Secretaria de Estado da Educacao, Santa Catarina
prof.paulascaburi@gmail.com

Andres David Baez-Sanchez
Universidade Tecnolégica Federal do Parané, Curitiba
adavidbaez@gmail.com

Resumo: Este trabalho apresenta uma exploracao do conceito de diagrama de Voronoi na
métrica Euclidiana e na métrica do taxi com a ajuda do ambiente de geometria dinamica
GeoGebra. Sao descritas visualizagoes dinamicas para alguns resultados tedricos relaciona-
dos ao diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana, assim como ilustra¢oes dos conceitos de
taxi-circunferéncia e taxi-mediatriz. Finalmente é implementado um procedimento para a
representacao das regioes de influéncia do diagrama de Voronoi na métrica do taxi.

Palavras-chave: diagrama de Voronoi; métrica Euclidiana; métrica do taxi; GeoGebra.

Abstract: This work presents an exploration of the Voronoi diagram in Euclidean and
Taxicab metrics using the dynamic geometry environment GeoGebra. Using dynamic vi-
sualizations, some theoretical results related to Voronoi diagram in Euclidean metric are
illustrated as well as the concepts of taxi-circumference and taxicab-bisector. Finally, a
procedure is implemented to represent the regions of influence of the Voronoi diagram in the
taxicab metric.

Key words: Voronoi diagram; Euclidian metric; taxicab metric; GeoGebra.

1 Introducao

A nogdo de diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos P, pode ser relacionada
& divisao do plano em um conjunto de regides de influéncia, cada uma determinada pela
prozimidade entre os pontos da regido e os pontos do conjunto P. As seguintes defini¢oes
formalizam esta ideia:

Defini¢ao 1 Dado um conjunto P = {py,pa,...,pn} de pontos e uma métrica d em R?, a
célula de Voronoi Vy(p;) € definida como

Va(pi) = {q € R* : d(q,p;) < d(q,p;) para j =1,...,n}.

Recebido em 13/08/2017 - Aceito em 02/10/2017
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Caso néo haja lugar a equivocos em relagdo a métrica, serd usada a notacdo V(p;) no
lugar de Vyi(p;). A seguinte defini¢do introduz o conceito de diagrama de Voronoi de um
conjunto de pontos.

-

Defini¢ao 2 O diagrama de Voronoi de P = {p1,p2,...,pn}, denotado por Vor(P) é
definido como a unido das fronteiras de todas as células de Voronoi V(p;) correspondentes
aos pontos do conjunto P.

Assim, cada célula de Voronoi V(p;) € o conjunto dos pontos que estdo mais proximos
ou 4 mesma distancia de p; do que de qualquer outro ponto de P e o diagrama de Voronoi
Vor(P) é a unido das fronteiras de todas as células de Voronoi. As Figuras 1 e 2 ilustram
estes conceitos considerando a métrica euclidiana.

Figura 1. Célula de Voronoi V (p;)

Figura 2. Diagrama de Voronoi Vor(P)

E possivel encontrar na literatura definicdes diferentes das aqui apresentadas. Em [1] por
exemplo, o diagrama de Voronoi é definido como o conjunto das células e ndo como a unido
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das fronteiras. Em [2] as células sdo definidas usando a desigualdade estrita d(q, p;) < d(q,p;)
no lugar da desigualdade d(g,p;) < d(¢,pj). Neste trabalho as defini¢bes apresentadas
seguem as consideradas em [3].

Segundo [4], as primeiras apresentagoes formais do conceito do diagrama de Voronoi
aparecem em trabalhos de Peter Gustav Lejeune Direchlet (1805-1859) e George Fedoseevich
Voronoy (ou Voronoi) (1868-1908). Em 1854, o médico britanico John Snow utilizou uma
ideia similar ao diagrama de Voronoi, para concluir que a maioria das pessoas que morreram
na epidemia de célera em Soho, distrito de Londres, moravam mais perto da bomba de dgua
de Broad Street do que de qualquer outra bomba, mostrando assim a relacdo entre a agua
consumida e o surto da doenca. Este fato é considerado como o inicio da epidemiologia
moderna [3].

Estruturas relacionadas ao diagrama de Voronoi aparecem em véarias areas do conheci-
mento: astronomia, arqueologia, planejamento urbano, fisica, fisiologia, estudo de epidemias,
ecologia, entre outras areas [1]. O diagrama de Voronoi também é estudado na area de ge-
ometria computacional [3].

Este trabalho considera o uso do ambiente de geometria dinamica GeoGebra para a explo-
racao do conceito de diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana e na métrica do taxi. Serdo
descritas algumas construcoes dinamicas para ilustrar resultados teéricos relacionados ao di-
agrama na métrica Euclidiana, assim como visualizacoes dos conceitos de téxi-circunferéncia
e taxi-mediatriz. Finalmente serd considerado um procedimento para a representacao das
regides de influéncia do diagrama de Voronoi na métrica do taxi.

2 Diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana

A determinagao explicita do diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana, pode ser feita
usando alguns dos vérios algoritmos descritos na literatura [1, 2, 3] mas quando for conside-
rado um conjunto com um, dois ou trés pontos, é possivel determinar o diagrama de Voronoi
de forma simples.

2.1 Diagrama de Voronoi para um, dois ou trés pontos

Quando houver apenas um ponto, a célula de Voronoi serd o plano todo e o diagrama
de Voronoi serd vazio. Para dois pontos A e B, basta construir a mediatriz do segmento
AB. Sobre a mediatriz de AB estdo os pontos que ficam a mesma distancia dos dois pontos
e as células de Voronoi sdo justamente os semiplanos fechados definidos pela mediatriz. O
diagrama de Voronoi correspondente resulta ser a propria mediatriz do segmento formado
pelos dois pontos.

Para trés pontos, tem-se dois casos possiveis: pontos colineares ou nao colineares. Con-
sidere primeiro o caso do diagrama de Voronoi para trés pontos A, B, e C nio colineares.
Inicialmente sdo determinadas as mediatrizes dos segmentos AB, BC' e C'A como ilustrado
na Figura 3.
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Figura 3. Construcao das mediatrizes.

O ponto de encontro das mediatrizes é o ponto que esta a mesma distancia dos pontos A,
B e C e sera chamado de vértice do diagrama de Voronoi. Note que este ponto é justamente
o circuncentro do tridngulo ABC'. Para determinar como serao as células de Voronoi para
cada ponto, note que sobre a mediatriz do segmento formado por dois pontos, ha pontos
que estao mais proximos do terceiro ponto do que dos dois pontos que formam o segmento,
assim esses pontos pertencem a regido de influéncia do terceiro ponto. Basta eliminar entdo
esses pontos em cada mediatriz para obter a representacao adequada das células de Voronoi.
Note, por exemplo, que para o ponto de influéncia A na Figura 3, a parte inferior a esquerda
da mediatriz do segmento BC sera desconsiderada, pois estes pontos estdo mais préximos
do ponto A e portanto pertencem a regiao de influéncia de A. O mesmo serd feito com as
outra mediatrizes conforme a Figura 4:

Figura 4. Eliminacio dos segmentos que invadem as regides de influéncia.

A figura restante, apos a eliminacdo dos segmentos, serd o diagrama de Voronoi para
estes trés pontos no plano.
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Figura 5. Diagrama de Voronoi para os pontos nio colineares A, B e C.

Se os trés pontos forem colineares, o diagrama de Voronoi serd formado por retas (me-
diatrizes) paralelas. Isto sera enunciado e ilustrado no Teorema 3.

Todas as figuras consideradas na discussao anterior foram geradas usando o GeoGebra,
mas é possivel usar este software para uma exploragao mais dinimica de outras propriedades
do diagrama de Voronoi.

2.2 Usando o GeoGebra para explorar o diagrama de Voronoi na
métrica Euclidiana

O diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana pode ser gerado no GeoGebra usando os
comandos DiagramaDeVoronoi ou Voronoi como ¢ ilustrado na Figura 6.

| €7 GeoGebra = o x

1 Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

o

ALALBNONON Ll S 2=z <

~ Janela de Visualizagéo Xl | = Janela de Algebra

AC~ [Bhav i

Lugar Geométrico
® diagrama1 = DiagramaDeVoronoi[{A, B, C, D, E}]
Ponto

@ A=(-1.07,23.09)
® B=(2.05,16.67)

® C=(0.24,10.05)

®

°

D =(13.24,17.47)
E=(9.42,-0.01) 14

|diagrama
Entrada: Voronei[4,5,C,D E] &

Figura 6. Diagrama de Voronoi na métrica Euclidiana no GeoGebra.

A seguir serdo exploradas algumas propriedades do diagrama de Voronoi na meétrica
Euclidiana. As demonstragoes das propriedades consideradas podem ser encontradas em [3]
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ou [6].

Teorema 3 Seja P = {p1,pa,...,pn} um conjunto de pontos no plano. Se todos os pontos

forem colineares o Vor(P) consiste em n — 1 linhas paralelas. Caso contrdrio, Vor(P) é
formado por segmentos de reta ou semirretas.

Este resultado pode ser ilustrado com facilidade no GeoGebra manipulando diretamente
os pontos considerados e o comando Voronoi ou com ajuda de um controle deslizante.

Figura 7. Diagrama de Voronoi: Pontos Nao Colineares e Colineares.
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Na Figura 7, note como quanto mais proximos os pontos encontram-se da reta f,
os segmentos de reta no diagrama de Voronoi vao mudando sua inclinacao até se tor-
narem retas paralelas. Uma construcao dinamica correspondente pode ser acessada em
https://ggbm.at /c9E3hgjG.

Os proximos trés teoremas permitem determinar, através de circunferéncias, se um ponto
qualquer do plano é ponto interior de alguma célula, esta sobre uma tnica aresta, ou é um
dos vértices do diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos P = {p1,ps,...,pn}. Para
estabelecer a classificacdo, dado um ponto p ¢ P serd usada a notagao C), para denotar
um circulo com centro p que nao tem nenhum dos pontos do conjunto P no seu
interior.

Teorema 4 Um ponto p é um ponto interior de V(p;) se e somente se eziste um circulo C,,
tal que p; € o unico ponto de P na fronteira de Cp.

Figura 8. Ponto interior a p;.

Note na Figura 8, que a circunferéncia em destaque, é a tnica com centro em p, que
possui um ponto de P na fronteira e nenhum ponto de P no interior.

O Teorema 5 carateriza os pontos que pertencem exatamente a duas células de Voronoi,
isto é, sao pontos no interior relativo a uma das arestas e nao sao vértices.

Teorema 5 Um ponto p é um ponto interior da aresta V(p;) N V(p;) se, e somente se,
existe um circulo C, tal que exatamente os pontos p; e p; de P, estdo na fronteira de Cp.

Na Figura 9, é ilustrado o fato de que para um ponto p no interior da aresta é possivel
construir um circulo C,, com exatamente os pontos p; e p; na fronteira de C,. A figura
também ilustra o fato de que esta mesma propriedade é satisfeita por pontos p’ e p”’ sobre
a aresta que estejam suficientemente prézimos de p.
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Figura 9. Pontos interiores a aresta de Voronoi.

Teorema 6 Um ponto p é um vértice de Voronoi se, e somente se existe um circulo C, tal
que hd pelo menos trés pontos de P na fronteira de C,,.

Figura 10. Ponto sobre o vértice de Voronoi.

Na Figura 10, é ilustrado o fato de que para um ponto p que seja vértice do diagrama
é possivel construir um circulo C}, com trés ou mais pontos de P na fronteira. Note que os
pontos p’ e p” prézimos de p, ndo tém esta propriedade.

Além de usar o GeoGebra para a construgao de graficos, é possivel utilizar as suas ferra-
mentas para ilustrar dinamicamente os trés teoremas anteriores simultaneamente. Um exem-
plo de uma construgao dindmica simples neste sentido pode ser encontrada em https://ggbm.
at/JpnqZnPr.

O seguinte resultado, carateriza as células de Voronoi em termos do fecho convexo do
conjunto P.

Teorema 7 A célula de Voronoi V (p;) é ilimitada se, e somente se, p; estd na fronteira do
fecho convezo de P.

A demonstragdo deste resultado utiliza os teoremas anteriores de caraterizagdo de pon-

tos via circunferéncias [3]. E possivel utilizar ferramentas bésicas do GeoGebra para ilus-
trar diversas partes da demonstracdo [6] ou construir uma ilustragdo dindmica do resul-
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tado. Um exemplo de uma construcdao dinamica neste sentido pode ser encontrada em
https://ggbm.at/PdBm5BvQ.

Figura 11. Células de Voronoi e Fecho Convexo de P.

3 Meétrica do Taxi

Nesta secao sera considerada a métrica do taxi. A métrica ou distancia do téxi (também
conhecida como métrica de Manhattan ou métrica L,) dr entre dois pontos A = (24, y,) €
B = (xp,yp) é definida como

dr(A, B) = |[vq — x| + [Ya — | (1)
I I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I L e e e |
I I I I I I I I I I I
7Y N A TS N S
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
SNREUNY U YN N AP S S P
] ] [} ] I I I ] [} I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
B e e S o
I I I I I I I I I I
-—rFr-- -——t-—-"4-=-=-I-—-=-I-—-—-F—-—t-- -——t-—="---
[} I I I I I I I I I
v Ya e S B
l A Ve — @y T
L= __J.___‘___I___I___L__L__.‘__J___I___I
I I I I I I I I I
1 I I I I I I I I
1 1 1 1 1 1 1 1 J
| S 2R R A A T
1 ] I I I 1 [} 1 I I I
T e e e I T T T |

Figura 12. Distancia ou métrica do taxi.

O nome de métrica do téxi é associado a esta métrica, pois numa regido com ruas sempre
paralelas ou ortogonais entre si, a distancia total percorrida para ir de taxi do ponto A ao
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ponto B é igual a soma das distancias percorridas em deslocamentos horizontais mais a soma
das distancias percorridas em deslocamentos verticais. Mas no plano, esta soma é justamente
a soma definida na Equacdo 1 como é ilustrado na Figura 12. Nosso objetivo final é utilizar
o GeoGebra para visualizar o diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos na métrica
do taxi, mas como ndo existe uma ferramenta pronta em GeoGebra para este proposito,
na sec¢ao seguinte serd desenvolvido um procedimento de representacao aproximado. Para
entender adequadamente este procedimento, nesta secdo serao considerados os conceitos
correspondentes & circunferéncia e mediatriz entre dois pontos na métrica do taxi e com
a ajuda do GeoGebra, serdo exploradas algumas das suas caracteristicas. Mais detalhes
dos conceitos e demonstragoes dos resultados considerados ao longo desta se¢ao podem ser
encontrados em [6, 8].

3.1 Taxi-Circunferéncia

A téaxi-circunferéncia de centro C' e raio r é o lugar geométrico dos pontos no plano que
na métrica do téxi distam r unidades do ponto C' = (x., y.). Assim, uma tdzi-circunferéncia
de raio r e centro C' = (z.,y.) é formada pelos pontos (z,y) que solucionam a equagao:

& — e+ ly— el = 7. (2)
A seguinte proposi¢ao caracteriza este lugar geométrico.

2

Proposigao 8 A tdzi-circunferéncia de centro C = (x¢,y.) e raio v é o quadrildtero de
vértzces (‘TC) yC Jr r)) (xC Jr T? yC)’ (xC7 yC - T.) e (:EC - T? yC)'

(Teyye + 1)

(ze 47,y (e +7,9c)

(Ic- Ye — 7‘)

Figura 13. Taxi-circunferéncia.

A representacao grafica de uma téxi-circunferéncia também pode ser obtida no GeoGebra
utilizando a expressao 2 como é ilustrado na Figura 14
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€7 GeolGebra - O X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
S -
-AV / B ) @ @ é.‘ x e ‘%’
~ Janela de Visualizagédo X |« Janela de A\ggb{a X
A Cv =1 fiv
_ Curva Implicita
r=27 ® a:abs(x-1)+abs(y-2)=2.7
- Nomero
e r=27
|
Entrada: abs(x - 1) + abs(y -2) = 1| a

Figura 14. Taxi-circunferéncia no GeoGebra.

3.2 Taxi-mediatriz

A mediatriz entre os pontos A e B (ou mediatriz do segmento AB) é definida como o
lugar geométrico dos pontos P tais que d(P, A) é igual a d(P, B). Considerando a defini¢do
da meétrica do Téaxi, para P = (z,y), A = (Za,ys) € B = (24, yp) temos que P pertence a
taxi-mediatriz de AB se, e somente se

© = zal + 1y = yal = [z =z + [y — - (3)

Em principio, parece natural usar diretamente a expressao anterior para gerar no Ge-
oGebra a taxi-mediatriz entre dois pontos, no entanto, veremos que esta implementagao
direta pode produzir uma representacdo um tanto confusa em certos casos. Nas Figuras 15
e 16 é ilustrado o uso direto da expressao 3 para gerar a representacao da téxi-mediatriz em
GeoGebra.

€7 GeoGebra - o x
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
DR EN N s ENE
~ Janela de Visualizagio X |~ Janela de Algebra X
fCe v fiv
Curva Implicita
® Mediatriz, : abs(x +2.77) + abs(y - 1) = abs(x - 2.99) + abs(y - 1)
Nimero
x,=-277
X, =299
Va=1
Yg=1
Ponto
® A=(-277,1)
A 8 B=(299,1)
. L]
Mediatriz, o
Entrada abs(x - x_A)+ abs(y - v_A) = abs(x - x_E) + abs(y - v_E) @

Figura 15. Taxi-Mediatriz no GeoGebra.
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A e B pode ou nao ser igual & mediatriz na métrica Euclidiana. Na Figura 15 a téaxi-
mediatriz coincide com a mediatriz na métrica Euclidiana, mas na Figura 16, a taxi-mediatriz
é formada por um segmento de reta unido a duas semirretas. A representagdo especifica

dependeré da inclinacdo m entre os pontos A e B.

~ Janela de Visualizagcao
W e~ v |4

Mediatriz,
Entrada

€2 GeoGebra —© ®
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
DR NcEHENE R

N

X[~ Janela de Algebra

S
Curva Implicita
® Mediatriz, : abs(x + 4.42) + abs(y - 5.02) = abs(x - 6.08) + abs(y + 3.(
Namero
X, =-4.42
X, =6.08
v, =502
V,=-36
Ponto
© A=(4.42,502)
©® B=(6.08,-3.6) N

Figura 16. Taxi-Mediatriz no GeoGebra.

Usando diretamente a expressdo (3) para gerar a representacao da téxi-mediatriz no caso
em que esta inclinacao é igual a 1 ou —1 o resultado no GeoGebra pode parecer confuso,

como sugerem as Figuras 17 e 18.

~ Janela de Visualizagdo

|

I
Ha

g
Mediatriz,g I

Entrada:

Morerepnonenand ¢

X[~ Janela de Algebra
[ for
Curva Impliicita
® Mediatriz,: abs(x - 1) + abs(y - 1) = abs(x - 5) + abs(y - 5)
Namero
x,=1
x,=5
V=1
V=5
Ponto
e A=(1,1)
® B=(55

ST A

7 GeoGebra - o *
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
I, gl
Bl AP ool N][=]]»)
X

Figura 17. Taxi-Mediatriz em GeoGebra

para m = 1.
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€7 GeoGebra - o x

Arquivo Editar Exibir Opgoes Feramentas Janela Ajuda Entrar...

B S clw FaNEIR
~ Janela de Visualizagao X |~ Janela de Algebra x
c~ 51> fiv
B3333 32320 Curva Implicita
| @ Mediatriz,,: abs(x - 1) + abs(y - 1) = abs(x - §) + abs(y +3)
x,=1

b A

.>

Figura 18. Taxi-Mediatriz no GeoGebra para m = —1.

Sem nenhum resultado teérico adicional, as representagoes apresentadas nas Figuras 17
e 18 s@o no minimo confusas e podem até parecer fruto de algum erro. A implementagao
direta e simples da equagdo da taxi-mediatriz no GeoGebra, ndo permite identificar ade-
quadamente o que acontece com a taxi-mediatriz quando m = 1 ou m = —1, como pode
ser verificado na construc¢do dinamica disponivel em https://ggbm.at/RVCjwEjB. A seguir,
serao apresentados os resultados tebricos que estabelecem adequadamente as carateristicas
da téxi-mediatriz.

Proposigao 9 Dados dois pontos A = (x4,Ya) € B = (xp,u), seja m a inclinagdo do seg-

B . . .. . Tq + T
mento AB. Se m = 0 entao a tdizi-mediatriz entre A e B serd a reta © = aTb. Se o
—-— . . L. . .. _ . +
segmento AB € vertical entao m € indefinida e a tdxzi-mediatriz serd a reta y = %

Note que neste caso a taxi-mediatriz coincide com a mediatriz na métrica Euclidiana. A
Figura 19 ilustra este fato considerando dois pontos A e B e as distancias entre os pontos
Py e P, sobre a taxi-mediatriz e os pontos A e B.

N

Fe==—-----e--

&

L

Figura 19. Taxi-mediatriz quando m = 0.
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LS
e

- - ——— -

Figura 20. Taxi-mediatriz quando m ¢é indefinido.

O seguinte resultado considera os casos em que |m| # 1 e m # 0. As Figuras 21 e 22
representam as tipicas taxi-mediatrizes para m > 1 e 0 < m < 1. Para um desenvolvimento
mais construtivo deste resultado veja [6].

Figura 21. Taxi-mediatriz para 0 < m < 1.

Proposicao 10 Dados dois pontos A = (v4,Ya) € B = (p,yp), seja m a inclinagio do
segmento AB.

e Se 0 < m < 1 entio a tdri-mediatriz entre A e B é formada pelo segmento de reta

entre 0s pontos (:ra + W,yb) e (xa - Wﬂa), a parte da reta
T =2q+ MM correspondente a y > v e a parte da reta x = xp, — MM
correspondente a y < y,.

e Se 1 < m entio a tdri-mediatriz entre A e B € formada pelo segmento de reta

entre os pontos (;va,yb - W) e (mb,ya + W), a parte da reta
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Y =Yg+ W correspondente a x > xy, e a parte da reta y = yp — Mg(m_l)

correspondente a x < x,.

e Se —1 < m < 0 entdo a tdzi-mediatriz entre A e B é formada pelo segmento de reta
entre 0s pontos (xa + w,yb) e (:ca - w,ya), a parte da reta
T =2Tq+ w correspondente a y < yp € a parte da reta x = xp — w
correspondente a y > y,.

e Sem < —1 entao a tdzi-mediatriz entre A e B é formada pelo segmento de reta entre

05 pontos (za,yb + Mﬂ> e (xb,ya - W), a parte da reta y =
Ya — w correspondente a T > 1 e a parte da reta y = yp, + MW
correspondente a x < .

Figura 22. Taxi-mediatriz para m > 1.

A proposi¢ao seguinte considera o caso em que |m| = 1. Nesta situagio a taxi-mediatriz
nao é formada apenas por retas ou segmentos de reta, sendo formada por um segmento de
reta unido a dois quadrantes do plano como é ilustrado nas Figuras 23 e 24

Proposigao 11 A tdzi-mediatriz de um segmento com inclinag¢io |m| = 1 € formada pela
uniGo de um segmento de reta e dois quadrantes conforme os dois casos a sequir:

e Se m =1 a tdwi-mediatriz é formada pelos quadrantes (x < x4, y > yp) € (x > Ty,
Yy < Ya), € pelo segmento da reta y = ‘”“‘*‘y“i‘z’w —x para v, < T < Xyp.

e Se m = —1 a tdzi-mediatriz € formada pelos quadrantes (x < x4, y < yp) € (x > xp,
Y > ya), e pelo segmento da reta y = =Lat¥a=TodVe 4 g parg z, < 2 < 5.

Com os conceitos anteriores sobre a taxi-mediatriz, é possivel construir uma ilustragao

mais completa no GeoGebra, como por exemplo a disponivel em https://ggbm.at/aAwc9pd]
1

1 Autoria de Marco Antoénio Manneta
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Figura 23. Taxi-mediatriz para m = 1.

Figura 24. Taxi-mediatriz para m = —1.
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4 Representacgao do diagrama de Voronoi na Métrica do
Taxi

Nesta secao serd apresentado um procedimento para obter uma representagao do dia-
grama de Voronoi na métrica do taxi. A ideia é a seguinte: Inicialmente considere para cada
ponto do conjunto P = {p1,pa2,- -+ ,pn} uma taxi-circunferéncia de centro em p; e raio r.

Figura 25. Taxi-Circunferéncias de centro em p; e raio r.

Considere também que o raio r varia de forma continua sobre o intervalo [0, c0). Quando
r = 0, o Gnico ponto sobre a téxi-circunferéncia é o préprio ponto p;, mas quando r vai
aumentando, qualquer ponto p do plano estard em algum momento sobre a circunferéncia
correspondente ao ponto p;.

A primeira vez que p estiver sobre a taxi-circunferéncia de centro em p;, para algum 1,
isto seria equivalente a dizer que p estd mais proximo ou pelo menos a mesma distancia de
p; do que de qualquer outro ponto p;, ou seja, p pertence & célula de Voronoi V(p;) se é
atingido primeiro pela circunferéncia correspondente a p;. Por outro lado, se fosse possivel
que r toma-se como valor inicial co e fosse decrescendo até 0, entdo todos os pontos estariam
em algum momento sobre cada téxi-circunferéncias, mas sd a ultima vez que um ponto p
fosse tocado por uma taxi-circunferéncia com centro em algum p;, isto significaria que p seria
um elemento da célula associada ao ponto p;.

E possivel emular esta ideia no GeoGebra com o uso de cores dinamicas e utilizando a
opcao de rastro para as taxi-circunferéncias. E claro que ndo é possivel inicializar r no valor
0o mas para uma escolha inicial suficientemente grande, é possivel obter uma representa¢io
aproximada do diagrama de Voronoi.
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\ \

Figura 26. Representacao do Diagrama de Voronoi na métrica do Taxi

No exemplo ilustrado na Figura 26 foi considerado r com valor inicial 13. A Figura 27
mostra a situacao quando quando r = 4, e é possivel notar como o rastro deixado pelas taxi-
circunferéncias vai colorindo diversos pontos do plano e as células correspondentes a cada
ponto comecam a ser esbogadas. Um mesmo ponto pode ter diferentes cores em diferentes
momentos, mas a cor deixada pela ultima circunferéncia que o atinge, indicara a célula de
Voronoi a qual pertence.

Figura 27. Representacao do Diagrama de Voronoi na métrica do Téaxi.

Na Figura 28 aparece o resultado final deste processo: uma representacido aproximada
do diagrama de Voronoi na métrica do taxi para P = {p1, p2, p3, P4, D5 }-
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Figura 28. Representacao do Diagrama de Voronoi na métrica do Taxi.

A partir da Figura 28, é possivel ver que no caso da métrica do téxi, as células nao
sdo necessariamente regides convexas. A Figura 28 parece sugerir também que as células
ilimitadas correspondem a pontos p; na fronteira do fecho convexo de P, mas como € ilustrado
na Figura 29, esto ndo é necessariamente verdade. O procedimento descrito anteriormente
pode ser explorado na animagcao disponivel em https://ggbm.at/US6vBbV4.

Figura 29. Células ilimitadas ndo correspondem a pontos na fronteira do fecho convexo.

5 Comentarios Finais

Ao longo do trabalho foi descrita a utilizagao do GeoGebra, tanto para ilustrar resultados
teoricos relacionados ao diagrama de Voronoi na métrica euclidiana, como para a exploracao
dos conceitos de taxi-circunferéncia e taxi-mediatriz. Estes resultados e conceitos estao base-
ados em ideias simples, mas nem sempre é imediata a sua compreensao. O uso do GeoGebra
permite aprimorar a compreensao destes conceitos. Foi ilustrado também, que uma imple-
mentacao direta no GeoGebra da equagdo da taxi-mediatriz, poderia levar a confusdes sem
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a adequada fundamentacao teérica. Foi descrito também como GeoGebra pode ser usado
para produzir uma representacao do diagrama de Voronoi na métrica do taxi. E importante
destacar que este procedimento de representacao pode ser estendido a outras métricas, se ha
uma construcdo adequada da circunferéncia correspondente. Finalmente, queremos desta-
car que as ligacoes entre as ideias aqui discutidas e alguns conceitos considerados no ensino
meédio, permitem ao professor de Matematica estabelecer situagoes-problemas interessantes,
com aplicacgoes diretas de conceitos geométricos e que quando desenvolvidas com ajuda de
ferramentas computacionais como GeoGebra, podem estimular o processo de aprendizado.
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Resumo: Apresentamos neste trabalho alguns paradoxos geométricos, assim como as ati-
vidades sobre os paradoxos de Curry e de Hooper aplicadas em turmas da Educacao Basica
e do Ensino Superior com o intuito de investigar, através de uma atividade recreativa e
de um questionario, como os estudantes empregam conceitos e defini¢des para solucionar
problemas geométricos. As atividades evidenciaram a formacéo deficiente dos estudantes do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio em Geometria Plana e em Geometria Analitica e
concluimos que os professores de matematica poderiam empregar a Matemaética Recreativa
para motivar a aprendizagem.

Palavras-chave: Matematica Recreativa; paradoxo do tabuleiro; paradoxo de Curry; pa-
radoxo de Hooper.

Abstract: We present in this work some geometric paradoxes as well as the activities about
the Curry and Hooper paradoxes applied in classes of basic and higher education in order to
investigate, through a recreational activity and a questionnaire, how students use concepts
and definitions to solve geometric problems. The activities revealed the deficient formation
of the elementary and high school students in Plane Geometry and in Analytic Geometry
and we concluded that mathematics teachers could use Recreational Mathematics to moti-
vate learning.

Key words: Recreational Mathematics; the checkerboard paradox; Curry’s paradox; Hoo-
per’s paradox.

1 Introducao

Um paradoxo é uma declaragao que vai contra o senso comum, expectativas ou definicoes;
é uma proposicao que, apesar de aparentar um raciocinio coerente, demonstra falta de
logica. A palavra paradoxo provém do grego paradoksos: o prefixo para significa contrario
a, ou oposto de, e o sufixo dozo, opinido. No latim, paradorum é uma sentenca que se
opoe & opiniao comum. Bons exemplos sao o paradoxo do mentiroso, cuja primeira versao
conhecida é atribuida a Eubulides de Mileto (século IV a.C.) [1], o paradoxo do altruista e
o paradoxo do Tangram, este um paradoxo geométrico.

Paradoxo 1.1 (Paradoxo do mentiroso) Um homem diz que estd mentindo. O que ele
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diz é verdadeiro ou falso?

e Se 0 homem estd mentindo, o que ele diz é verdadeiro. Logo, ele ndo é mentiroso.
Contraditoério!

e Se 0 homem ndo estd mentindo, o que ele diz é falso. Logo, ele é mentiroso. Contra-
ditério novamente.

Paradoxo 1.2 (Paradoxo do altruista) Uma pessoa € altruista se ndo pensa em si mes-
ma. Considere um individuo que pensa em uma pessoa somente se ela € altruista.

e Se o individuo é altruista, entdo ele pensa em si mesmo. Logo, ele ndo é altruista.
Contraditoério!

e Se o individuo ndo é altruista, entdo ele ndo pensa em si mesmo. Logo, ele é altruista.
Novamente, contraditorio.

Paradoxo 1.3 (Paradoxo do Tangram) Na Figura 1, qual das duas gravuras de um chi-

nés tem a maior drea?

Figura 1. Paradoxo do Tangram [2]

e O Tangram é um antigo quebra-cabeca chinés composto por sete pecas que formam
um quadrado. O mesmo conjunto de pegas do Tangram pode produzir duas figuras
com areas aparentemente diferentes, uma das quais é um subconjunto apropriado da
outra, como na Figura 1. Essa contradi¢do foi denominada paradozo do Tangram [3].

Para [4], os melhores paradoxos sdo os mais faceis de afirmar e os mais dificeis de resolver.
Entao, solucionar um paradoxo seria como desvendar um truque? Seria méagica? Poderia-
mos, enquanto professores de matemaética, empregar paradoxos para introduzir/investigar
conceitos, principalmente geométricos? Segundo [5], a resposta é sim, pois “Os Paradoxos
Geométricos sao tratados na Matemaética Recreativa, desenvolvendo habilidades de racioci-
nio matemaético por parte do aluno, tornando a Matematica e o raciocinio légico dedutivo
mais atrativos".
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Dessa forma, inspirados principalmente por [6], propusemo-nos a apresentar alguns pa-
radoxos geométricos para estudantes da Educacao Béasica e do Ensino Superior. O objetivo
do trabalho é investigar como os estudantes do Ensino Fundamental, do Ensino Médio e
do Curso de Licenciatura em Matemaéatica empregam conceitos de Geometria Plana e de
Geometria Analitica, tais como area, o Teorema de Pitagoras e o coeficiente angular da
reta, para desvendar os paradoxos ou truques geométricos e, também, motiva-los para o
estudo desses conceitos. Todas as figuras empregadas no texto para desvendar os truques
geométricos foram construidas no GeoGebra [7].

2 Desenvolvimento

2.1 O paradoxo do tabuleiro

O paradoxo do tabuleiro (The checkerboard paradoz) é um paradoxo no qual o principio
da distribuigdo oculta [6, 8] é responséavel por misteriosos “ganhos” ou “perdas” de &reas.

Na Figura 2(a), temos & esquerda um tabuleiro quadrado 8 x 8 com area igual a 64. Esse
tabuleiro é cortado em duas partes que, reencaixadas, formam a figura & direita com area
igual a 63. Na manipulacao, uma unidade de &rea some.

ITTTL ]

| n -

M A o o B

5 B

=

Y 0
- e o
o I

(a) Paradoxo do tabuleiro [6] (b) Construgéo do paradoxo do tabuleiro

Figura 2. Desvendando o paradoxo do tabuleiro

A explicagio para o truque é que o tabuleiro ndo é cortado segundo sua diagonal. Ele
é cortado do ultimo quadrado da primeira linha até o segundo quadrado da tltima linha.
Devido a este corte, cada quadrado cortado nao foi cortado ao meio, mas sim de maneira que,
quando deslocados, parecam quadrados como os demais, mas nao sao. E quando deslocamos
as pecas de maneira que se encaixem, percebemos, como na Figura 2(b), que as duas pegas
se sobrepdem e a area da regiao sobreposta é a drea do quadrado que sumiu.

2.2 O paradoxo de Curry

O paradoxo de Curry é uma ilusao de 6tica com figuras geométricas planas criado pelo
famoso mégico amador norte-americano Paul Jerome Curry (1917-1986). Devido a ilusdo,
muitos autores nao o consideram um paradoxo geométrico. No paradoxo do quadrado per-
dido, como também é chamado, quatro figuras sao reagrupadas de maneira a faltar um
quadrado, como ilustra a Figura 3.
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Figura 3. Paradoxo de Curry: o enigma do quadrado perdido

Para desvendar o paradoxo de Curry, podemos empregar conceitos geométricos, tais como
o céalculo de areas, o Teorema de Pitagoras, a semelhanca de tridngulos e a declividade da
reta, e de Teoria dos Numeros, como a sequéncia de Fibonacci. O emprego destes conceitos
conduz & conclusao de que os tridngulos retangulos de catetos de medidas Suc e 13uc da
Figura 3 sao uma ilusao de 6tica. Na verdade, eles sao quadrildteros é ha uma diferenca de
areas, como comprova a Figura 4.

Figura 4. Desvendando o paradoxo de Curry
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2.2.1 Area

Na Figura 3, temos, a principio, dois tridngulos retangulos de medidas congruentes,
compostos pelas mesmas quatro pecgas, porém com um quadrado a menos. Mas como é
possivel dois tridingulos com as mesmas medidas terem areas diferentes?

Para [9, 10] isto ndo é possivel.

“Intuitivamente, a drea de uma regiao no plano é um ntimero positivo que associa-
mos & mesma e serve para quantificar o espaco por ela ocupado. Para encontrar
a area de uma figura F', devemos comparar sua superficie, espaco ocupado, com a
de outra figura tomada como unidade. O resultado serd um ntmero que exprime
quantas unidades de area estad contida na figura F. Para o conceito de area ter
validade, uma das propriedades validas afirma que poligonos congruentes tém
areas iguais".

Considerando os triangulos da Figura 3, “para que sejam congruentes devemos deslocar
um deles no espago, sem deforma-lo, até coincidir com o outro" [9]. Ao deslocarmos um
tridngulo de maneira a fazé-lo coincidir com o outro, a area do quadrado faltante ndo sera
comum a ambos os tridngulos. Logo, os tridngulos nao sao congruentes uma vez que nao
tém a mesma area.

Para calcular as areas das partes dos tridngulos da Figura 3 usaremos como unidade de
medida o quadrado unitario, ou seja, o quadrado que tem o lado medindo uma unidade de
comprimento, representada por luc, e area igual a uma unidade de area, representada por
lua. Assim, o tridngulo retangulo cujos catetos medem 5uc e 13uc, doravante denominado
tridngulo 5 x 13, tem 32, 5 quadrados unitarios, ou seja, tem area igual a 32, 5ua. Calculando
a area de todas as partes desse tridngulo, temos que:

1. Area do triangulo retangulo 3 x 8: ¥ = 12ua;
2x5

2. Area do triangulo retangulo 2 x 5: = Sua;

3. Area dos poligonos ndo-convexos: 3+ 5 = 8ua e 2+ 5 = Tua.

Somando as areas das pecas, determinamos uma area total de 32ua. Ha uma falta de
0,5ua para a area do triangulo 5 x 13. Portanto, essas quatro pegas ndo podem formar o
triangulo 5 x 13.

2.2.2 O Teorema de Pitagoras

Ja temos uma primeira inconsisténcia em relacdo as areas. Verifiquemos entdo se a
hipotenusa h; do triangulo retangulo 5 x 13 equivale & soma das hipotenusas hs e hs dos
tridangulos retangulos 3 x 8 e 2 x 5, respectivamente. Usaremos para tanto o Teorema
de Pit4goras. Este teorema é enunciado em [10] como “um dos mais belos e importantes
teoremas da Matematica de todos os tempos".

Teorema 2.1 (Teorema de Pitagoras) Em qualquer tridngulo reténgulo, a drea do qua-
drado cujo lado € a hipotenusa € igual & soma das dreas dos quadrados que tém como lados
cada um dos catetos.

Empregando o Teorema 2.1, constatamos que:
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1. Hipotenusa hy do tridngulo retangulo 5 x 13: hi?=524132= hy = V194;
2. Hipotenusa ho do triangulo retangulo 3 x 8: ho® = 32 + 82 = hy = /73;

3. Hipotenusa hs do tridngulo retangulo 2 x 5: hg? = 22 4+ 52 = hg = /20.
Estamos supondo que h; = hy + hs. Logo:

hi = ha + hs;
V194 = V73 4 V29;
2 2
(\/194) - (\/ﬁ+ \/@) ;
194 = 73 + 29 + 2/73 x 29;
194 — 73 — 29 = 2/73 x 20;

92
? =73 X 29,
167 = (VT3 x 29)°;

2116 = 2117. (1)

A igualdade (1) é uma contradi¢ho. Assim, a hipotenusa h; do tridngulo retangulo
5 x 13 nao equivale & soma das hipotenusas hs e hz dos tridngulos retangulos 3 x 8 € 2 x 5,
respectivamente.

2.2.3 Semelhanga de triangulos

Apos constatarmos outra inconsisténcia de medidas, investiguemos agora se os tridngulos
retangulos 5 x 13, 3 x 8 e 2 x 5 sdo semelhantes. A semelhanca de tridngulos é definida
em [11] como a seguir.

Definicao 2.1 Dois tridngulos sao semelhantes se, e somente se, possuem o0s trés dangulos
internos ordenadamente congruentes e os lados homdlogos proporcionais.

Dessa forma, se dois pares de lados correspondentes forem proporcionais, entao os angulos
internos correspondentes serdo congruentes e dois tridngulos serdao semelhantes. Compare-
mos os trés tridingulos retangulos da Figura 3.

1. Triangulos retangulos 5 x 13 e 3 x 8:

2= 2 2
: )
A igualdade (2) ndo ¢ verdadeira, uma vez que para tal, 40 deveria ser igual a 39.

2. Triangulos retangulos 5 x 13 e 2 x 5:

—=3 (3)

A igualdade (3) nao é verdadeira, uma vez que para tal, 25 deveria ser igual a 26.
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3. Triangulos retangulos 3 x 8 e 2 x 5:

g 4
2 5 )
A igualdade (4) nao é verdadeira, uma vez que para tal, 15 deveria ser igual a 16.

As igualdades (2), (3) e (4) sdo falsas. Dessa forma, os tridngulos retangulos nao sao
semelhantes.

2.2.4 Declividade da reta

Depois da terceira inconsisténcia de medidas, analisemos se a reta suporte da hipotenusa
hy do triangulo retangulo 5 x 13 é a reta suporte das hipotenusas ho e hsg dos triangulos
retangulos 3 X 8 e 2 x 5, respectivamente. Isto equivale a verificar inicialmente se as retas
suportes tém a mesma declividade. Os tridngulos retangulos da Figura 3 sugerem que a reta
suporte das trés hipotenusas é a mesma. O coeficiente angular de uma reta r, ilustrada na
Figura 5, é definido por [12] da forma que segue.

. . . sena
Figura 5. Declividade da reta r: coeficiente angular m = tana = J_
x Ccosx

Definigao 2.2 O coeficiente angular de wuma reta v nao perpendicular ao eizo das abcissas

€ o nimero real m tal que

seno
m =tana =

(5)

Ccosx

A partir da igualdade (5), podemos determinar a medida do angulo « de inclinagdo da
reta r:

a = arctan (%) . (6)

Empregando as relagoes (5) e (6), obtemos:

1. Coeficiente angular m; da reta suporte da hipotenusa hy: mq =

13
Angulo de inclinacio a; da reta suporte de hi: o = arctan () ~ 21, 04°;
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3
2. Coeficiente angular ms da reta suporte da hipotenusa ho: mo = 3= 0,375;

R 3
Angulo de inclinacdo as da reta suporte de ho: g = arctan (8> = 20, 56°;

2
3. Coeficiente angular m3 da reta suporte da hipotenusa hz: m3 = - = 0,4;

R 2
Angulo de inclinacido ag da reta suporte de hz: az = arctan (5> =~ 21, 80°.

Como os coeficientes angulares sao diferentes, as hipotenusas dos tridngulos retangulos
5x 13,3 x 8 e 2 x 5 tém retas suportes distintas.

2.2.5 A sequéncia de Fibonacci

Os nameros 2, 3, 5, 8 e 13, medidas dos catetos dos trés tridngulos retangulos da Figura
3, sdo termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

0, n=0,
S,=¢ 1, n=1, (7)
Snfl + Sn727 n > 2.

Em [6], o sistema de equagoes (8) é descrito para calcular os ganhos ou perdas de area
em figuras que tém os nimeros da sequéncia de Fibonacci como medida dos lados.

Proposigao 2.1 Sejam A, B e C trés nimeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci e
X a perda ou ganho de drea. As equagoes do sistema

A+B=C, ®)
B’>=A-C+X,

relacionam A, B, C e X.

No sistema (8), a segunda equagio é a Identidade de Cassini (Jean-Dominique Cassini
(1625-1712)). Considerando nesse sistema A =5, B =8 e C = 13, obtemos X = —1. Desse
modo, X = —1 significa que o reagrupamento das pecgas na Figura 3 provocou o ganho de
um quadrado unitéario.

2.3 Outras formas para o paradoxo de Curry

Outra forma do paradoxo de Curry ¢ a forma quadrada. Nesta, um quadrado de lado ¢
é divido em pegas que formam outro “quadrado” de lado ¢, porém com um “buraco". Curry
trabalhou em muitas variacoes de quadrados, mas nao conseguiu construir um quadrado
que pudesse ser dividido em menos de cinco pecas e ainda produzisse um “buraco” que nao
tocasse a borda. As Figuras 6 e 7 ilustram duas das formas quadradas propostas por Curry.
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(a) Forma quadrada do paradoxo de Curry com cinco pecas

(b) Desvendando a forma quadrada do paradoxo de Curry com cinco pecas

Figura 6. Construgdo da forma quadrada do paradoxo de Curry com cinco pecas
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(a) Forma quadrada do paradoxo de Curry com quatro pecas

(b) Desvendando a forma quadrada do paradoxo de Curry com quatro pegas

Figura 7. Construgao da forma quadrada do paradoxo de Curry com quatro pegas

No paradoxo de Curry, além do tridngulo retangulo ha uma variedade interessante de
tridngulos isosceles divididos em quatro, cinco, seis ou sete pecas que formam um “buraco”
de dois, quatro ou seis quadrados unitérios [6, 8]. Esses tridngulos podem ser construidos
de duas maneiras:

1. os lados congruentes do tridngulo isésceles nao coincidem com os lados das pegas;

2. as pegas se sobrepoem.

143



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.19 , n°.2, Jul/Dez, 2017

A explicagdo para estes paradoxos, os tridngulos isésceles de Curry, continua a mesma:
as figuras sdo uma ilusdo de 6tica. Podemos observar as falhas na Figura 8.

(a) Forma triangular do paradoxo de Curry

(b) Desvendando a forma triangular do paradoxo de Curry

Figura 8. Construgdo da forma triangular do paradoxo de Curry

2.4 O paradoxo de Hooper

Segundo [6], outro paradoxo que provoca a perda ou o ganho de area é encontrado
originalmente em Rational Recreations de William Hooper, uma obra de quatro volumes
publicada em Londres em 1774. O paradoxo de Hooper consiste na divisao de uma figura
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em pecas e no reagrupamento destas para formar outra figura, porém com érea diferente da
figura original. Em [6, 13] esse paradoxo & apresentado da seguinte forma: um quadrado
com lado medindo 8uc, de area 64ua, é transformado em um retangulo de dimensoes 5uc
e 13uc, de area 65ua, como ilustra a Figura 9(a). Neste caso, podemos observar na Figura
9(b) que o quadrado de lado 8uc ndo tem falhas, enquanto no retangulo falta uma &rea
préoxima & diagonal. Esta &rea meda lua, exatamente o que o quadrado tem a menos do
que o retangulo. Novamente, podemos utilizar conceitos geométricos para investigar a ilusao
provocada pelo reagrupamento das pegas.

(a) Paradoxo de Hooper: 64 = 657

(b) Desvendando o paradoxo de Hooper: 64 = 657

Figura 9. Construgdo do paradoxo de Hooper

3 Resultados e discussao

As atividades foram propostas com o intuito de mensurar o dominio de conceitos de
Geometria Plana e/ou de Geometria Analitica por partes dos estudantes dos trés niveis de
ensino. Nas turmas do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, apresentamos o paradoxo
de Curry para os estudantes construindo os triangulos no GeoGebra - Figura 10, e em Etil
Vinil Acetato (EVA) - Figura 11.
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Figura 10. Triangulos de Curry construidos no GeoGebra
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Figura 11. Tridngulos de Curry construidos em EVA

3.1 Ensino Fundamental

A atividade com quatro questoes foi aplicada em uma turma do nono ano do Ensino
Fundamental de uma escola publica estadual em Matinhos-PR. Dos 22 estudantes dessa
turma, 17 estavam presentes. Discutimos com os estudantes, de maneira similar & introducao
deste trabalho, o que seria um paradoxo e apresentamos o paradoxo de Curry. Conceitos
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geométricos como a area de algumas figuras planas e o Teorema de Pitdgoras foram revistos.
Essa parte durou 50 minutos, o tempo de uma aula. Na aula seguinte, durante mais 50
minutos, os estudantes responderam, trabalhando individualmente, as questoes que seguem.
A Figura 12 mostra os resultados gerais da atividade.

Questao 3.1 (1* questao) A soma das dreas de cada pega é igual & drea dos tridngulos
formados pelas pecas?

Questao 3.2 (2% questao) Utilizando o Teorema de Pitigoras, calcule a medida da hipo-
tenusa dos trés tridngulos retingulos. O que vocé conclui? Empreque a mdquina calculadora
para justificar sua conclusao.

Questao 3.3 (3% questao) Observando a figura e a sua constru¢do no GeoGebra, o que
vocé conclui sobre os tridngulos formados pelas pegas e sobre o quadrado perdido?

Questao 3.4 (4* questao) Com base nas conclusées sobre o paradozo de Curry, o que
vocé tem a dizer sobre o paradozo de Hooper?

RESPOSTAS DO ENSINO FUNDAMENTAL

Questdo 1 Questdo 2 Questdo 3 Questdo 4

B corretas ncorretas  WN3o responderam

Figura 12. Respostas as questoes da atividade para o Ensino Fundamental [8]

3.2 Ensino Médio

A atividade com cinco questoes foi aplicada em uma turma do terceiro ano do Ensino
Médio de um colégio publico estadual em Matinhos-PR. Dos 39 estudantes dessa turma,
30 estavam presentes, sendo que 24 responderam as questoes propostas e 6 nao devolveram
0 questionario com as respostas. Discutimos com os estudantes, de maneira anéloga &
introducao deste trabalho, o que seria um paradoxo e apresentamos o paradoxo de Curry.
Conceitos de Geometria Analitica, como a equacdo geral da reta e o coeficiente angular da
reta, foram revisados. Essa parte durou uma aula de 50 minutos. Na aula seguinte, durante
mais 50 minutos, os estudantes responderam, trabalhando individualmente, &s questoes
listadas a seguir. A Figura 13 ilustra os resultados gerais da atividade.
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Questao 3.5 (1 questao) Determine a equacdo geral y = mx + n da reta suporte da
diagonal dos reténgulos de dimensdes 13 x5, 8 x 3 e 5 x 2. Use a mdquina calculadora para
determinar o dngulo de inclina¢ao das retas.

Questao 3.6 (2 questao) No primeiro tridngulo formado pelas quatro pegas, calcule:
a) y(0) ; b) y(8); ¢) y(13). As imagens calculadas coincidem com os valores verificados na

figura?

Questao 3.7 (3% questao) No segundo tridngulo formado pelas quatro pegas, calcule:
a) y(0); b) y(5); ¢) y(13). As imagens calculadas coincidem com os valores verificados na

figura?

Questao 3.8 (4% questao) Observando a figura e a sua constru¢do no GeoGebra, o que
vocé conclui sobre os tridngulos formados pelas pecas e sobre o quadrado perdido?

Questao 3.9 (5 questao) Com base nas conclusées sobre o paradoxzo de Curry, o que
vocé tem a dizer sobre o paradozo de Hooper?

RESPOSTAS DO ENSINO MEDIO

12
| l I I I

Questdo 1 Questdo 2 Questdo 3 Questdo 4 Questdo 5

= o

ra

B corretas incorretas M N30 responderam

Figura 13. Respostas as questoes da atividade para o Ensino Médio [§]

3.3 Ensino Superior

A atividade foi aplicada em uma turma do segundo periodo do Curso de Licenciatura
em Matematica de uma universidade publica federal, na disciplina de Geometria Espacial.
Dos 37 estudantes dessa turma, 13 estavam presentes. Discutimos com os estudantes o que
seria um paradoxo, exemplificando com paradoxos légico-mateméticos e com os paradoxos
geométricos de Curry e de Hooper. Os estudantes trabalharam em duplas durantes duas
aulas de 50 minutos. O roteiro de atividades proposto para o Ensino Superior é praticamente
0 mesmo proposto para o Ensino Fundamental, uma vez que os estudantes ja haviam cursado
Geometria Plana no semestre anterior. A Figura 14 mostra os resultados gerais da atividade.
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Questao 3.10 (1¢ questao) A soma das dreas de cada pega € igual G drea dos tridngulos
formados pelas pecas?

Questao 3.11 (2 questao) Utilizando o Teorema de Pitdgoras, calcule a medida da hi-
potenusa dos trés tridngulos retingulos. O que vocé conclui?

Questao 3.12 (3* questao) Qual € sua explicag¢io para o quadrado perdido?

Questao 3.13 (4% questao) Com base nas conclusées sobre o Paradozo de Curry, o que
vocé tem a dizer sobre o Paradozo de Hooper?

RESPOSTAS DA LICENCIATURA EM MATEMATICA

12

B
0

Questdo 1 Questdo 2 Questdo 3 Questdo 4

=

%]

B corretas incorretas

Figura 14. Respostas as questdes da atividade para o Ensino Superior [8]

3.4 Analise das atividades

A partir da analise das respostas dos roteiros de atividades que aplicamos em sala de
aula, verificamos que os estudantes das turmas do Ensino Fundamental e do Ensino Médio
tém dificuldades para empregar conceitos e defini¢Oes; uma minoria é capaz de efetuar os
célculos associados corretamente e, ainda, uma parte desta minoria nao sabe como usar esses
calculos para justificar a solucdo dos problemas propostos. Quanto ao Ensino Superior, os
resultados foram satisfatérios. Mesmo assim, constatamos a falta de rigor matemaético nas
solucoes apresentadas, assim como o mau uso da linguagem escrita.

4 Conclusoes
Apresentamos neste trabalho alguns paradoxos geométricos e empregamos os paradoxos

de Curry e de Hooper para avaliar a aprendizagem de contetudos de Geometria Plana e de
Geometria Analitica.
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Os resultados das atividades aplicadas na Educagdo Bésica, principalmente no que diz
respeito ao célculo de dreas, nos fazem pensar que a Geometria, mesmo constando nos Pa-
rametros Curriculares Nacionais para Matematica, é negligenciada ou pouco abordada/ex-
plorada em sala de aula no Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Em 1989, [14] ja
afirmava/questionava:

Quanto ao ensino de Geometria, o problema torna-se ainda mais grave: constata-
se que ele vem gradualmente desaparecendo do curriculo real das escolas. Sera
que este conhecimento ndo é necessario ao homem moderno? Tera a geometria
perdido sua importancia do ponto de vista educacional? Que outros motivos
fizeram com que ela fosse praticamente expulsa da sala de aula?

Transcorridos quase trinta anos, a situagao nos parece a mesma ou pior. Estamos cientes
de que os resultados de duas turmas sao insuficientes para fazermos inferéncias representa-
tivas sobre o ensino de Geometria na Educacao Bésica brasileira. Contudo, os resultados da
prova de Matematica e suas Tecnologias do ENEM - Exame Nacional do Ensino Médio, que
apresenta um numero expressivo de questoes sobre Geometria Plana e Geometria Espacial,
parecem corroborar essa conclusio.

Assim, devemos, enquanto professores de Matemaética, trabalhar para incluir efetiva-
mente a Geometria no curriculo da Educagdo Béasica. E nesse processo inclusivo, poderiamos
empregar a Matematica Recreativa para estabelecer/explorar conceitos geométricos.
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Resumo: O aprendizado de um contetiddo mateméatico pode se tornar mais atrativo para o
estudante se estiver associado a alguma aplicacdo. Partindo desse principio, esse trabalho
apresenta aos professores de matematica do Ensino Médio uma proposta de aplicacdo do
contetido de matrizes & uma técnica criptogréfica, ou seja, uma técnica para codificar e deco-
dificar mensagens, chamada Cifra de Hill. Além de mostrar uma aplica¢ao de um contetido
matematico, esse trabalho também apresenta uma possibilidade de trabalhar a integracao
de diferentes disciplinas em sala de aula, ja que fazemos uso de conhecimentos bésicos de
programacao de computadores, contetido essencial para os estudantes no dia de hoje, na
proposta de aula aqui apresentada.

Palavras-chave: criptografia; matrizes; Hill; cifra.

Abstract: Learning mathematical content may become more attractive to students if they
are associated with an application. Based on this principle, this work presents to teachers of
high school mathematics a proposal to apply matrix content to a cryptographic technique,
that is, a technique for encoding and decoding messages, called Hill Cipher. In addition
to showing an application of mathematical content, this work also presents a possibility of
working the integration of different, disciplines in the classroom, since we make use of ba-
sic knowledge of computer programming, essential content for students today, in the lesson
proposal presented here.

Key-words: encryption; matrices; Hill; cipher.

1 Introducao

O mundo esté sofrendo varias transformacoes, mas alguns aspectos permanecem iguais.
Hoje, assim como no passado, para muitos jovens, aprender matemética na escola é uma
experiéncia dificil e, as vezes, desestimulante. Segundo D’Ambrosio [1] os professores em
geral mostram a matematica como um corpo de conhecimentos acabado e polido. “Ao aluno
nao é dado em nenhum momento a oportunidade ou gerada a necessidade de criar nada,
nem mesmo uma solu¢do mais interessante. O aluno assim, passa a acreditar que na aula
de Matematica o seu papel é passivo e desinteressante"[1].
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Aprender nao é a simples aquisicdo de técnicas e habilidades e nem a memorizacao de
algumas explicagoes e teorias [2]. Por isso, sempre que possivel, sugere-se que o professor
mostre uma aplicagdo com o objetivo de estimular e facilitar o aprendizado de um deter-
minado contetdo. “A possibilidade de compreender conceitos e procedimentos mateméaticos
¢é necessaria tanto para tirar conclusoes e fazer argumentacoes, quanto para o cidadao agir
como consumidor prudente ou tomar decisdes em sua vida pessoal e profissional"[3]. Nesta
mesma dire¢ao, Charlot [4] aponta que a educagao ndo consiste em transmitir conhecimentos
acabados, mas em propor aos alunos situagoes e problemas que desencadeiam uma atividade
intelectual que, com a ajuda do professor, leve ao conhecimento. E ainda, que essas situacoes
provoquem o aluno a despertar algum conhecimento anterior, no contexto da aprendizagem
significativa. A aprendizagem significativa, conforme Moreira [5], é aquela em que as ideias
expressas simbolicamente interagem de maneira substantiva e nao arbitraria com aquilo que
o aluno ja sabe.

Partindo dessa teoria de aprendizagem, esse trabalho tem o objetivo de apresentar aos
professores de matemaética uma proposta de aplicacao do conteido de matrizes & uma técnica
de criptografia, ou seja, um procedimento para codificar e decodificar mensagens. Atual-
mente, existem diversos trabalhos ja publicados sobre esse tema. Abaixo escolhemos trés
pesquisas que mais se aproximam do nosso estudo.

O trabalho de mestrado intitulado “Criptografia matricial aplicada ao ensino médio”,
Schurman [6] teve como objetivo geral apresentar uma sequéncia didatica para trabalhar o
contetido matrizes com alunos do ensino médio. O autor aponta que o conceito de matrizes é
amplamente utilizado em diversas &reas do conhecimento, tais como Economia, Engenharia,
Tecnologia, dentre outros. E ainda mais importante que entender o conceito de matrizes é
“preciso atribuir sentindo a ele, pois com isso os alunos poderao perceber a necessidade de
representacao matricial nos diversos fendmenos que os cercam"|[6].

Ja na dissertacao intitulada “Criptografia: uma engenharia didatica com fungoes matrizes
e cifra de Hill para o ensino médio”, Marinho [7] propos a implementagido de uma engenharia
didatica para o tratamento do tema criptografia, associado aos conteidos de matemaéatica
trabalhados no ensino médio. O pesquisador afirma que “atividades envolvendo o tema
criptografia abrem caminho para a introdugado, em sala de aula, de tecnologias da informagao
e comunicagao” [7].

A pesquisa intitulada “Uma proposta para ampliar a perspectiva de professores e alunos
em relagao ao estudo de matrizes”, teve como objetivo proporcionar a professores da rede
estadual de Sdo Paulo e alunos de licenciatura em matemética, uma alternativa eficiente
e significativa para o estudo de matrizes com foco em transformacgdo geométricas. Neste
estudo, Oliveira [8] aponta que a matemética sem davida alguma esta entre as disciplinas
mais rejeitadas por alunos do ensino regular. No entanto, provavelmente na maioria dos
casos essa rejeicao esta associada a abordagens inadequadas de contetdos, as quais nao per-
mitem que os alunos percebam as possiveis aplicacoes e transformacgoes dos conhecimentos
estudados em ferramentas utilizadas por toda sociedade.

No caso desse trabalho, a técnica criptogréafica escolhida é a chamada Cifra de Hill em
homenagem ao seu criador, o americano Lester S. Hill, que desenvolveu essa técnica em 1929.
A justificativa para esta escolha sdo as possibilidades de abordar diversos contetdos mate-
méticos com esse método, como serd visto adiante. Conforme Conceicdo [9] a criptografia,
por fazer parte do cotidiano dos alunos, se torna um método muito eficaz para o desenvol-
vimento de conceitos mateméticos, nao somente no Ensino Médio, como também no Ensino
Fundamental e a partir dai, torna-se um motivador para a aprendizagem da matemaética.

Dessa forma, esse trabalho apresenta uma aplicacao de um conteido matemaético que
permite trabalhar os conteddos de matrizes, determinantes, maximo divisor comum, nocoes
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de aritmética modular, criptografia e programagcio de computadores em sala de aula, mos-
trando assim uma possivel relacao entre teoria e pratica mateméatica. Espera-se que esse
trabalho instigue a curiosidade dos professores e dos alunos na relagdo de teoria e pratica
matematica, com o intuito de melhorar a relacdo de ensino e de aprendizagem.

2 Criptografia

Desde o surgimento da humanidade existe a necessidade de se obter maior seguranga
na transmissao de informacoes que sao enviadas por diversos meios de comunica¢ao. Em
tempos passados de guerra se observou o uso de técnicas especiais para o envio de mensagens
secretas para as tropas, como foi o caso de Julio César, imperador de Roma, quando suas
tropas estavam pela Europa em guerra [10]. O imperador deslocava o alfabeto trés casas
adiante para codificar suas mensagens, como pode ser visualizado pela tabela abaixo.

Tabela 1. Cifra de César

letra — letra correspondente

A—-D
B—E
C—F
D—G
E—H
F—-I

e assim por diante

Neste caso, se a mensagem a ser enviada fosse: ACABEM COM O INIMIGO, as tro-
pas receberiam a seguinte mensagem cifrada DFDEHPFRPRNQNPNLR. De acordo com a
pesquisa realizada por Fiarresga [11], o relato mais grotesco de transmissdo de mensagens
codificadas foi usado por Histieu ao transmitir uma mensagem a Aristadgoras de Mileto.
Histieu raspou a cabeg¢a de um individuo, escreveu no seu couro cabeludo a mensagem que
queria enviar, esperou que o cabelo do individuo voltasse a crescer e enviou-o em viagem até
Aristdgoras. O individuo quando chegou, raspou novamente a cabeca e mostrou a mensagem
& Aristagoras de Mileto.

Essa transmissao de informacoes de forma oculta é conhecida por criptografia. Portanto,
criptografia é a técnica de esconder uma escrita e o seu significado é de origem grega (kripto =
escondido, oculto e gripho = grafia, escrita). Segundo Evaristo e Perdigdo [12] a criptografia
pode ser entendida como a acdo de reescrever um texto de modo que apenas as pessoas
autorizadas pelo autor do texto sejam capazes de compreendé-lo. O texto normalmente é
chamado de mensagem, uma pessoa autorizada a ler a mensagem é chamada destinatario
e o autor da mensagem é chamado de remetente. Chamamos de chave criptografica algo
necesséario para a codificagao ou decodificacao da mensagem. Dessa forma, podemos dizer
que a criptografia estuda os métodos para codificar uma mensagem de modo que s6 o seu
destinatario legitimo consiga interpreté-la.

Uma vez que a comunicac¢ao entre as pessoas € inevitavel no atual momento de grande
avango tecnoldgico, percebemos o quao sério é a transmissao de informagoes sigilosas. Por
exemplo, uma instituicao financeira possui informacoes particulares e importantes de muitas
pessoas e tais informacgoes podem ser acessadas caso nao haja um sistema de seguranca eficaz.
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Informagoes secretas como senhas podem ser interceptadas por pessoas inescrupulosas e
utilizadas de forma prejudicial aos proprietarios, causando grande prejuizo a estes, pois,
com a senha de uma conta bancaria, podem ser realizados saques e empréstimos em favor
de terceiros. Além do prejuizo com contas bancérias, como no exemplo das institui¢des
financeiras, podemos também citar como exemplo a possibilidade de quebra de sigilo de e-
mails, tratando-se de informagoes compartilhadas via internet, caso um sistema criptogréfico
ndo seja utilizado. A quebra do sigilo de e-mails pode provocar grandes danos, como a
descoberta de endereco, telefone, local de trabalho, o que pode ser perigoso quando dados
tao particulares forem parar na mao de pessoas maldosas. Neste sentido, a criptografia
assume um importante papel.

Existem dois tipos de criptografia: simétrica e assimétrica. Na criptografia simétrica, a
forma de codificar e decodificar uma mensagem é a mesma. J& na criptografia assimétrica
a maneira de codificar ndo é a mesma de decodificar. No caso da criptografia assimétrica, a
chave de codificagdo é publica e no caso da criptografia simétrica essa chave é privada. Sao
exemplos de métodos criptograficos simétricos: Cifra de César, Cifra de Hill, Data Encryp-
tion Standard (DES)e Advanced Encryption Standard (AES). Como método criptografico
assimétrico, podemos citar o método mais famoso e utilizado hoje em dia, que é o método
RSA, desenvolvido em 1978 por Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman (dai o nome
RSA), pesquisadores na época do Instituto de Tecnologia de Massachusetts. Mais adiante,
falaremos um pouco sobre cada um desses métodos.

De acordo com Coutinho [13] estes codigos foram criados para o uso em aplicagbes
comerciais, e nao na comunicacao entre espioes. Por isso, os c6digos modernos sao todos
de chave publica. Esta é uma ideia introduzida em 1976 por W. Diffie e M.E. Hellman da
Universidade da Califérnia. Em um cédigo de chave publica saber codificar nao implica
saber decodificar! Isto parece impossivel: se sei codificar, para decodificar basta desfazer o
que fiz. Desfazer o processo de codificacdo pode nao ser tao simples quanto parece.

O DES é um método criptografico que foi designado, pelos Estados Unidos da América,
como algoritmo padrao de criptografia em 1977 e foi amplamente utilizado internacional-
mente. E um algoritmo de cifra em blocos, isto &, tal algoritmo opera sobre agrupamentos de
tamanho fixo, chamado de blocos. Atualmente, o DES sozinho é considerado inseguro para
muitas aplicagoes e, em 1997, foi substituido pelo AES, mas ainda continuou a ser utilizado
em larga escala até 2004 com algumas modificagdes. O AES tornou-se o algoritmo padrao
em 2002 e em 2006 ji era um dos algoritmos mais populares utilizados para criptografia
simétrica. O AES também é um algoritmo de cifra em bloco, porém com um tamanho de
chave maior que o DES. Uma descricao detalhada de tais algoritmos pode ser encontrada
em [10]. A criptografia RSA é um método de chave publica cuja codificacio baseia-se em
um determinado ntimero que é o produto de dois nimeros primos e a decodificacao por esse
método depende da fatoragdo desse nimero, ou seja, dos niimeros primos que o originou.
Portanto, sua seguranca é garantida com a escolha de um par de nimeros primos grandes.
Ao leitor interessado nesse método criptografico recomenda-se o livro [13]. A cifra de Hill,
que é uma técnica de criptografia simétrica, com chave privada, serd o assunto de uma proé-
xima secdo. Antes, serd necessario revisar alguns conceitos e resultados sobre matrizes e
aritmética modular.

3 Preliminares

Apresentamos nesta secao algumas defini¢des e resultados sobre matrizes e também sobre
aritmética modular que serdao necessarios para o entendimento do método de Hill. Uma

155



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.19 , n°.2, Jul/Dez, 2017

leitura mais detalhada sobre esses contetidos pode ser encontrada em [14] e [15].

Defini¢ao 3.1 Seja k € N—{0}. Dizemos que dois nimeros inteiros a e b séo congruentes
mddulo k se os restos da divisao euclidiana de a e b por k sdo iguais. Neste caso, escrevemos
a=bmod k.

Pode-se mostrar que = é uma relacao de equivaléncia em 7Z cuja classe de equivaléncia
moédulo k£ de a € Z é dada por

[a] ={zx € Z;x =amod k} ={z =a+ kqlqg € Z}

Além disso, para cada a € Z existe um e somente um r € Z,0 < r < k, tal que [a] = [r].
Logo, existem exatamente k classes de equivaléncia modulo & distintas:

[0}, (1}, 121, .- - [k = 1]

O conjunto de todas essas classes modulo k sera representado por Zy. O leitor interessado
pode consultar esse conteido em [16].

Defini¢ao 3.2 Um elemento [a] € Zy, serd dito invertivel, quando existir [b] € Zy tal que
[a][b] = [1]. O elemento [b] € Zy, € unico (ver demonstragio em [17]) e € dito o inverso de
[a].

Proposicao 3.1 [a] € Zj, € invertivel se, e somente se, mdc(a, k) =1
Demonstragao: Suponha que [a] € Zj, € invertivel, logo, existe [b] € Zy, tal que:

[a].[b] = [1] © a.b=1mod k < a.b—1=0 modk

o que implica que existe g € 7 tal que a.b—1 = q.k. Logo, a.b—q.k = 1 donde mdc(a, k) = 1.
Suponha agora que mdc(a,k) = 1. Entao existem q,b € Z tais que:

ab+qk=1.

Portanto, a.b =1 mod k, ou seja, [a][b] = [1], como queriamos demonstrar.

Veremos agora como encontrar o inverso de um nimero em Zg.
Suponha a € Zj, invertivel e seja a~! € Zj o seu inverso; entdo mdc(a, k) = 1, o que implica
que existem b, q € Z tais que:

l=ab+ kg
donde

1 =a.bmodk

Multiplicando os dois membros da igualdade por a~!, obtemos:

a ' =bmod k

Precisamos portanto encontrar b. Os valores de b e ¢ podem ser encontrados utilizando
o algoritmo de Euclides, como pode ser visto no exemplo abaixo.
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Exemplo 3.1 Neste exemplo iremos encontrar o inverso de 55 em Zag. Como mdc(55,26) =
1, sabemos que 55 é invertivel em Zsg e, além disso, existem b, q € Z tais que

55.b+ 26.q = 1

Para encontrarmos b que, conforme dito anteriormente, serd o inverso de 55 em Zgg,
devemos inicialmente dividir 55 por 26, através da divisao euclidiana, obtendo um quociente
e um resto:

55 =26.243

Agora, devemos dividir 26 pelo resto encontrado, no caso 3, e continuar esse processo, ou
seja, de dividir o dividendo pelo resto, até encontrarmos resto nulo.

26 =38+2
3=21+1
2=12+40

Observe que esse € o processo que utilizamos para determinar o mdzximo divisor comum
(mdc) entre dois nimeros. O 4ltimo resto nao nulo encontrado é o mdc entre 55 e 26.
Agora, partindo da iltima equagio cujo resto € nao nulo, e utilizando as equagdes acima,
consequimos encontrar b e q. Vejamos:

1=3-21
Mas, das equagoes anteriores, temos que 2 = 26 — 3.8 e 3 = 55 — 26.2, donde
1=3-21=3-(26—-38).1=3-26.1+3.81=39-26.1

1=(55—-26.2).9 —26.1 =55.9—26.2.9 — 26.1 = 55.9 — 26.19

donde
=55.9 — 26.19

o que implica que 9 é o inverso de 55 em Zog.

Definicao 3.3 Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chama-se de inversa de A a
matriz quadrada B de ordem n tal que:

AB=BA=1I,

onde I, ¢ a matriz identidade de ordem n. Se wma matriz A posswi inversa, entdo sua
inversa € tinica (ver demonstracio em [14]) e serd denotada por A~".

Definicao 3.4 Seja A = (a;j)nxn umae matriz quadrada de ordem n. O determinante da
matriz A, denotado por det (A), é o nimero real dado por:

det (A) = Z ai;.(—1)" det (A(i]5))

onde j é qualquer inteiro fizo entre 1 e n e A(ilj) é a matriz formada a partir da matriz A
suprimindo sua i-ésima linha e sua j-ésima coluna.
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Sabemos que uma matriz é invertivel se, e somente se, seu determinante é ndo nulo. Uma
demonstragio desse fato pode ser encontrada em [18].

Definicao 3.5 Define-se o cofator do elemento a;; da matriz A como

Aij(A) = (1) det(A(il5)).

A matriz B = (Aij(A))nxn serd chamada de matriz dos cofatores da matriz A e sua
transposta serd chamada de matriz adjunta de A e denotada por adj(A).

Lema 3.1 Se A ¢ uma matriz quadrada de ordem n, entdo

a1 Qi1 + agalis + ... + apnldi, =0 se k 75 ) (1)

alk:Alj + agkAQj + ...+ ankAnj =0sek#j (2)

para i, j = 1,...,n.

Demonstracao: Definimos a matriz A’ como sendo a matriz obtida de A substituindo a
i-ésima linha de A por sua k-ésima linha, ou seja,

Ay Ay
A; Ay
A= : e A = :
Ay Ay
Ay A,

Como a matriz A’ possui duas linhas iguais, logo det A’ = 0. O desenvolvimento do
determinante de A’ segundo a i-ésima linha é exatamente a equacdo 1. De modo analogo
prova-se a equagao 2, ainda usando o fato que det (A4) = det (A?) onde A? é matriz transposta
de A. |

Proposigao 3.2 Seja A um matriz quadrada de ordem n. Entdo:

adj(A).A = det(A).I,

Demonstragao: O produto da matriz adjunta de A pela matriz A é dado por:

A o Ap aip -0 Qiy o QGin
Ay o Ay . a1 o Qi QG
A o App Gn1 = Gpj - Qpn
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O elemento da posigio i, j de adj(A).A é

(ad](A)A)” = Z aikAjk = ailAjl + aigA]‘Q + ...+ amAjn
k=1
Pelo lema 3.1, equagao 2, e pela definicao 3.4 temos que:

(adj(A).A);j; = { deg(’A;’e je;;j

Assim,
det (A) 0 e 0
0 det (A) --- 0
adj(A).A = . ) = det (A).I,
0 0 <o det (A)

Proposigao 3.3 Se A é uma matriz invertivel, entao

A1 .adj(A)

= detA

Demonstragao: Se A é invertivel entio det(A) # 0. Logo, seque pela proposi¢io 3.2 que

(e etita)) 4 =1,

Corolario 3.1 Dada uma matriz A = (a;j)nxn, 0 determinante da matriz A serd invertivel
em Zy, se o mdce(det A k) = 1.

A demonstracgao desse corolario é direta pelo que foi visto na proposi¢do 3.1. Com isso,
estamos prontos para entender o método de Hill.

4 Cifra de Hill

A cifra de Hill faz parte da época das cifras com papel e 1apis, ele é inseguro contra ataque
via computador e pode ser decodificado facilmente. Abaixo, segue um roteiro detalhando
passo a passo desse algoritmo de codificagao e decodificagao, assim como um exemplo.

1. Inicialmente devemos converter as letras da mensagem a ser criptografada em ntimeros.
Isso pode ser feito de diversas maneiras, dependendo de qual nimero sera associado
a cada letra. Aqui neste trabalho, usaremos a tabela ASCII (American Standard
Code for Interchange Information) na base decimal para essa conversdo, que é a tabela
mais utilizada na area computacional. Sem perda de generalidade, podemos trabalhar
somente com as letras maiusculas.
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Tabela 2. Conversado das letras maiisculas para o sistema decimal, conforme a tabela ASCII

A B C D E F G H I J K L M
65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77
N O P Q R S T U V W X Y %Z
78 79 80 81 82 83 &1 &5 86 &7 88 89 90

. Agora devemos agrupar a sequéncia numérica obtida em vetores coluna de tamanho

n onde n pode ser qualquer nimero natural ndo nulo. Caso o ultimo vetor tenha
tamanho menor que n, repita o Gltimo nimero do vetor até completar o tamanho n.

. O terceiro passo é escolher uma matriz A = (a;;)nxn que seré a chave de codificagdo. O

determinante da matriz A deve ser invertivel em Zy, isto é, de acordo com o corolério
3.1, devemos escolher A de forma que mdc(det A,k) = 1. Aqui k& é o namero de
simbolos possiveis de acordo com a tabela utilizada. No nosso caso, que estamos
trabalhando s6 com as letras maitsculas, k = 26.

Em seguida, iniciamos a codificacdo que consiste simplesmente em multiplicar & es-
querda a matriz chave A por uma matriz B cujas colunas sao formadas pelos vetores
coluna do passo 2 com cada entrada subtraida de 65. Deve-se subtrair o nimero 65,
pois assim tem-se a classe residual médulo 26.

a1 a2 - Gy bir -+ bar

a1 Q2 - Qp2 by -+ bpa
A.B =

an1 An2 e Ann bnl e bnm

Apos efetuar o produto das matrizes, caso alguma entrada da matriz final seja maior
ou igual a 26, devemos trocar esse nimero pelo seu resto na divisao por 26.

Finalmente some 65 a cada uma das entradas dessa matriz obtida e transforme seus
vetores coluna em letras de acordo com a tabela 2. Essa mensagem formada é a
codificacdo da mensagem original.

Faremos agora um exemplo desse algoritmo de codificagao. Como estamos utilizando a

tabela 2, s6 utilizamos as letras maidsculas sem 0s espagos e os acentos.

Exemplo 1
Mensagem original: CIFRADEHILL

Passo 1: Conversdo da mensagem de acordo com a tabela 2

¢ I F R A D E H I L L
67 73 70 82 65 68 69 72 73 76 76

Passo 2: Agrupando a sequéncia numérica em vetores coluna de tamanho n = 3 e repetindo
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67 82 69 76
e |, [ 72|, 76
70 68 73 76

Passo 3: Escolha da chave de codificacao. Neste caso, uma matriz A de ordem 3 dada por
4
A= 1

w o =
co Ut O

-1
Observe que det A = 55 e mdc(55,26) = 1.

Passo 4: Multiplicando a matriz A & esquerda pela matriz formada pelos vetores coluna
com cada entrada subtraida de 65, obtemos:

1 4 6 2 17 4 11 64 35 80 121

0 1 5 8§ 0 7 11 | = 33 15 47 66

3 -1 8 5 3 8 11 38 75 69 110

Passos 5: Agora devemos determinar os restos da divisdo euclidiana de cada entrada por
26, obtendo:

12 9 2 17
7 15 21 14
12 23 17 6

Passo 6: E finalmente, somando 65 a cada entrada da matriz anterior, chegamos & matriz

abaixo
77T T4 67 82
72 80 86 79
77 88 82 71

Fazendo a conversao dos ntmeros obtidos em letras de acordo com a tabela 2 concluimos
que o destinatério recebera a seguinte mensagem codificada: MHMJPXCVRROG
Agora, passaremos ao processo de decodificacdo. Segue abaixo um roteiro detalhando passo

a passo o que deve ser feito para decodificar uma mensagem codificada utilizando o processo
de Hill.

1. Além da mensagem codificada, o remetente também deve enviar para o destinatério
a matriz chave de codificacio, A = (aij)nxn utilizada. O destinatario ao receber
a mensagem codificada precisard converter as letras em nimeros conforme a tabela
utilizada pelo remetente, subtrair 65 de cada um desses nimeros e formar uma matriz
C = (¢ij)nxm, OU seja, ele deve agrupar a sequéncia numérica obtida em vetores coluna
de tamanho n.

2. Agora, o destinatéirio precisa determinar o inverso do determinante da matriz A em
Zog e, em seguida, determinar a matriz adjunta de A.

3. O proximo passo é multiplicar o inverso do determinante em Zog e a matriz adjunta de
A encontrados no passo anterior pela matriz C. Observe que aqui estamos simplesmente
fazendo o produto A~L.C.
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4. Em seguida, encontre o resto da divisao euclidiana de cada uma das entradas dessa
matriz por 26.

5. E finalmente, some 65 a cada uma das entradas.

Dessa forma, o destinatario descobrird a mensagem original enviada. Ap6s a codificagao
e decodificagdo podemos perceber de fato que o método é inseguro. Pela codificagdo e por
alguns calculos matematicos, a decodificacao é feita de forma facil.

Vamos aplicar esse algoritmo para recuperar a mensagem do exemplo 1.

Exemplo 2

Passo 1: Suponha que o destinatario recebeu a matriz chave de ordem 3 e a mensagem
abaixo:

MHMJPXCVRROG
1 4 6
A=1 0 1 5
3 -1 8

Tomando como referéncia a tabela 2, o destinatirio pode transformar esse bloco de
letras na seguinte matriz:

7774 67 82
B=| 72 80 8 79
77 88 82 T1

Subtraindo 65 de cada entrada da matriz anterior obtém-se a matriz:

129 2 17
C= 7 15 21 14
12 23 17 6

Passo 2 : Como o determinante da matriz chave é 55, precisamos encontrar o inverso de
55 em Zgg. Pelo exemplo 3.1, temos que o inverso de 55 em Zgg é 9.

Obtendo a matriz adjunta de A, tem-se a matriz:

13 —38 14
adj(A)=| 15 —10 -5
-3 13 1
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Passo 3: O proximo passo agora é multiplicar 9.adj(A).C:

13 -38 14 12 9 2 17
9. 15 —-10 -5 |. 7 15 21 14
-3 13 1 12 23 17 6
117 —342 126 12 9 2 17
= 135 =90 —45 |. 7 15 21 14
27 117 9 12 23 17 6

522 —1179 —4806 —2043
= | 450 —-1170 —2385 765
603 1719 2556 1233

Passo 4: Em seguida, encontre o resto da divisao euclidiana de cada uma das entradas
dessa matriz por 26

2 17 4 11

= 8 0 7 11
5 3 8 11

Passo 5: Somando 65 a cada entrada da matriz acima e consultando a tabela 2, obtém-se
a mensagem codificada.

67 82 69 76
=| 73 65 72 76
70 68 73 76
C R E L
= I A H L
F D I L

Portanto o destinatario encontraré a seguinte mensagem original: CIFRADEHILLL

5 Proposta de aula

Nesta secao sugerimos uma proposta de aula que pode ser aplicada no Ensino Médio,
no curso técnico em Informatica, no curso de licenciatura em matemética ou em qualquer
outro curso em que sao ministrados os conteudos de matrizes e programacao de computa-
dores. Esta proposta é baseada na aprendizagem significativa de David Ausubel. Nesta
concepgao, a aprendizagem se caracteriza pela interagao entre os conhecimentos prévios e
os conhecimentos novos, dando ao sujeito novos significados para os conhecimentos prévios.

Conforme Moreira [5], este conhecimento prévio pode ser um simbolo j& significativo,
um conceito, uma proposi¢ao, um modelo mental ou uma imagem chamado de subsuncor.
Este ¢ um “conhecimento especifico, existente na estrutura do individuo, que permite dar
significados a um novo conhecimento que lhe é apresentado ou por ele descoberto"[5].

O autor aponta que o conhecimento prévio é a variavel que mais influencia a aprendi-
zagem significativa de novos conhecimentos. Neste estudo, apontamos como o subsungor
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os conhecimentos de logica e programacgido de computadores, pois avaliamos como funda-
mentais para execucao e compreensao desta proposta e sao esses conhecimentos que darao
“significados"ao conceito de matrizes.

Proposta de atividade: Construir um algoritmo para codificar e decodificar mensagens
através do método de Hill.

Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio, do curso técnico em Informéatica ou do curso
de licenciatura em matemaética

Material necessario: Essa proposta de aula deve ser aplicada com o auxilio do laboratério
de informaética e, preferencialmente, com a participacdo dos professores de informatica da
escola. Serd necessario quadro branco, pincel, retroprojetor, e ainda sugerimos que os com-
putadores do laboratério de informética tenham a linguagem de programacao C+-+ ou PHP.

Pré-Requisitos: Inicialmente o professor de matematica deve desenvolver com esses alunos
os seguintes conteidos mateméaticos: matrizes, determinante, MDC e nocoes de aritmética
modular.

Objetivos:
e Despertar o interesse dos alunos para o aprendizado da matematica.

e Associar teoria e pratica matematica.

e Desenvolver a integracao das disciplinas de matemaética e programacao de computa-
dores.

e Aprender a trabalhar em equipe.

e Mostrar aplicacoes de conteidos matemaéticos no dia-a-dia.

Metodologia: Apos o desenvolvimento dos contetados listados acima em pré-requisitos por
meio de aula expositiva e dialogada, seréd explicado para os alunos o histérico da criptografia
e o método aplicavel em sala de aula, a cifra de Hill. Apés o ensino dos contetdos tedricos
necessérios, o professor pedird que o alunos formem grupos de 5 membros e construam um
algoritmo, em qualquer linguagem de programacio, para codificar e decodificar uma men-
sagem utilizando o método de Hill.

Carga-horaria prevista: Segue abaixo um cronograma com o tempo estimado de aula
e o conteddo a ser trabalhado. O tempo de uso do laboratério de informatica fica a critério
do professor envolvido com essa proposta de aula.

6 Aplicacao e resultados

Nos meses de outubro e novembro de 2014, essa proposta de aula foi aplicada para os
alunos do 3° ano do curso técnico em informatica do ensino integrado do Instituto Federal
do Norte de Minas Gerais-IFNMG Campus: Arinos. No primeiro momento, os alunos
assustaram-se quando ouviram as palavras algoritmo e programacao dentro de um trabalho
de matematica. A disciplina de programacdo de computadores foi vista somente no 1° ano,
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Tabela 3. Sugestao de cronograma para a proposta de aula

Tempo estimado Contenudo
4h/a Divisdo euclidiana, MDC, nogoes de aritmética modular.
1h/a Numeros inversiveis em Zj,.
1h/a Matrizes: exemplos e operagoes.
4h/a Determinante e Matriz Inversa.
3h/a Criptografia e Cifra de Hill.

ou seja, dois anos antes. Apesar disso, muitos alunos mostraram um grande interesse em
participar do trabalho, jA que cada integrante do grupo seria contemplado com 10 pontos
dos 35 pontos distribuidos naquela etapa.

O primeiro passo foi explicar os conteidos tedricos necessirios. Nogdes de aritmética
modular e nimeros inversiveis foram novidade para os alunos, pois 0os mesmos nunca tinham
visto esses temas. Os alunos mostraram grande dificuldade em efetuar divisdes usando o
algoritmo de divisao euclidiana. Uma situacao que pode justificar essa dificuldade, é o fato
dos alunos estarem acostumados a efetuar operacgoes basicas de matematica em aparelhos
eletronicos. No contetido matrizes e determinantes, os alunos nao tiveram muita dificuldade,
pois muitos deles j& tinham estudado o contetido no 2° ano do curso. Quando foram citados
os métodos de criptografia existentes e a importancia da criptografia no contexto atual, foi o
momento que os alunos mais prestaram atencao na aula, pois naquele momento eles estavam
estudando conteddos matematicos associados & uma aplicacao. Nesse momento percebe-se
a importancia de mostrar conteiidos matemaéticos associados com fatos decorrentes do dia-
a-dia.

O segundo passo foi dividir a turma em grupos de 5 membros, aleatoriamente, para
que os alunos pudessem ter interagao entre eles. Em seguida, foi agendado o laboratorio de
informética para que os alunos pudessem todos os dias ap6s as aulas regulares, se reunirem e
confeccionarem o trabalho proposto. Os alunos mostraram grande dificuldade em traduzir as
expressoes matematicas para a linguagem em que o seu algoritmo estava sendo construido.
Nesse momento, a presenca do professor de matematica é fundamental. As dificuldades
de programacgdo que iam surgido eram encaminhadas aos professores de informaética, que
participaram desses encontros que os alunos realizaram durante uma semana no laboratoério.

O terceiro passo, apés terem criado o algoritmo de codificacao pela cifra de Hill, foi apre-
sentar o trabalho em sala de aula. Os alunos criaram uma interface, entregaram os cédigos
dos trabalhos feitos na linguagem C++ e PHP, e ainda hospedaram o mesmo no servidor.
Ao final da apresentagdo dos trabalhos, alguns alunos julgaram o algoritmo como traba-
lhoso, mas afirmaram que puderam relembrar codigos de programacio e ainda aprenderam
matematica.

Neste trabalho, os alunos utilizaram a tabela 4 abaixo, dos caracteres mintsculos (ao
invés dos maitisculos como fizemos na segio anterior) para fazerem a conversio das letras
em ndmeros e ainda limitaram o tamanho da mensagem para apenas 9 caracteres.

Tabela 4. Conversao das letras minusculas em sistema decimal sugerida pelos alunos

d e f g h i j k 1 m

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
p q r S t u v w X y V/

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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7

Conclusao

Existem varias tépicos da matematica que podem ser trabalhados com aplicacbes como

o que foi proposto acima. Isso ajudaria a responder a pergunta cléssica de uma aula de
matematica: “Para que isso servird em minha vida?". O algoritmo construido pelos alunos
teve um aspecto positivo, pois, contribuiu para o desenvolvimento dos alunos no estudo de
matrizes e na programagcao, auxiliando o aprendizado dessas disciplinas. Esse trabalho nao
esgotara o estudo sobre aplicagdes na matematica, espera-se que a partir dele possam surgir
novas ideias para associar a teoria & pratica em sala de aula, podendo assim melhorar o
aprendizado em matemaética.
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Resumo: Este trabalho apresenta e descreve o cédigo corretor de erros pertencente a uma
familia de codigos lineares, chamado Cédigo de Reed-Muller de primeira ordem utilizado
pela nave espacial Mariner 9 ao transmitir fotos do planeta Marte & Terra, quando foi envi-
ada ao espacgo em 1971 pela NASA (National Aeronautics and Space Administration).

Palavras-chave: c6digo; mensagem; erro; Mariner 9.

Abstract: This paper presents and describes the error corrector code belonging to a family
of linear codes, called the first-order Reed-Muller code used by the Mariner 9 spacecraft
when transmitting photos of the planet Mars to Earth, when it was sent into space in 1971
by NASA (National Aeronautics and Space Administration).

Key words: code; message; error; Mariner 9.

1 Introducao

O presente trabalho descreve o cédigo corretor de erros utilizado pela nave espacial
Mariner 9, enviada ao espaco pela NASA em 30 de maio de 1971 com o objetivo de transmitir
fotos do planeta Marte a Terra.

O Programa Mariner, segundo [1], teve o seu primeiro lancamento fracassado com a nave
Mariner 1. A Mariner 2 foi a primeira missao que obteve sucesso, passou a 35 mil quilémetros
do planeta Vénus em 14 de dezembro de 1962 e enviou informacoes da atmosfera de Vénus.
A Mariner 3 langada em 5 de novembro de 1964, tinha como objetivo alcangar o planeta
Marte, porém pouco depois do langamento surgiram problemas técnicos que inviabilizaram
a missdo. Apds o fracasso da missdo Mariner 3, foi enviada em 28 de novembro de 1964
a Mariner 4 que passou a 9920 quilometros de Marte e transmitiu & Terra as primeiras
fotografias da superficie marciana. A Mariner 5 sobrevoou Marte em 19 de outubro de 1967,
coletou e transmitiu informagoes do planeta vermelho. A Mariner 6, passou por Marte em
31 de julho de 1969, tirou fotos e analisou a composicao e pressao atmosférica de Marte.
A Mariner 7 enviou fotografias do polo sul de Marte. O langamento da Mariner 8 nao foi
bem sucedido, levando a NASA lancar a nave Mariner 9, cujo c6digo corretor de erros sera
estudado neste artigo. Esta nave entrou na érbita de Marte em 13 de novembro de 1971,
167 dias ap6s o langamento.
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Nesta missdo foi fotografado um majestoso vulcdo com 27 km de altura, denominado
“Monte Olimpo", que ja havia sido observado por telescopio, pelo astronomo italiano Gio-
vanni Schiaparelli (1835-1910), que descreveu como uma regido de intenso brilho na superficie
de Marte.

A teoria de codigos corretores de erros, foi fundada pelo mateméatico Claude Shannon
(1916-2001), do Laboratorio Bell de Nova Jersey, Estados Unidos da Ameérica (EUA), num
trabalho publicado em 1948. Tal teoria tornou-se muito ativa a partir da década de 70
com a corrida espacial e a popularizacao dos computadores, sendo, até hoje, amplamente
utilizada em diversas areas do conhecimento: matemaética, computagao, engenharia elétrica,
engenharia espacial, estatistica entre outras.

Esta teoria é utilizada sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados, garantindo a
sua confiabilidade em setores como: comunicacao via satélite, comunicagoes internas de um
computador, armazenamento 6tico de dados. Contudo, na transmissdo ou armazenamento
de dados, pode ocorrer interferéncias eletromagnéticas ou equivocos humanos (erros de di-
gitagdo) que sdo chamados de ruidos, possibilitando que a mensagem recebida seja diferente
da mensagem transmitida. A referida teoria tem como objetivo corrigir tais erros e fazer
com que a mensagem transmitida pelo emissor seja de fato a mesma mensagem recebida
pelo usuario.

Atualmente existem diversos trabalhos ja publicados e disponiveis sobre a Teoria dos
Codigos Corretores de Erros, por exemplo [2], [3], [4] e [5], que citam o codigo utilizado pela
Mariner 9, mas de maneira superficial, apenas como exemplo de uma classe de cédigos. O
objetivo desse trabalho é explicar de maneira clara e completa o cédigo especifico utilizado
pela Mariner 9, que pertence a classe dos codigos de Reed Muller ([6], [7], [8] e [9]) comegando
pela apresentagdo dos pré requisitos da Teoria de Codigos Corretores de Erros necessarios
para o total entendimento dessa codificac¢do (Segao 2), passando pela apresentacdo, descri¢ao
e demonstragao dos principais parametros dos Codigos de Reed Muller de Primeira Ordem
(Secao 3) até a explicacdo em si da codificacio e decodificacio utilizada por essa nave
espacial no envio de fotos de Marte para a Terra (Segdo 4). Com isso, espera-se que esse
texto sirva de material didatico para alunos dos cursos de matemética, computacao ou
até mesmo engenharia, para profissionais da area de tecnologia da informacdo e também
para professores de matematica e fisica tanto do Ensino Médio como do Ensino Superior
aprenderem uma aplicacao importante da matematica.

2 Conteudos Basicos

Nesta secdo sao apresentadas as principais defini¢bes e os principais resultados da teoria
dos codigos corretores de erros necessarios para que o leitor entenda o cédigo utilizado pela
Mariner 9. Todos os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [2] e [3].

Entende-se por c6digo, de acordo com a teoria da comunicagao, o conjunto de simbolos
que devem ser conhecidos tanto pelo emissor quanto pelo receptor, de modo que a mensagem
seja compreendida. Codificar a informagcao inicial, adicionando informacao redundante, de
tal forma que, ao receber o sinal modificado pelo “ruido” seja possivel, de alguma forma,
recuperar a mensagem original, esta é a ideia béasica da teoria de c6digos corretores de erros.

O ponto de partida para a construgdo de um cédigo corretor de erros é construir um
conjunto de simbolos finito F, chamado alfabeto. O ntmero de elementos de F sera denotado

por gq.

Defini¢ao 2.1 (Cdédigos Corretores de Erros) Um cdédigo corretor de erros é um sub-
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conjunto proprio qualquer de F™, para algum n natural, onde F* = F X F x ... X F.
—_——

n vezes

O exemplo a seguir ilustra a definicao acima.

Exemplo 2.1 O idioma portugués é um exemplo de um cddigo corretor de erros. Dado
o alfabeto F da lingua portuguesa, formado por 26 letras, bem como o espago em branco,
também considerado como uma letra, o "c” cedilha e as vogais acentuadas: a, d, 4, a, €, é,
i, 6, 6, 0 e 1 (neste caso, o nimero de elementos de F é ¢ = 39), uma palavra desta lingua
pode ser considerada como um elemento de F*%, jd que 46 é o comprimento da palavra mais
longa da mesma, "pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconidtico”, sequndo [10]. As outras
palavras que nao possuem 46 letras sao completadas com espagos em branco do lado direito
ao término da palavra, omitindo-os na escrita. Assim, o conjunto C de todas as palavras da
lingua portuguesa é um subconjunto proprio de F46 e, portanto, um cddigo corretor de erros.
Suponha que, ao escrever uma palavra, produza a sequéncia de letras "espatial”. Como esta
palavra nao é um elemento de C, percebe-se imediatamente que houwve erro e, nesse caso,
a corregdo € possivel pois, a palavra de C que mais se assemelha a "espatial” é "espacial’.
Percebe-se, porém, que este codigo nao é muito eficiente, uma vez que, se a palavra "nave”
for erroneamente escrita como "neve”, ou ainda, como "nove”, nao se conseguiria detectar
e muito menos corrigir o erro.

Neste artigo trabalharemos apenas com codigos binarios, isto é, codigos definidos sobre
o alfabeto F igual ao corpo Fy = {0, 1} cujas operagoes de soma e produto sdo dadas pela
tabela abaixo.

+ 101 x |01
0 1 0
11110 1101

Tabela 1. Adicao e multiplicacdo em Fy

Segue abaixo outro exemplo de codigo, desta vez sobre o corpo Fs.

Exemplo 2.2 (Cédigo da Nave) Supide-se que um protitipo de uma nave espacial se
mova a 20 metros de altura (acima do solo), de modo que, ao dar uwm dos comandos: Para
Cima, Leste, Sudeste, Sul, Oeste, Noroeste, Norte ou Para Baizo, ele se desloca em uma des-
tas diregoes. Estes oito comandos podem ser codificados como elementos de F3, como abaizo:

Para Cima— 000
Leste— 001
Sudeste — 010
Sul— 011
Oeste— 100
Noroeste— 101
Norte— 110
Para Baizo— 111

Tabela 2. Codificacao da fonte do codigo da nave
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O cddigo acima € chamado de “codigo da fonte”. Suponha que estes ternos ordenados de-
vam ser transmitidos via rddio e que o sinal no caminho sofra interferéncias. Imagine que a
mensagem 111 (Para Baizo) possa, na chegada, ser recebida como 011(Sul), o que faria com
que o protdtipo, em vez de ir Para Baizo, fosse para o Sul. Numa tentativa de corrigir tal
erro, pode-se fazer uma recodificacdo das palavras, de modo que permita detectar e corrigir
0s erros ocorridos na transmissao, acrescentando redunddncias nos cédigos da fonte. Como
na tabela abaizo:

Para Cima— 000— 0000000
Leste— 001 — 0010111
Sudeste— 010 — 0101010
Sul— 011— 0111101
Oeste — 100— 1001100
Noroeste— 101 — 1011011
Norte— 110— 1100110
Para Baizo— 111 — 1110001

Tabela 3. Codificagdo de canal do cédigo da nave

Recodificando desta maneira, observe que os trés primeiros simbolos reproduzem o cédigo
da fonte, enquanto os quatro restantes sao redunddncias inseridas. O novo codigo inserido
na recodifica¢ao € um codigo detector e corretor de erros, chamado de “cédigo de canal’.

Suponha que seja inserido um erro ao transmitir uma das palavras, por exemplo, a palavra
1110001 (Para Baizo), de modo que a mensagem recebida seja 1110000. Comparando essa
mensagem com as palavras do cédigo de canal, nota-se que ela nao faz parte do mesmo e,
portanto, detectam-se erros. A palavra deste cédigo mais proxima da referida mensagem
(a que tern menor nimero de elementos diferentes) é 1110001, que €, portanto, a palavra
transmitida.

A teoria dos codigos corretores de erros consiste em transformar o cédigo da fonte em
c6digo de canal, em detectar e corrigir erros na recepcao das palavras e em decodificar o
c6digo de canal em codigo da fonte.

Consideram-se, neste trabalho, apenas canais simétricos, isto é, todos os simbolos trans-
mitidos do codigo tém a mesma probabilidade de serem recebidos de forma errada.

Sera apresentada a seguir uma forma de medir a distancia entre palavras de um codigo
em FZ.

Defini¢ao 2.2 (Distancia de Hamming) Dados dois elementos u = (uq,usg,...,u,) €

v = (v1,v2,...,0,) com u,v € FY, chama-se distdncia de Hamming entre u e v ao nimero
de posi¢oes em que estes dois elementos diferem, isto é:

d(u,v) = [{i:u; #v;,1 <i<n}|
Dado um codigo C C F§ chama-se de “distdncia minima"do cédigo C o nimero:
d = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}

Exemplo 2.3 No cddigo da nave temos que:
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d(0101010,1110001) =5
d(0111101,1011011) =4
d(0000000,1001100) = 3

Observe que, a distdncia minima do cédigo da nave é d = 3.

A distancia de Hamming, conforme definida acima, é uma métrica. Portanto, para todo
u,v,w € [y, temos as seguintes propriedades:

(i) Positividade: d(u,v) > 0, a igualdade acontece, se e somente se, u = v;
(ii) Simetria: d(u,v) = d(v,u);
(iii) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

A seguir, o Teorema 2.1 apresenta um dos principais resultados da teoria de codigos
corretores de erros. Para a demonstracao desse teorema necessitaremos, anteriormente, de
duas defini¢oes e de um lema.

Defini¢ao 2.3 (Menor Inteiro) Dado um cddigo C C F} com distdncia minima d, consi-
dere n a parte inteira de %, que serd denotada por n = [d—gl]

Definicao 2.4 (Disco) Dado um elemento x € Fy e wm nimero real n > 0, definimos
disco de centro x e raio n como sendo o conjunto:

D(z,n) = {u € F3 : d(u,x) <n}

Lema 2.1 Sejam C C F} um cédigo com distincia minima d, n = [952] e ¢ e ¢/ duas
palavras de C . Entio D (c,n) N D (c',n) =0.

Demonstragao: Suponha que exista z € D (¢,n)ND (¢/,n). Assim d(c,z) <ned(c,z) <
n. Como d(c/,z) = d(x,) e, pela desigualdade triangular temos que

d(c,d) < d(c,z)+d(z,c)
< n+n
< 2n
< d-1
< d

Agora, isto ¢ um absurdo, pois as palavras c e ¢’ € C tem distancia maior ou igual a d,
j& que d é a distancia minima de C. Portanto D (c,n) N D (¢/,n) = 0. [ |

Teorema 2.1 Seja C C FL um cddigo com distdncia minima d. Entédo:
(i) C detecta até d — 1 erros;
d—1

(ii) C corrige até n = [451] erros.

Demonstragao:
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(i) Se d é a distancia minima do codigo C entdo qualquer palavra que tenha até d — 1 erros
nao pertence a C e, portanto, seu erro serd detectado;

(ii) Seja c a palavra do codigo C a ser transmitida e r a palavra recebida sendo cometidos
t erros, com t < 1, entdo d(r,c) =t <1, assim r € D (¢,n). Logo, basta trocar r por
¢ ja que, pelo Lema 2.1, ndo ha outra palavra de C em D (¢, ) que néo seja c.

Observe que se ¢ é a palavra a ser transmitida e foi recebida a palavra r com t erros,
sendo t < n, como c¢ é a palavra mais proxima do cédigo C entao troca-se r por c¢. Mas nao
se tem garantia total de que a palavra transmitida foi ¢, pois poderia ter sido cometido mais
que t erros o que levaria a outra palavra do cédigo C diferente de c.

Exemplo 2.4 Suponha que se queira mover a nave do exemplo 2.2 para cima. Neste caso,
a mensagem a ser transmitida é ¢ = 0000000 (Para Cima). Mas, a mensagem recebida pelo
receptor foi r = 1000000, ocorrendo 1 erro na transmissio. Como a distdncia minima do
codigo da nave € d = 3 entdo este codigo detecta até 2 erros e corrige até n = [@] =1

2
erro. Portanto, esse erro serd detectado e corrigido pelo codigo que trocard r por c.

Pelo item (ii) do Teorema 2.1, segue uma definicdo importante para a corregdo de erros
de um codigo.

Defini¢ao 2.5 (Capacidade de Corregao do Cédigo) Dado um cédigo C com distdncia
minima d, a capacidade de correcao do cédigo € dada por:

[

Interessa-nos cédigos que tenham um ntimero M de palavras relativamente grande, para
que se possa transmitir muita informacdo e que tenha uma distdncia minima d também
grande, para se ter uma boa capacidade de corregao de erros.

A seguir, vamos definir uma classe de c6digos muito importante que sera utilizado neste
trabalho. Lembre-se que F4 é um espago vetorial sobre Fy com soma e multiplicagdo por
escalar usuais.

Defini¢ao 2.6 (Cdédigos Lineares) Um cddigo C C F3 é chamado de cdédigo linear se for
um subespago vetorial de F5.

Observacao 2.1 Todo cddigo linear € por defini¢ao um espago vetorial de dimensdo finita.
Sejam k a dimensao do cddigo C, {v1,va,...,v;} uma de suas bases e ay,as, ..., a; escalares
em Fo. Todo vetor v € C se escreve como combinagdo linear dos vetores {vi,vs,...,v;} de
forma inica, isto é:

UV = a1vV1 + G2vV2 + a3v3 + - - - + AUk

Logo, um cddigo linear C C FY de dimensdo k possui 2% elementos.
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Exemplo 2.5 O cddigo da nave
¢ = {0000000,0010111,0101010,0111101,1001100,1011011, 1100110, 1110001 }

€ um codigo linear pois o conjunto C acima € fechado com relagao a adi¢ao, ou seja, a
soma de quaisquer duas palavras desse conjunto resulta em uma palavra de C, fechado com
relagdo & multiplicagio por elementos de Fo e também contém o elemento nulo. Logo, C é
um subespaco vetorial de F5.

Defini¢ao 2.7 (Parametros de um Cédigo) Um cédigo C C Fy possui trés pardmetros
fundamentais [n, M,d], que sdo, respectivamente, o seu comprimento (o nimero n corres-
ponde ao espago ambiente FY onde C se encontra), o seu nimero de elementos M e a sua
distdncia minima d.

Exemplo 2.6 Vimos no exemplo 2.5 que o cédigo da nave

C = {0000000,0010111,0101010, 0111101, 1001100, 1011011, 1100110, 1110001}

é um codigo linear. Seus pardmetros sio: n =7, M =8 ed = 3. Tal cidigo também pode
ser visto como a imagem da seguinte aplicacio linear T : F3 — F?

(xlax27x3) = (x17x27$37ml + Z2,T1 + x3,T2 + CE3,$3)

Por exemplo, a codificacao (0,1, 1) que denotaremos por 011 (cddigo da fonte) € T(011) =
0111101 (codigo de canal).

Veremos a seguir que a distancia minima pode ser calculada utilizando o peso de um
c6digo linear.

Defini¢ao 2.8 (Peso de um Cdédigo Linear) O peso de um cédigo linear C, que deno-
minaremos por w(C), € o peso minimo de todas as palavras nao nulas de C, isto é,

w (C) = min{w(u) : u € C\ {0}}
onde w(u) = |{i: u; # 0} | representa o nimero de caracteres nio nulos da palavra .
Observe que w(u) = d(u,0).
Proposicao 2.1 Seja C C Fy um cddigo linear com disténcia minima d. Entdo:

(i) d(u,v) = w(u —v), Yu,v € Fy;

(i) d = w(C).
Demonstragao:
(i) Segue Vu,v € F%, com u = (u1,us,...,u,) € v = (v1,v2,...,0,) que
wu—v) = |{i:u;—v; #0, 1 <i<n}|
d(u,v).
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(ii) Para todo par de elementos u,v € C, com u # v, tem-se z = u —v € C \ {0}. Assim,
temos d = min{i:u; £v;, 1<i<n}
= min{i:u;—v; 20, 1 <i<n}
= min{i:z #0, 1 <i<n}
= min{w(z):z€C\ {0}}
w(C)

Observe que, como demonstrado na proposicao 2.1, nos codigos lineares o peso coincide
com a distancia minima do c6digo, isto é, w(C) = d. Em um co6digo linear com M elemen-
tos, podemos calcular a distancia minima d, deste cédigo, a partir do seu peso com M — 1
célculos de distancias, em vez dos (1\24 ) = % calculos que deveriam ser feitos em um

c6digo qualquer, nao linear, para o calculo de d.

Veremos, na defini¢ao a seguir, que é usual colocar os elementos da base de um cédigo
linear C numa matriz.

Definicao 2.9 (Matriz Geradora de um Cédigo) Dados um cddigo linear C C Fy de

dimensdo k sobre F} e 8 = {uy,us,...,ur} uma base ordenada de C, considere a matriz G,
cujas linhas sao os vetores w; = (Ui, Wio, - -, Usn), com i =1,2 ... k:
u 11 U12 in
U1 U2z c Up
G = . =
Uk
Ukl  Uk2 Ukn ) pwn

Tal matriz G € denominada “matriz geradora"do cédigo C, a qual nio € unica, dependendo
da escolha da base (3.

Dada a matriz G, matriz geradora de um cédigo C, para se codificar uma mensagem x
utilizando tal cédigo, basta fazermos x.G.

Exemplo 2.7 O conjunto 8 = {1001100,0101010,0010111} € uma base do cddigo C da

nave, ji que os vetores de  sdo linearmente independentes e geram o conjunto C. Disso
temos a matriz geradora de C como abaizo

G =

o O =
O = O
_ o O
O = =
—_ O
i)
_ o O

3IX7

De acordo com o exemplo 2.6, observe que a codificacdo de 011 € T'(011) = 0111101, que
nada mais € do que (011).G.

Agora, para decodificar a palavra 0111101 do cddigo C, isto é, achar a palavra x € F3,
tal que, T(x) = 0111101, basta resolver a equagdo (x1,x2,23).G = 0111101, o que implica:
1 =0,20=1, ex3=1.
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3 Cobdigos de Reed-Muller de 1* Ordem

Os codigos de Reed-Muller foram criados em 1954, por David Eugene Muller (1924 —
2008). Neste mesmo ano, Irving Stoy Reed (1923 — 2012) descobriu o algoritmo de decodi-
ficacao destes codigos. Estes codigos formam uma classe de cédigos lineares sobre Fy que
possuem varias maneiras de serem definidos. Vamos, a seguir, dar uma definicdo recursiva
para estes codigos.

Os codigos Reed-Muller de 1* ordem - R(1,m) sdo codigos binérios lineares definidos,
recursivamente, por:

e R(1,0) = {0,1} = F,.
e R(1,1) =F, x Fy = {00,01,10,11} = F2.

e Para m > 1, defina :

1 = 1 I,m—1)el= 11...1
R(1,m) vu,u (u+1)|ue R(1,m—1)e vetor

om—1
Por exemplo,

R(1,2) = {u w,u (u+1) | u e R(1,1)} = {0000,0101, 1010, 1111,0011,0110, 1001, 1100}
Utilizando R(1,2), obtemos:

00000000 01010101 10101010 11111111
00110011 01100110 10011001 11001100
00001111 01011010 10100101 11110000
00111100 01101001 10010110 11000011

R(1,3) =
Através do R(1,3), obtemos o R(1,4) e assim sucessivamente.

3.1 Parametros do Cdédigo de Reed-Muller de 1* Ordem

De acordo com a definigdo 2.7, os parametros de um codigo sdo: [n, M,d], onde n é o
comprimento do co6digo, M é a cardinalidade desse cédigo e d é sua distancia minima.
Pela definicao dos codigos de Reed-Muller de primeira ordem, temos que

R(1,0) C F) =F2’
R(1,1) CF} =F2
R(1,2) CFi=FY
R(1,3) C F& = F2’

. S 4 . .
Continuando esse raciocinio, teremos R(1,4) C F16 = F3 e assim sucessivamente, ob-
tendo:

R(1,m) c FZ"
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Logo, o comprimento dos Codigos de Reed-Muller de Primeira Ordem, ou seja, o com-
primento de R(1,m) é:
n=2"

Agora, observe que a cardinalidade de R(1,0) que sera denotada aqui por |R(1,0)]|, é
igual a 2,
|R(1,1)| =4=22 |R(1,2)|=8=23 |R(1,3)| =16 =2"

obtendo por inducao que
‘R(l, m)l =2m+!
Assim, o numero de palavras de R(1,m) é
M = 2m+1

Segue pela observagdo 2.1 que a dimensio do espago vetorial R(1,m) sobre Fy é k = m+1.

Vamos mostrar, agora, que a distdncia minima do cédigo Reed-Muller de 1* ordem é
d=2m"1,

Para isso, temos que mostrar que o peso de qualquer palavra de R(I,
palavras 0 = 000...0e 1= 111...1 é igual a 2™, que tem w(0) = 0 e w(
N—— —
isso, segue pela Proposicio 2.1 que d = w(R(1,m)) = 2™~ L,

m), exceto as
1) = 2™. Com

Teorema 3.1 Seja c € R(1,m), c#0=000...0 ec#1=111...1. Entdo, w(c) =2m"1.
—— ——
om om

Demonstragao: (Vamos verificar a afirmacao por indugdo em m)

Para m = 1, temos que R(1,1) = {00,01,10,11}, donde qualquer palavra, ¢ # 0 = 00 e
c#1 =11, tem peso 2' ! = 1. Observe que, 01 e 10, ambas tem peso 1. Logo, o resultado
é verdadeiro para m = 1.

Hipotese de Indugao: Em R(1,m — 1) qualquer palavra, ¢ # 0 = 000...0 e c # 1 =
om—1
111...1, tem peso 2(m—D—1 = gm—2,
—
om—1
Observe que, em R(1,m) dizer que qualquer palavra, ¢ 20 =000...0ec# 1 =111...1,

2’77L 2m
tem peso 2™~ ! equivale a dizer que ela é composta por metade 0's e metade 1’s ja que seu

. L _ m
comprimento é 2™ e 2m71 = 2=,

Seja ¢ uma palavra de R(1,m), c;éO:OOOQ...O ect1l= 1112...1.
Temos duas possibilidades:

(1) e=wvu,ue R(1,m—1).
Como ¢ # 000...0 e c # 111...1, entao, u # 000...0 e u # 111...1. Por hipotese
——— —_— ——— —_—
2m 2m om—1 gm—1
de indugdo, w(u) = 2™2, ou seja, u tem 2™ "2 posigdes iguais a 1. Logo, ¢ = u u terd
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2.2m=2 = 2m~1 posicoes iguais a 1. Portanto, w(c) = 2m~1.
(2)c=u(u+1),u€ R(1l,m-1).

(2.1) Sew =000...0, entdo, u+1=111...1. Logo,
—— ——

om—1 oam—1

c=000...0111...1 = w(c) =2m"*
N—_——— ——

om—1 om—1

(2.2) Se u = 111...1, entdo, u+1 =000...0. Logo,
—_— —_———

om—1 om—1

c=111...1000...0 = w(c) = 2™ !
N—_— e ——

om—1 om—1

(2.3) Caso u #000...0 e u# 111...1 temos que, c = u (u+ 1), onde u € R(1,m — 1).
om—1 om—1

Pela hipétese de indugao, w(u) = 2m2 = Qm;, ou seja, metade das coordenadas de u

sao iguais a zero e metade das coordenadas de w sao iguais a 1. Observe que, 0 em u, vira 1
emu+1e, 1em u, vira 0 em u+ 1. Logo, a palavra u (u + 1) terd 2.2™~2 posigoes iguais
a 1. Portanto,

w(c) =2m1

3.2 Codificacao do Cé6digo Reed-Muller de 1* Ordem

A seguir, vai ser apresentada uma construcdo recorrente para a matriz geradora do codigo
R(1,m), que sera denotada por G(1,m).
Considere a matriz geradora de R(1,1) por

G(l,l):[(l) ! ]

Se G(1,m — 1) é a matriz geradora para R(1,m — 1), entdo, a matriz geradora para
R(1,m) é

G(1l,m—-1) G(1,m-1)

G(1,m) = 0...0 1...1
om—1 om—1 (m+1) xom

Conforme visto anteriormente, a dimensao de R(1,m) sobre Fy é igual a m + 1, o que
implica que a matriz G(1,m) possui m + 1 linhas. E como o comprimento de R(1,m) é 2™,
a matriz G(1,m) possui 2™ colunas.

Desta forma, temos, por exemplo:
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Il
(an)
O =
—_

11111111
(62 Gu,27 o101 01 01
G(l’g)_{o...o 1.1 |- {0o01100 11
00001111

e assim sucessivamente.

Para codificar uma mensagem b utilizando o c6digo Reed-Muller de 1* ordem, basta
efetuar a operacao:

b.G(1,m)

Como a matriz G(1,m) é uma matriz de tamanho (m + 1) x 2™, a mensagem b, ou o
codigo da fonte, devera ter comprimento m + 1, ou seja, b = (bg, b1, ..., bn) € 0 codigo de
canal ou a mensagem codificada terd comprimento 2.

Exemplo 3.1 Para codificar uma mensagem usando a matriz geradora do cédigo R(1,3)
de tamanho 4 X 8, a mensagem, cédigo da fonte, deverd ter tamanho 1 x 4. A mensagem €
codificada para a palavra do cédigo do segquinte modo,

11111111
01010101

(bo, b1, b2, bs)- 00110011 -
00001111

4x8

= (bo,bo + b1, bg + b2, bo + b1 4 b2, bg + b3, bo + by + b3, by + ba + b3, bo + by + ba + b3)

3.3 Decodificagao dos Coédigos Reed-Muller - Reed Decoding

A decodificacédo dos codigos Reed-Muller, denominada “Reed Decoding", é relativamente
simples e serd explicada neste trabalho através de um exemplo. Vamos considerar inicial-
mente o caso m = 3. Ja sabemos que o c6digo R(1,3) C F§ possui 16 palavras, tem dimensao
4 e distancia minima também igual a 4. Por isso, esse codigo detecta até 3 erros e corrige
até 1 erro. Considere a matriz geradora do codigo R(1,3) dada abaixo:

11111111
010101601
00110011
00001111

As linhas desta matriz sdo os vetores de uma base do codigo R(1, 3) identificadas como
{vo, v1,v2,v3}, nesta sequéncia, da primeira até a quarta linha. Qualquer palavra c deste
c6digo é uma combinagao linear destes vetores, isto €,
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¢ = agVg + a1v1 + asvs + azvs, onde a; € Fs.

Assim qualquer vetor ¢ do codigo R(1,3) é da forma:
c= (co,c1, 2,3, 4,5, C6,C7) = (g, ap+ay, ag+ag, ap+ay +az, ap+as, ag+ay +as, ag+
az + as,

ag + ai + as + as).

Agora, note que: (lembre-se que em Fy a soma de dois elementos iguais é zero)

a1 =cop+cL=cCy+cC3=cq4+C5=cCg+C7
2 =Cy+Cp=¢C1 +C3=cCq4+Cg=C5+C7
a3 =cCop+cyg=c1+¢C5==cCy+cCg=cC3+Cy

Se ndo ocorrer nenhum erro na transmissdo da palavra ¢, cada uma das 4 equacoes em
cada linha acima resultard no valor de a;, ¢ = 1,2, 3 correspondente. Caso ocorra erro na
transmissdo da palavra ¢, a palavra recebida serd r = (rg,r1,72,73,74,75,76,77) €, Neste
caso, os valores dos a;’s serdao dados por:

a1 =7T9+r1=ro+r3=rg4+r5=1r¢+177
ay=1r0+r2=71+1r3=r4+76="75+77
a3 =1r0+ryg=7r1+1r5 =r2+16 =73+ 77

todas as 4 equagbes em cada linha vao coincidir (pois houve
serd igual ao digito que mais aparece nas 4 equagoes acima

Observe, agora, que nem
erro) e, neste caso, o valor de a;
que determinam o respectivo a;.

Ja para encontrar o valor de ag, vamos lembrar que

T = apvp + a1v1 + a2V + azvs

agvg = r — (a1v1 + agva + azvs) .
Como vg =1 = 11111111, entdo agvy = ao,
logo o valor de ag serd determinado pela maioria dos elementos que aparecem em
r — (a1v1 + agvy + agzvs) .
Assim a palavra transmitida serd recuperada por:
C = agVg + a1v1 + agv2 + azvs.

Exemplo 3.2 Suponha que seja transmitida a palavra ¢ = 01010101 = vy e recebida a
palavra r = 01010100 (observe que houve 1 erro no iultimo digito). Lembre-se que o cidigo
R(1,3) detecta até 3 erros e corrige até 1 erro. Portanto, neste caso, o erro serd detectado
e corrigido. Utilizando a decodificacao Reed, temos que:

Q) =Tog+7T1 =Tog+73=74+75 =76+ 177
ag =To+T2="T1+r3="T4+76="75+77
a3 =79 +r4=1r1+1r5=r0+1r6 =703 +77
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Os valores de ay,as e ag sdo obtidos da sequinte forma:

ap=0+1=04+1=0+1=0+40
apr=1=1=1=0=a; =1

Observe que, conforme explicado anteriormente, como houve erro na transmissao, nem
todas as equagoes foram iguais. Neste caso, consideramos como o valor de ay, o digito que
mais aparece como resultado das 4 equacoes que, neste caso, foi ay = 1. Temos, a sequir, o
mesmo raciocinio para as € as.

a=0+0=14+1=0+0=1+0
a=0=0=0=1=ay =0

a3=04+0=14+1=04+0=1+0
a3=0=0=0=1=a3=0

Para encontrar o valor de ag, calculamos:

r — (a1v1 + agve + agvs) = r — (Lwg + 0.v9 + 0.v3)
= 01010100 — 01010101
= 00000001

Como a maioria dos digitos da palavra encontrada sao iguais a zero, entdo, ag = 0.
Deste modo, encontramos a palavra transmitida calculando:

C = agUg + a1v1 + agv2 + aszvs
c=0.v9+ 1.v1 + 0.v9 + 0.v3

c=wv1 = 01010101, que € a palavra transmitida corrigida de um erro.

4 O Cédigo da Mariner 9

A nave espacial Mariner 9 ([11]) transmitiu para a Terra 7.329 fotografias, em preto
e branco, que cobriram mais de 80% da superficie do planeta Marte. Estas fotografias
revelaram leitos de rios, crateras, vulcOes extintos, e um sistema de canyons com mais
de 4.000 km de extensao, denominados “Valles Mariners", em homenagem a nave espacial
Mariner 9. Foram encontradas evidéncias de erosao edlica e hidrica, frentes meteorolégicas,
nevoeiros, e ainda, registradas as primeiras imagens das luas de Marte; Phobos e Deimos.
Também foi obtida uma revelagdo surpreendente, a grande cratera encontrada em Marte,
era um vulcdo extinto, hoje chamado de “Monte Olimpo" (Figura 1), que possui mais de 20
km de altitude.
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Figura 1.

Figura 2. Nave Espacial Mariner 9. Fonte NASA

O codigo utilizado para a detecgdo e correcido de erros dos dados enviados pela nave
espacial Mariner 9 (Figura 2), a Terra, pertence a familia de Codigos de Reed-Muller de
Primeira Ordem, R(1,m), para m = 5, ou seja, o cddigo da Mariner 9 é o R(1,5).

Conforme visto, os parametros desse c6digo sao:

n =32
M =64
d=16

Portanto,

e cada palavra deste c6digo contém um comprimento igual a 32, ou seja, é uma sequéncia
de 32 digitos 0's e 1's: isto significa que a codificagdo de canal, dada pelo R(1,5),
transformou sequéncias binarias de 6 digitos em sequéncias binarias de 32 digitos,
acrescentando 26 digitos & codificacdo da fonte, através da multiplicacao do codigo da
fonte pela matriz geradora do codigo R(1,5).

e 0 codigo utilizado pela Mariner 9 possui 64 palavras: isto consiste em atribuir, pela
codificacao da fonte, a 64 tons de cinza pré-estabelecidos, sequéncias binarias de com-
primento 6, sendo o branco denotado por 000000 e o preto por 111111. Ja pela
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codificacdo de canal do R(1,5) essas sequéncias binéarias de comprimento 6 sdo trans-
formadas em sequéncias binarias de comprimento 32, as quais representam os mesmos
64 tons de cinza, sendo o branco denotado por 000...0 e o preto por 111...1,
N—— ——
32 32

e esse codigo detecta até 15 erros e corrige até 7 erros.

Exemplo 4.1 Como exemplo, se b = 000011 representa uma determinada tonalidade de
cinza, ao multiplicarmos b pela matriz G(1,5) geradora do cédigo R(1,5),

OO O OO
=NeNeBel S
coor~r o
OO O =
corRro O
OO = O ==
OO == O =
OO = ==
= I S
O = OO = =
O = OO
O = O =
O == OO
O == O
O = == O
=N e
OO oo
HO OO KR~
OO O
—_ O O
o = O O -
O = O
O R = O
= O
_H i, OO OR
== O O~ =
= =N
—_ o= O = e
=0 O
_ = O
—_ = = = O
e e

6x32

obtemos

¢ = 00000000111111111111111100000000 que é a mesma tonalidade de cinza, porém,
representada agora com 32 digitos, para possibilitar a detec¢do e correcdo de possiveis erros
que podem ocorrer durante a transmissao.

4.1 Decodificacao da Mariner 9

Um dos motivos da utilizagdo do codigo Reed-Muller R(1,5) pela nave Mariner 9, é por
causa do seu algoritmo de decodificagdo, visto na se¢do 3.4. Seja a matriz G(1,5)

1111111111111 11111111111111111T171
061ro01010101010101010101o0101010101
06o01r10011001100110011001100110011
0600011110000 111100001111000O01111
oo0oo0000O0OO6OO11T1111110000000011111111
ooo0oo0oo00O0O0OO0OO0OBO0OOOOOOOOOO”LTI1T1T1111111111111

As linhas dessa matriz formam uma base para o codigo R(1,5) que identificaremos como
{vo,v1,v2,v3,v4,v5}, nesta sequéncia, da primeira até a sexta linha. Qualquer vetor ¢ do
c6digo é uma combinagcao linear destes vetores, isto &,

c = agVg + a1v1 + asvs + azvz + aqvs + asvs, onde a; € Fa.

Assim, se nenhum erro ocorrer, qualquer vetor ¢ do cédigo R(1,5) é da forma:

c= (Co,cl, .. .7031) = (ao,al,az,ag,a4,a5).G(1,5) = (ao,ao+a1,ao+a2,ao+a1 +ao, a9+
as,
ap+a1+as,ap+az+as,a0+a1+az+as,a0+aq,a0+a1+aq,a0+az+aq,a0+a1+az+ay,
ap+az+aq,a0+a1+as+aq,a0+az+as+aq,a0+ar+az+as+aqg,a0+as,a0+ai+as,
aptazx+as, aptai+az+tas, apt+as+as, apt+ai+asz+as, ap+az+az+as, ap+ai+az+as+as,
aptag+as,a0+ar+as+as,a0+azx+aq+as,a0+a1+azx+aq+as,a0 + a3 +aqg+as,
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em
na

ag + a1 + as + ag + as, a0 + az + a3 + a4 + as, a0 + a1 + az + az + as + as).
Logo, temos:

a1=cop+c =cCa+cg=c4+C5=Cs+Cr =cg+Cg==Cio+C11 =Ci2+Ci3=Ciq4+Ci15 =
€16+ C17 = C18 + C19 = C20 + C21 = C22 + C23 = C24 + C25 = Co6 1+ Co7 = Ca28 + C29 = C30 +C31

ag=Cop+C2=cC1+c3g=C4+C=0C5+Cr =cCg+Cig=Cog+C11 = Ci2+C14 =C13+C15 =
€16+ C18 = C17 + C19 = C20 + C22 = C21 + C23 = Ca4 + Cog = Ca5 + Co7 = C2g + C30 = C29 +C31

a3=Cyp+C4=C +C =Cy+Cs =C3+C7y =Cg+Clg =Cg+C13==C10+Clqg =C11+C15 =
C16 +C20 = C17 +C21 = C18 + C22 = C19 + Ca3 = Ca4 + Cag = Ca5 + Cag = C26 1+ C30 = Ca7 +C31
ag=cCot+cg=c1+cg=cotcip=c3+ci1=cgatci2=¢c+ciz=ce+ciyu=cr+cis=
€16+ C2q4 = C17+ C25 = C18 +C26 = C19 + Ca7 = C20 + Cag = C21 +C29 = Ca2 +C30 = C23 +C31

as=Cco+cCig =C1+Ci7r =C2+cCi1g =C3+Ci9g = C4+C20 = C5+C21 = Cg+Ca2 = C7+Ca3 =
Cg + Co4 = Cg + Co5 = C10 + C26 = C11 + C27 = C12 + C28 = C13 + C29 = C14 + C30 = C15 + C31

Se ndo ocorrer nenhum erro na transmissao da mensagem ¢, cada uma das 16 equagoes
cada linha acima resultara no valor de a; = 1,2, 3,4, 5 correspondente. Caso ocorra erro
transmissdo da palavra ¢, a palavra recebida serd r = (rg,r1,--- ,731) €, neste caso, os

valores dos a;’s serdo dados por:

a=rog+rL=re+r3=r4+r5=r6+r7 =78 +r9g ="r10+r11 =712 +7r13 =714+ 715 =
16+ 717 = T18 +7T19 = T20 + 721 = T2+ 723 = Tog + 725 = reg + 727 = Teg +729 = T30 + 731

=19 +Te=T1+7r3="4+rs =75+1r7 =78 +710 =79 +711 =712 +714 =713+ 715 =
16 +718 = T17+719 = I'20 + 722 = T21 + 723 = 24 + 726 = T25 + 727 = T28 +730 = T29 + 731

a3=Tro+re=r1+r5=r2+r6=r3+r7 =78 +r1i2 =rg+ri3 ="r10+r14="11+715 =
r16+ 720 = T17+ 721 = T18 +T22 = T19 + 723 = To4 + 728 = To5 + 729 = T'26 + 730 = 27 + 731

ag=1r9+rg=r1+r9=r2+riwo=73+r11 =T4+7T12="5+713="T6+T14 =77+ T15 =
16 +7T24 = T17+7T25 = r1g +7T26 = I'19 + 727 = 20+ 728 = T21 + 729 = T22+730 = r23+ 731

a5="1To+re ="r1+7T17 =T2+7T18 =r3+719 =74+ =7T5+7r21 =76 +7T22 =77 +723 =
s+ Toq =T9+Tos =T10+T26 =T11 + 727 =T12+ 728 =T13+ 729 = T14 + 730 = 715 + 731

Depois de serem feitos todos estes calculos, vamos obter pelo menos 9 dos 16 valores

correspondentes para cada a;, sendo assim, o valor correto serd obtido pela maioria dos
digitos de cada a;, isto é, o digito que mais aparece na igualdade é o que serd tomado como

Q;-
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Finalmente, ag pode ser determinado pela maioria dos digitos de:
r — (a1v1 + agvy + agvs + aqvg + asvs).
Assim, a mensagem transmitida corrigida de até 7 erros pode ser recuperada fazendo:
Cc = agVg + a1v1 + a2 + aszvs + a4v4 + asvs

Vamos mostrar como funciona o algoritmo com o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.2 Seja a mensagem transmitida ¢ = 01010101010101010101010101010101 e,
recebida a mensagem r = (01011001010111010101100101010110 com 7 erros. Usando o al-
goritmo de Decodifica¢ao Reed desenvolvido por Irving Stoy Reed para decodificar os cédigos
Reed-Muller e, em especial, para decodificar o cédigo R(1,5), temos:

a=1=1=1=1=1=1=0=1=1=1=1=1=1=1=1=1, assima; = 1.
a=0=0=1=1=0=0=1=0=0=0=1=1=0=0=1=1, assimas =0.
a3=1=1=0=0=1=0=0=0=1=1=0=0=0=0=1=1, assimaz =0.
a4=0=0=0=0=0=1=0=0=0=0=0=0=1=1=1=1, assimaq =0.
a5=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=0=1=0=1=1, assimas =0.
Segue, entao que, para encontrar o valor de ag, fazemos:

r — (a1v1 + agve + azvs + agvs + asvs) = 01011001010111010101100101010110—
[1.(01010101010101010101010101010101) + 0.(00110011001100110011001100110011)+
0.(00001111000011110000111100001111) + 0.(00000000111111110000000011111111)+
O.(00000000000000001111111111111111)] = 00001100000010000000110000000011.

Como a maioria dos digitos do resultado é zero, entdo, este é o valor de ag, ou seja,
apg = 0.

Desta forma, a mensagem transmitida c, corrigida dos 7 erros, € obtida por:
c = agvg + a1v1 + asvs + azvy + aqvs + asvs = 0.v9 + 1.v1 + 0.v2 + 0.v3 + 0.v4 + 0.v5

Portanto, ¢ = vy = 01010101010101010101010101010101, € a mensagem transmitida do
codigo R(1,5), cddigo de canal, corrigida dos 7 erros, que representa a tonalidade de cinza
b = 010000, cédigo da fonte.
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Resumo: O Teorema de Mamikon apresenta caminhos geométricos alternativos ao Calculo
para determinacgao de areas. Este método tem uma abordagem din&mica e requer poucos
conhecimentos de Matematica Superior, o que nos permite a apresentacdo do assunto para
alunos ainda nos anos iniciais do ensino basico. Por ser um trabalho recente, quase todos
os trabalhos e artigos sobre o teorema sao publicagoes do proprio Mamikon e de seus cola-
boradores. Acreditamos, porém, que esta seja a primeira apresentacdo desse em portugués.
Neste artigo apresentamos o desenvolvimento do teorema, contando com uma abordagem
intuitiva e visual de facil entendimento, principalmente se apresentadas com softwares de
visualizacdo como o Geogebral. Apresentamos, entdo, aplicagdes para o calculo da area sob
a curva de algumas das principais funcoes estudadas tanto pelos alunos do ensino basico
como superior. Finalizamos o artigo com uma apresentacao da demonstracao formal do
teorema fundamentada em Geometria Diferencial.

Palavras-chave: teorema de Mamikon; calculo visual; geometria; geometria dinaAmica; ge-
ometria diferencial.

Abstract: Mamikon’s Theorem brings us an alternative geometric approach on evaluating
some areas to Differential Calculus. The theorem offers a dynamic appeal which enables
someone to teach this subject even to high school students with little mathematical back-
ground. Due to the fact that such a result is recent, almost every paper and article about the
subject was written by Mamikon himself and his collaborators. As so, we believe that this
is the first work on the subject written in Portuguese. Here, we try to present this theorem
with a simple, visual and intuitive approach that could be easily grasped by anyone, mainly
if supported by a software such as Geogebra. Some applications with well-known functions
were also presented. We conclude this article by presenting a formal proof of theorem with
Differential Geometry.

Key words: Mamikon’s theorem; visual calculus; geometry; dynamic geometry; differential
geometry.
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1 Introducao

Este trabalho tem como base o livro New Horizons in Geometry [1], de Tom Apostol e
Mamikon Mnatsakanian, que traz uma abordagem visual e inovadora, com métodos geomé-
tricos que requerem pouco ou nenhuma férmula, para resolver muitos problemas classicos do
Calculo. Como tal, grande parte dos resultados e aplicacoes aqui presentes sao uma releitura
e um detalhamento daquilo ali apresentado.

Nos proximos pardgrafos desta introdugdo, por exemplo, apresentamos uma traducao
livre de parte do prefacio que Tom. M. Apostol escreveu para seu livro com Mamikon
Mnatsakanian.

Mamikon concebeu as ideias principais de seu trabalho em 1959, quando estudante de
graduagdo na Yerevan University na Arménia. Ainda jovem, apresentou seu método para
matematicos soviéticos, porém estes o desincentivaram dizendo “Nao pode estar certo. Vocé
ndo pode resolver problemas de Cdlculo tao facilmente”.

Posteriormente, Mamikon obteve o titulo de Ph.D. em Fisica e tornou-se professor de
astrofisica da Yerevan University. Mamikon publicou seu trabalho em 1981, mas nao conse-
guiu com ele grande repercussao, provavelmente, por ter publicado em russo em um jornal
armeénio de circulagdo limitada [8].

Em 1990, Mamikon viajou para a Califérnia com o objetivo de estudar terremotos.
Quando a Unido Soviética colapsou, Mamikon ficou extraditado nos Estados Unidos e com
o auxilio de alguns matematicos comegou a trabalhar na UC Davis e para o Departamento
de Educacao da Califérnia, onde desenvolveu seu método como uma ferramenta de ensino
universal onde alunos podiam realizar experimentos com a ajuda de computadores e diagra-
mas. Ele ensinou seu método em diversas escolas, desde o Ensino Fundamental até o Ensino
Médio e demonstrava-o para professores em conferéncias. Tanto os professores quanto os
alunos ficaram entusiasmados, pois este método dinamico nao requer um grande formalismo
da Algebra, Trigonometria ou Calculo.

Alguns anos mais tarde, em visita & Caltech, Mamikon conheceu Tom Apostol? e mostrou
a ele os potenciais que seu método poderia trazer para o ensino de Matemética, especialmente
quando combinado com as ferramentas modernas de visualizagdo que a tecnologia trouxe.
Desde entao, Mamikon e Apostol publicaram 30 trabalhos em conjunto, a maioria na area da
Geometria. Juntos conquistaram trés Lester R. Ford Awards® por cinco trabalhos publicado
na American Mathematical Monthly, em 2004, 2007 e 2009.

O método de Mamikon requer simples conceitos matematicos e sempre que possivel apela
para o toque intuito dos alunos para chegar a resultados e conclusdes surpreendentes. De
maneira geral, Mamikon e Apostol abordam a geometria classica com uma visdo moderna
bem como a geometria moderna utilizando-se de um toque classico. Os resultados discutidos
pelos autores sao inovadores e, quando nao, apresentam abordagens nao usuais para obter
generalizagoes inesperadas.

O trabalho destes autores pode trazer para os alunos do ensino basico um primeiro con-
tato com problemas normalmente resolvidos com o uso do Calculo e de Equagoes Diferenciais.
Com seu teorema, muitos destes problemas podem ser resolvidos apelando para nocoes da
Geometria e um toque de imaginacdo para abordar as figuras de uma forma dinmica.

Nossa contribuicao pessoal para o problema encontra-se principalmente no maior deta-
lhamento das aplicacoes e na demonstracao apresentada na Secao 4. Nossa demonstracao

2Tom Apostol é membro da Caltech desde 1950. Apostol atua na area de Teoria dos Nuimeros e é autor
de mais de 100 trabalhos e 61 livros, dentre os quais estao os dois volumes de Céalculo publicados e traduzidos
para diversos idiomas h& mais de 50 anos.

3Prémio concedido aos melhores artigos publicados no periédico American Mathematical Monthly.
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difere ligeiramente da demonstracdo apresentada por Mamikon e Apostol no apéndice de
[1], pois naquela o uso de uma mudanga de varidveis numa integral torna, a nosso ver,
sua apresentacdo nao muito clara para o caso de curvas nao planas. Tentamos também
adicionar alguns comentérios no intuito de tornar os teoremas expostos matematicamente
mais precisos que nas referéncias originais. Por fim, disponibilizamos em goo.gl/xKkMXj
uma apresenta¢do dindmica, utilizando o software Geogebra, de alguns dos resultados aqui
tratados.

2 Formulacao do Teorema de Mamikon

Nesta secao trazemos as ideias iniciais do teorema partindo de sua forma mais simples,
calcular a area de uma coroa circular, até sua forma completa que pode ser usada para o
calculo da area de algumas superficies geradas & partir de curvas no espago.

2.1 Evolucao do Teorema

O método de Mamikon teve inicio com um simples problema de geometria, muitas vezes
apresentado aos alunos do final do Ensino Fundamental. Determinar a area de uma coroa
circular dado uma corda, de comprimento a, da circunferéncia maior que seja tangente a
circunferéncia interior.

Figura 1. Coroa circular.

Este problema é facilmente resolvido observando que a circunferéncia menor de raio r
tem area 72 e a circunferéncia maior de raio R tem area wR?, entdo a area da coroa circular
serd dada por 7R? —7r? = 7(R?—7?). Mas os raios e o segmento de comprimento a formam
um tridngulo retangulo de catetos a/2 e r e hipotenusa R, entao pelo Teorema de Pitagoras
temos que R?—7r2 = (a/2)2. Logo, a area procurada serd ma?/4. Ou seja, a resposta depende
apenas do comprimento de a e ndao dos raios das circunferéncias.

B

Figura 2. Coroa circular e o tridngulo retangulo.

Mamikon notou que se soubéssemos que a resposta dependia apenas de a poderia haver
outra forma de abordar o problema. Como os comprimentos dos raios, mantida a corda de
comprimento a, nao influenciam na resposta poderiamos imaginar em diminuir linearmente
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o raio das circunferéncias até que o raio r da circunferéncia menor ficasse nulo (e a circun-
feréncia menor degenerasse para um ponto apenas). Nesse ponto nossa figura se tornaria
apenas um disco de diametro a e, logo, sua drea seria ma?/4. Mamikon perguntou-se ainda
se haveria outra forma de mostrar que a resposta dependia apenas de a. Trouxe, entdo, uma
ideia dinamica ao problema.

Interpretando a metade da corda como um vetor de comprimento L = a/2 tangente a
circunferéncia interior, observamos que, movendo este vetor sobre a circunferéncia de modo
a manter sua tangéncia a mesma, ele varre toda a regiao da coroa circular. Intuitivamente, a
area da coroa poderia ser entao determinada “somando” o comprimento dos vetores criados
durante esse movimento de rotagao.

Figura 3. Coroa varrida pelo vetor de comprimento fixo e a regido composta pela translagao
dos vetores .

Observe, porém, que transladando estes vetores paralelamente de modo que a origem
destes coincida (esteja sobre um tnico ponto) criamos um circulo de raio L (veja Figura(3)).
Assim, uma maneira de analisarmos a area, € verificar que a medida que o vetor de com-
primento L se move pela coroa, ele descreve em sua imagem com origem fixa uma rotacao
ao redor de um ponto P, desenhando, dessa forma, um circulo de raio L. Portanto, as duas
regides teriam areas equivalentes, o que de fato ocorre.

Também foi percebido que esta dinAmica poderia ser aplicada quando trocamos a circun-
feréncia interior por uma curva simples, fechada e convexa qualquer, a qual nos referiremos
no artigo simplesmente como forma oval. Na Figura 4 mostramos a mesma ideia usando

duas elipses.

Figura 4. Tangente as elipses varrendo a coroa oval.

Enquanto o segmento tangente de tamanho fixo move-se ao longo das elipses ela descreve
uma regido que chamaremos de coroa oval®.

Novamente transladando cada segmento para o vértice comum P enquanto a tangente
desliza pelas elipses, sua imagem gera um circulo de raio L. Entao a area da coroa oval deve
ser igual & area do circulo de raio L.

Veja que neste caso nao podemos utilizar o Teorema de Pitagoras e, para determinar
a area, provavelmente teriamos que recorrer ao Calculo, caindo em uma tarefa nao muito

4No original, Oval Ring.
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trivial. Inicialmente deveriamos determinar uma equacao para a curva interior, em seguida
usar sua derivada para descrever a area varrida por um vetor tangente.

Ao longo deste artigo usaremos a expressio “drea da regiao definida por uma tangente
para nos referir a dreas, como as coroas ovais acima descritas, delimitadas por uma curva base
e pela curva descrita pela extremidade de um vetor que se desloca mantendo sua tangéncia
a tal curva base. A expressdo “feize de tangentes” seré usada, entdo, para descrever a regiao
varrida por esses mesmos vetores quando tomados todos com origem num ponto comum.
No caso das coroas ovais, o feixe de tangentes seria o circulo de raio L.

”

2.2 “Demonstracao” por poligonos

Ao invés de uma circunferéncia ou elipse como base da nossa figura, poderiamos consi-
derar um poligono convexo? A resposta é sim. A propoésito é muito mais facil observar a
relacdo entre a area da regido definida por uma tangente e do feixe de tangentes quando con-
sideramos poligonos. Abaixo mostramos um tridngulo e a regido descrita por seus segmentos
tangentes.

Figura 5. Tangente de comprimento constante movendo-se pelo tridngulo.

Como os lados do tridngulo sao suportados por retas, durante seu deslocamento entre os
vértices, a tangente ndo muda de direcdo, logo ndo descreve nenhuma érea ao se mover. A
area da regiao definida por uma tangente, nesse caso, surge durante a mudanca de direcao
que ocorre quando a tangente passa por um dos vértices em dire¢ao ao lado consecutivo do
tridangulo, onde ir4 descrever um setor circular com raio igual ao comprimento do segmento.

Ao percorrer o perimetro do tridngulo a tangente ird descrever trés setores circulares
de mesmo raio e que juntos completarao um circulo de raio igual ao comprimento dessa
tangente.

O mesmo vale para um poligono convexo qualquer. Em um poligono com n lados a
tangente ird descrever n setores circulares. Se lembrarmos que a soma de todos os angulos
externos de um poligono convexo é sempre 360° e observarmos que 0s setores circulares
varridos pela tangente descrevem exatamente esses angulos, é facil verificar que o feixe de
tangentes, nesse caso, formara também um circulo.

Figura 6. Tangente de comprimento constante movendo-se pelo hexagono.
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Assim, a area da regido varrida pela tangente ao caminhar pelos lados do poligono sera
igual & area do circulo cujo raio é o comprimento do segmento tangente.

Considerando agora a area da regido definida por uma tangente de uma forma oval
qualquer como o limite das areas descritas por poligonos convexos inscritos cujo nimero de
lados tende ao infinito e cujos comprimentos tendem a zero, concluimos:

Teorema 12 (Teorema de Mamikon para coroas ovais) A drea de uma coroa oval 0b-
tida por uma tangente de comprimento L de uma forma oval qualquer é sempre igual a wL>.

Figura 7. Tangente de comprimento constante movendo-se por um poligono convexo de
muitos lados.

2.3 Area da regiao definida por uma tangente de comprimento
constante sobre uma curva sem inflexoes

Imaginando uma curva plana como o caminho percorrido por um ente mével, chamamos
de ponto de inflexdo um ponto onde a concavidade da curva se inverte, ou seja, um ponto
onde o sentido de rotacao descrito pelo ente mével se inverte.

Figura 8. Curva com inflexdo nos pontos P e Q.

Considere uma curva plana suave sem inflexdes®, que chamaremos de curva de tangéncia
7. A reunido de todos os segmentos tangentes de comprimento constante define uma regiao
que é cercada por 7 e por uma curva superior ¢ definida pela outra extremidade dos seg-
mentos. A forma desta regido depende da curva 7 e do comprimento do segmento tangente
que vai de 7 até o. Nos referiremos a esta regido novamente como a regido definida pela
tangente.

5Curvas suaves sdo curvas descritas por uma funcio f : I C R — R? que tém todas as derivadas f’, f”,
f'" ... continuas.
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Curva
superior

Curva
de tangéncia

Tangente que varre Feixe de Tangentes

Figura 9. O feixe de tangentes correspondente a regido definida pela tangente de compri-
mento constante é um setor circular.

Quando cada segmento é transladado paralelo de modo que o ponto de tangéncia de
todos seja trazido a um ponto comum teremos a regiao definida como feixe de tangentes.
Notamos que poderiamos ter trazido a outra extremidade de cada segmento a um ponto
comum, gerando um feixe de tangentes simétrico ao anterior.

Como cada segmento tem comprimento constante o feixe de tangentes é um setor circular
cujo raio é o comprimento do segmento.

Visto que area descrita pela tangente sobre uma curva suave simples sem inflexdes pode
ser vista como uma parte de uma coroa oval segue imediatamente do Teorema 12 o resultado:

Teorema 13 (Teorema de Mamikon para tangentes de comprimento constante)
A drea descrita pela tangente sobre uma curva suave simples sem inflexées T € igual a drea
do setor circular que forma o feize de tangentes correspondente. Tal setor independe da
forma da curva, dependendo apenas da varia¢ao angular total descrita pela tangente du-
rante o percurso ao longo da curva. Ou seja, se as tangentes de comprimento L nos pontos

e e . N ~ . .~ . P 2
inicial e final descrevem dngulo 0, entdo a drea da regiao definida por wma tangente é %.

Podemos ver esta aplicacao no mundo real observando uma bicicleta fazendo uma mu-
danca de trajetoria. A roda da frente da bicicleta traca uma curva enquanto a roda traseira
traca uma outra.

Figura 10. Determinar a area da regiao entre as marcas das duas rodas da bicicleta.

A area descrita pela tangente, desde que o percurso da roda traseira ndo cruze com
o percurso da roda dianteira, tem &rea igual a um setor circular dependendo apenas do
comprimento da bicicleta e da mudanca de dngulo entre a posicao inicial e a posig¢ao final

conforme mostramos acima®.

6Situagbes mais gerais da bicicleta podem sem vistas em [1].
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2.4 Tangente com comprimento variavel.

Trazemos agora uma ideia um pouco mais abrangente, onde os segmentos tangentes que
partem de 7 até a curva ¢ nao precisam ter um comprimento constante. Considere a regiao
definida por uma tangente com comprimento variavel e o feixe de tangentes correspondente
quando trazemos todos os pontos de tangéncia para o ponto comum O, como ilustrado na
Figura 11.

Curva
superior

Curva
de tangéncia

Tangente que varre Feixe de Tangentes

Figura 11. Tangente e feixe de tangentes com comprimento variavel.

O Teorema de Mamikon sugere que ambas as figuras tém a mesma area. Essa verificagao
pode ser feita considerando o Teorema de Mamikon para segmentos tangentes de compri-
mento constante e ao fazer um recorte continuo em uma regido definida pela tangente de
comprimento constante cada segmento cortado ao ser transladado para o feixe de tangentes
trard uma perda de area equivalente & primeira figura. Logo, o Teorema pode ser aplicado
também a uma tangente de comprimento variavel. Ou seja:

Teorema 14 (Teorema de Mamikon para tangentes de comprimento variavel) A
drea descrita pela tangente a uma curva suave simples sem inflexoes T € igual a drea do feize
de tangentes correspondente, mesmo que o comprimento da tangente varie ao longo do seu
percurso em T.

Tangente que varre Feixe de Tangentes

Figura 12. Os cortes retirados tém area equivalente.

2.5 Forma Geral do Teorema de Mamikon.

No caso mais geral do Teorema de Mamikon a curva inicial nem mesmo precisa ser plana.
Podemos considerar qualquer curva suave no espaco com 0s segmentos tangentes variando
seu tamanho.
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Figura 13. Tangentes e feixe de tangentes de uma curva espacial.

A area da regido formada pelas tangentes ao percorrer uma curva espacial suave é igual
a area de seu feixe de tangentes, que é descrito sobre uma “superficie conica”.

A regido da tangente estd sobre uma superficie desenvolvivel” que pode ser desenrolada
em um plano sem distorcao de drea. Novamente a forma descrita pela tangente depende
apenas da curva inicial e de como os comprimentos e dire¢ao dos segmentos tangentes variam
pela curva. Aqui, o feixe de tangentes de uma curva no espaco serd uma superficie conica
cujo vértice é o ponto comum a que transladamos os segmentos tangentes (uma superficie
que também pode ser desenrolada em um plano).

Ressaltamos que as ideias aqui apresentadas foram apresentadas de maneira visual e
intuitiva. Uma demonstracido formal dos resultados descritos sera apresentada no final do
artigo.

3 Aplicacoes

Nos anos iniciais dos cursos superiores na area de exatas somos apresentados ao Célculo
Diferencial e suas aplicacOes para determinar a area sob curvas. Estas ideias requerem
uma base nao tao modesta quanto aos conhecimentos matematicos. Porém, com o Teorema
de Mamikon, podemos apresentar algumas destas ideias e problemas a alunos do Ensino
Meédio, bastando que estes tenham conhecimentos bésicos de Geometria e alguma nocao
sobre funcoes.

Para o uso do Teorema de Mamikon necessitamos de algum conhecimento o sobre retas
tangentes e subtangentes. Subtangente é a projecdo sobre um eixo, e especialmente sobre
um eixo de coordenadas, do segmento da tangente compreendido entre o ponto de contato
de uma curva e o ponto onde a tangente encontra o eixo considerado®.

Nesta secao trazemos a discussao e aplicagoes do teorema a algumas funcgoes e equacoes
classicas presentes nos ensinos fundamental e médio e em cursos de célculo diferencial.

3.1 Pitagoras a partir de Mamikon

Assumindo verdadeiro o Teorema de Mamikon, podemos, usando a reciproca da ideia
que originou o teorema, encontrar mais uma prova do Teorema de Pitagoras.

Considerando uma coroa circular onde a circunferéncia interior tem raio r e a circunfe-

réncia exterior raio R, sabemos que sua area serd dada pela diferenca mR? — 7r2.

"Mais sobre este assunto pode ser visto em [6] e [9].
8 Apresentamos tais conceitos mais detalhadamente em [9]
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Y

Figura 14. O Teorema de Mamikon implica o Teorema de Pitagoras.

Mas pelo Teorema de Mamikon vimos que sua area também é igual a 7L?, onde L é um
segmento tangente & circunferéncia interior. Igualando as equacoes temos:

TR —mr? = gwL?
R2 _ ,’,,2 — L2
P+ L7 = R

ou seja, o Teorema de Pitagoras.

3.2 Area sob o grafico de fungdes Exponenciais

As funcoes exponenciais estao em toda parte nas aplicagdes da Matemética. Elas ocorrem
em problemas relacionados ao crescimento populacional, decaimento radioativo, transmissao
do fluxo de calor e outras situagdes fisicas onde a taxa de crescimento/decrescimento de uma
quantidade é proporcional & quantidade presente.

A curva exponencial é o grifico de uma funcdo que apresenta subtangente constante?,
fato este, que nos ajuda a calcular a area da regido sobre o grafico de uma fungéo da forma
f(z) = e% usando o Teorema da tangente de Mamikon.

Observando a Figura 15, notamos que ao tracar a reta tangente no ponto (z,e? ) dividi-
mos a area sob a curva em duas partes. Um tridngulo retangulo de area 7', com catetos b e
e¥, e a regido sombreada a esquerda que vai de —oo até x — b com area S. Esta regido de
area S pode ser, no entanto, descrita ao deslocarmos a tangente no sentido negativo sobre a
curva, ou seja, esta é a regido definida pela tangente da curva.

Figura 15. Regido sombreada de area S e o tridngulo de area T

Deslocando cada segmento tangente para uma origem comum, o ponto (x —b,0), estare-
mos descrevendo o tridngulo de area T

9Sugerimos ao leitor interessado verificar tal propriedade com o axilio do livro [7].
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Figura 16. Segmentos tangentes transladados para o ponto x — b.

Essa equivaléncia se d4 pelo fato das subtangentes serem constantes. Cada triangulo
formado pelo segmento tangente tem base b e altura decrescendo de e# conforme z vai para
—00.

Portanto, ao transladar os segmentos tangentes para x — b estamos montando o feize
de tangentes da area S e pelo Teorema de Mamikon ambos possuem mesma area, S = T.
Temos entdo, que a area sobre f de —oo a x serd dada por duas vezes a area T

9T = Qb%b = be® (1)

Na linguagem do céalculo, mostramos que:

3.3 Area sob uma parabola

Uma outra fun¢do muito conhecida pelos alunos é a fun¢ao quadratica, cuja curva é uma
pardbola. Esta funcao é vista desde o 9° ano do Ensino Fundamental II, onde se trabalha
com pontos de maximo/minimo e raizes. Esse estudo estende-se, no Ensino Superior, com
o calculo da area sob a parabola em cursos de calculo diferencial.

0 i

Figura 17. Segmento parabdlico: regiao compreendida entre a curva e o eixo x.

Para a utilizacao do Teorema de Mamikon no célculo da area sob uma curva de equacao
y = 22 no intervalo [0,z] consideramos o retangulo de base z e altura 2% no qual o seg-
mento parabélico estd inscrito. Precisamos também de uma curva auxiliar y = 222, a qual

chamaremos de parabola bissetora.
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(22)? z?

2

Figura 18. Parabola bissetora y = (2x)? e a parabola y = 22 inscritas no retangulos.

As duas regides a esquerda delimitadas pela pardbola bissetora possuem mesma area.
Este fato é melhor entendido tomando os segmentos de comprimento x; paralelos ao eixo z
na altura z?. A parabola y = (2z)? divide estes segmentos ao meio e como as dreas podem

ser obtidas com a “soma” destes segmentos (Principio de Cavalieri) ambas serdo iguais!®.

(2z)? z?

/

Figura 19. Segmentos de comprimento z; divididos ao meio pela pardbola bissetora.

Mostraremos agora que a regido sob a parabola y = 22 também ¢é igual as duas outras
partes.

(2x)? x?

S

S1

1

0 x T
2

Figura 20. Regidao definida pela tangente Sy e seu feize de tangentes Ss.

Na Figura 20 o triangulo & esquerda e acima da pardbola (2z)? e o triangulo abaixo de
2% tem mesma area. Logo, reduzimos nosso trabalho a mostrar que as regides sombreadas
S1, abaixo de 22, e So, acima de (2z)2, tém mesma érea.

S é a regido definida pela tangente da pardbola x?. Tomando um segmento tangente

a 2? no ponto (t,t?) sua outra extremidade no eixo x serd (%,0). Transladando cada um

100 mesmo principio é usado na soma de Riemann e também no Principio de Cavalieri se aplicado ao
plano (http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem—=2861).
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destes segmentos em ta esquerda os pontos (t

5 5 0) serdo levados & origem e o ponto (t,t?)
serd levado para (%,tz), ou seja, sobre a parabola (2x)2. Logo, a regido Sy é o feize de
tangentes relacionado a regido definida pela tangente S; e pelo Teorema de Mamikon tém

mesma area.

Concluimos entao, que cada regiao apresentada na Figura 18 tém area equivalente a um

terco da area do retangulo, mostrando que a area sob a pardbola y = 22 é T—;

De maneira anéloga, utilizando o Teorema de Mamikon, podemos mostrar que a area
compreendida entre o eixo x e uma curva y = =", com r > 0 é dada por:'!.

x r+1
/ trdt =2 (3)
0 7'+1

3.4 Area sob o grafico de poténcias com expoente negativo

Podemos também para determinar a area sob o grafico de f(z) = 2™", com r > 1 usando

o Teorema da Tangente de Mamikon. A &rea abaixo de f é composta pelo tridngulo de area
T e a regiao definida pela tangente de area S.

Na Figura 21, o feize de tangentes de S obtido ao transladar cada segmento tangente
para a origem. A curva do feize de tangentes tem sua equagdo paramétrica em fungao
do vetor tangente a f, ou seja v(t) = (—s(t),—f(¢)), onde s(t) = —%. Pelo Teorema de
Mamikon estas regides tém mesma édrea S. Note que adjacente ao feize de tangentes temos

também um tridngulo de area T

Tangente que varre
de area S

Figura 21. Regiao definida pela tangente e seu feize de tangentes.

Refletindo o feize de tangentes e o tridngulo pelo eixo x teremos uma regiao congruente
com area S + T. Agora, estendendo esta regido por um fator r, isto é, multiplicando cada
coordenada x por um fator r, teremos uma nova regido cuja area sera r(S + T).

HUEstes casos podem ser melhor analisados em [9]
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Figura 22. (a) Reflexdo da area do feize de tangentes e do triangulo (b) Regido de (a) com
cada coordenada x multiplicada por r.

Note que como a curva do feize de tangentes & dada por s(t) = (—s(t),—f(t)) =
(f, —t‘r), ao refleti-la pelo eixo y e multiplicando a primeira coordenada por r, obtere-
mos a curva original (¢,¢7").

Portanto, esta area redimensionada é composta por um retangulo de area R e a regiao
original de 4rea S + T da figura 21. Logo, (S +T) = R+ (S + T'), e novamente:

R x
T = = — 4
S+ r—1 (—r+1) )

3.5 Uma aplicagao reversa do teorema de Mamikon: area da regiao
delimitada por f(¢) = tan®6.

Em algumas das aplicagbes apresentadas conseguimos calcular a area da regiao definida
pela tangente a partir da area do seu feize de tangentes, que era mais facil de ser determinado.
Em alguns casos, porém, podemos usar o Teorema de Mamikon na dire¢ao inversa se a area
da regiao definida pela tangente for mais simples de ser calculada do que a area do seu feize
de tangentes.

Mostraremos aqui uma prova geométrica para a férmula:

/ tan®6 df = tanz — (5)
0

Na Figura 23 (a) vemos o grafico polar da equacdo r(6) = tan 6 enquanto 6 varia de 0
a x. A area sombreada A(z), formada por cada segmento com uma das extremidades na
origem e a outra na curva r, é dada por:

Az) = 3 /096 r(0)% do = ;/01 tan? 0 do (6)

Considere uma circunferéncia de raio unitario onde cada segmento tangente é cortado
pela reta que passa em seu centro, mostrado na figura (b).
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(a) (b)

Tangente

. e varre
Feixe qu

de tangentes

r(0) = tg(0) \ ’

Figura 23. (a) A regido a esquerda é o feize de tangentes da regidgo definida pela tangente
em (b),ou seja, tém a mesma area. Em (c),o tridngulo é composto pela regido definida pela
tangente e um setor circular.

Seja 6 o angulo formado pelo raio ligado ao ponto tangente e a reta que passa pelo
centro, entao cada segmento tangente terd comprimento tan 6. Logo, esta regidao sombreada
na figura (b) é a regido definida pela tangente correspondente ao feize de tangentes na figura
(a) e pelo Teorema de Mamikon tém mesma area A(zx).

Mas, area da regiago definida pela tangente pode ser calculada como a area do triangulo
retangulo onde os catetos sao o raio da circunferéncia de comprimento 1 e o segmento
tangente de comprimento tan z menos a area do setor circular de angulo x. Logo:

A(m):%/ tan? @ d@z%tanxfg (7)
0

4 Teorema de Mamikon: Demonstracao Formal

Nesta secao trazemos a demonstracao formal do teorema utilizando a Geometria Dife-
rencial. Para mais detalhamento das ferramentas aqui utilizadas sugerimos consultar [6],
[10], [11] e [9]-

Teorema 15 A drea da regidgo definida pela tangente de uma curve suave, onde o vetor
aceleragdo nao se anula, € igual & drea do seu feize de tangentes correspondente.
Demonstragao: Considere uma curva o suave no espago descrita dada por X : [a,b] C
R — R3, com X" (s) # 0 para todo s, parametrizada pelo comprimento de arco no intervalo
0 <a < s <b. Denotamnos por T(s) o vetor unitdrio tangente a «, ou seja,

X'(s)

T = (9]

= X'(s) (8)

Considere agora a equacdo paramétrica:

Y(s,u) = X(s) +uT(s), com0<wu< f(s), onde f € uma fungdo qualquer. 9)

Entao Y descreve uma superficie S.
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Figura 24. Area gerada sobre a curva X

Note que como Y varia em fungio de s e u no intervalo [0, f(s)], S € gerada estendendo-se
o vetor tangente T de X até a posi¢io do vetor' Y em (s, f(s)).

Figura 25. Planificagao da superficie parametrizada Y.

Geometricamente, S € uma superficie desenvolvivel, isto €, ela pode ser desenrolada em
um plano sem distor¢ao. Ou seja, a superficie S € a regiao definida pela tangente.
A drea de S é dada por:
aYy oY

b rf(s)
CL(S):L A %X D5

Para resolver a integral calculamos as derivadas parciais:

duds (10)

oY 09X dT

e = By Tugs =T(s) +ul’(s) (11)
oY
o 1 (12)
logo,
(?9_}; X aa—}; = (T(s) +uT’(s)) x T(s) = T(s) x T(s) +uT'(s) x T(s) (13)

Como T(s) x T(s) =0, temos entio que:

b rf(s)
a(S) = / /0 [T () x T(s)|] duds (14)
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O feize de tangentes S1 correspondente a superficie S é obtido ao transladar paralela-
mente os vetores tangentes a X para um ponto P de origem comum.
Uma parametrizagdo da superficie S1 é dada por:

Yi(s,u) = P4+ uT(s), com0 < u< f(s) (15)

A superficie S; é um cone generalizado'? onde sua geratriz é dada pelo vetor uT'(s) e P
0 seu vértice.
Sua drea também pode ser obtida por:

b rf(s) oy, oY,
G(Sl) —/a /(; % X g duds (16)
onde as derivadas parciais sao:
oy, dr
Bs S U = uT’(s) (17)
e
oYy
e T(s), (18)
logo,
8Y1 aYl _ /

Portanto, a drea de S é:

b rf(s)
a(Sy) = / /0 [T (s) x T(s)| duds = a(S) (20)

Concluimos entdo que a area de S descrita pela regidgo definida pela tangente & igual a
area S do feize de tangente correspondente & S.

Tangente que varre

Figura 26. Superficie descrita pela regido definida pela tangente e seu feize de tangentes
correspondente.

12Um cone generalizado ¢ uma unido de retas passando por um ponto P (chamado de vértice do cone) e
pelos pontos de uma dada curva ¢.
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Esta demonstracdo também cobre as curvas no plano, bastando considerar uma das
coordenadas do vetor X como uma constante. E neste caso o feixe de tangentes serd um
setor circular generalizado.

O teorema também é valido para as superficies cujas curvas inicias podem ser decompos-
tas em uma soma ou diferenca de um numero finito de curvas que atendam as caracteristicas
descritas na hipotese. Isto deve dar conta das curvas nao suaves, como por exemplo as curvas
poligonais. E também aquelas que apresentam pontos de inflexao, onde a tangente muda de
direcdo podendo causar sobreposicao da regiao gerada, conforme mostrado abaixo. Nestes
casos, podemos dividir a curva em intervalos onde ndo tenhamos X” = 0. Isso cuidaria
também de curvas planas com inflexoes, sob a ressalva de que areas “sobrepostas” seriam
contadas segundo o ntimero de vezes que foram sobrepostas (ver Figuras 27 e 28).

Figura 27. f(z) = 2% com inflexdo em z = 0.

Figura 28. f(x) = senz com inflexdo em = = kr, com k € Z.

5 Conclusoes

Esperamos que este artigo possa ajudar professores e alunos a terem uma visao mais
ampla e curiosa da Matemaética; servir, também, como uma possibilidade de apresentacao
do Célculo aos alunos do Ensino Médio e motiva-los para prosseguir seus caminhos na area de
exatas; ou ainda, motivar estudos futuros do trabalho de Mamikon e Apostol apresentados
no livro A wisual approach to calculus problems que explora a possibilidade de aplicagoes
para diversos problemas envolvendo as conicas, cicloides, calculos de volume entre outros.
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Resumo: A Teoria dos Jogos é um ramo da matematica aplicada que estuda situacgdes
estratégicas onde jogadores escolhem diferentes acoes na tentativa de melhorar seu ganho.
Inicialmente desenvolvida como ferramenta para compreender comportamento econémico,
a teoria dos jogos é hoje usada em diversos campos académicos. O objetivo do trabalho é
mostrar, a partir de jogos simples, os conceitos de soma-zero, estratégias, matriz de ganhos,
jogos estritamente e nao estritamente determinados.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos; Maximin; Minimax; matriz de ganhos; Soma-zero.

Abstract: The Game Theory is a branch of applied mathematics whose main concern is the
study strategic situations where players choose different actions in an attempt to improve
their payoffs. Initially developed as a tool to understand economic behavior, game theory
is now used in many academic fields. The objective of this work is to show, from simple
games, the concepts of zero-sum, strategies, matrix of payoffs, games strictly and nonstrictly
determined.

Key words: Game Theory; Maximin; Minimax; payoffs; Sum-zero.

1 Introducao

A teoria dos jogos foi inicialmente desenvolvida como um modelo para analisar situagoes
de conflito, na busca da racionalidade para embasar as decisoes entre os agentes envolvidos.

Alguns matematicos ja fizeram estudos de jogos. Porém, nenhum deles deu continuidade
as suas pesquisas para melhor fundamenti-las. Assim, esta teoria comecgou a se tornar
realmente um foco de estudo na Matematica na década de 30 , ganhando um enfoque maior
no ano de 1944.

Em 1944 a teoria dos jogos foi voltada, principalmente, a aplica¢des na drea da Econo-
mia, porém, a complexidade de suas contribuicoes conseguem abranger muitas areas pela
diversidade de sua aplicabilidade.

Os jogos a serem considerados nestes estudos nao sao aqueles em que o resultado esta
sujeito exclusivamente ao fator sorte, no qual a atuacao do jogador independe do resultado,
como o jogo de dados, por exemplo. Tratam-se daqueles que sao denominados jogos de
estratégia, nos quais os sujeitos envolvidos criam uma sequéncia de tomadas de decisoes e
portanto passam a ter responsabilidade no resultado do jogo.

Partimos do pressuposto que os jogadores envolvidos sempre estarao em busca de vencer,
ou seja, eles criarao estratégias que possam maximizar suas possibilidades, sempre tendo
como objetivo a vitéria. Salientamos que ha a possibilidade de empate, mas quando um
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jogador vence, essa acao implica automaticamente na derrota de seu adversario, excluindo
a possibilidade de ambos serem vencedores.

2 Ideia de Jogo

Nesta teoria, qualquer situacao de conflito ou interacao a ser considerada é denominada
de “jogo", e os sujeitos envolvidos de “jogadores". Nesta pesquisa, por se tratar de uma
introducao a esta complexa teoria, iremos limitar a utilizagao de situacoes em que constam
apenas dois jogadores.

O exemplo a seguir serve para ilustrar a teoria dos jogos antes de introduzir a formalizagao
matematica.

Exemplo 2.1 (Cobranga de Pénalti) Vamos supor agora que Joio e Pedro estejam fa-
zendo uma disputa de pénaltis, no caso Joao é o goleiro e Pedro o cobrador, suponha ainda
que Pedro possua apenas duas estratégias: chutar a bola no lado direito do gol ou chutar a
bola no lado esquerdo do gol. Como a distdncia entre o gol e a marca do pénalti é muito
curta, isto impossibilita o goleiro Jodo de determinar de que lado Pedro chutard a bola. As-
sim, ele deve escolher para que lado pular sem saber qual serd a diregdo do chute. Suponha
também que, sempre que o goleiro adivinhar corretamente o lado do chute, ele é capaz de
fazer a defesa em 80% das vezes caso o chute seja & direita e 60% o esquerda. O batedor
possui um tiro certeiro quando chuta no lado direito, mas nao é tao bom quando chuta do
lado esquerdo. Se Pedro chutar do lado direito do gol e o goleiro pular para o lado esquerdo,
a bola entrard com 100% de certeza. Se o batedor chutar do lado esquerdo do gol e o goleiro
pular para o lado direito, a bola entrard no gol com uma probabilidade de 50%.

Este jogo ndo é um jogo simétrico, ou seja, existem grupos de estratégias diferentes
para cada jogador. Se forem realizadas muitas cobrancas, os jogadores nao devem manter
uma unica estratégia (Estratégia Pura), pois colocaria seu oponente em vantagem. Nessas
situacoes a melhor escolha é trocar constantemente de estratégia (Estratégia Mista). A
vantagem da estratégia mista é que se coloca a duvida na cabeca do oponente, pois ao
alterar sistematicamente os lados para quais chuta, o cobrador nao da ao goleiro a certeza
para qual lado chutaré a bola. Da mesma forma, o chutador também nao saberéd exatamente
qual canto escolher, se nao tem certeza do que o goleiro fara.

Perceba que caso o goleiro pule para o mesmo lado que a bola, entdo terd 80% ou
60% de chance de fazer a defesa, dependendo do lado que Pedro chutar, gerando assim
dois eventos favoréaveis a Joao considerando os quatro possiveis (direita-direita e esquerda-
esquerda). Enquanto Pedro estara certo do gol, caso faca a cobranca a direita e Joao pule
para a esquerda. Por outro lado, caso Pedro cobre & esquerda e Joao pule & direita, isto nao
implica na certeza de gol, uma vez que o jogador nao apresenta muita habilidade ao chutar
para a esquerda, acertando assim, apenas a metade dos pénaltis. A matriz de ganhos da
situacao descrita fica assim:

Tabela 1. Cobranca de Pénalti

Joao
Direita Esquerda
Pedro Direita 20% 100%
Esquerda | 50% 40%
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Pedro sabe que se chutar constantemente no lado esquerdo do gol, ele terd uma expec-
tativa de converter no minimo 40% das cobrangas. Por outro lado, Jodo percebe também
tal informagdo e com o objetivo de minimizar as conversoes de Pedro, escolhe sempre fazer
defesas & esquerda, mantendo assim, suas chances em 60%. Porém, como Pedro gosta muito
de “blefar”, decide trocar o lado da cobrancga ocasionalmente. Sendo assim, vamos supor
que ele faga a troca em 25% das vezes, Joao enfrentara o dilema de qual seria a melhor
frequéncia para maximizar suas defesas.

Nesse exemplo, é extremamente importante ndo confundir taxa de sucesso com estratégia.
Definiremos formalmente o que é estratégia mais a frente. Porém, para diferenciar essas
ideias, entenda que estratégia é a frequéncia com que se escolhe uma opcao em um jogo
qualquer e taxa de sucesso é a probabilidade de ocorréncia quando ambos os jogadores
fazem suas respectivas escolhas.

Supondo que Jodo queira minimizar as conversoes de Pedro, e por isso decide trocar de
lado metade das cobrancas, a situacao descrita pode ser resumida pela Tabela 2:

Tabela 2. Frequéncia Pénaltis I

Frequéncia
Defesa
50% 50%
Direita Esquerda
Frequéncia 25% Direita 20% 100%
Cobranga 75% Esquerda | 50% 40%

Analisando a Tabela 2 de frequéncias, podemos agora definir a probabilidade de cada
um dos quatro eventos possiveis de ocorrerem. As respectivas chances de cada evento se
encontram na Tabela 3.

Tabela 3. Pénaltis I

Evento Probabilidade Sucesso

Composto Evento Cobranga
Cobrar a direita e
defender & direita 0,25 0,50=0,125 | 20%
Cobrar a direita e
defender & esquerda
Cobrar & esquerda e
defender & direita
Cobrar a esquerda e
defender & esquerda

0,25. 0,50= 0,125 | 100%

0,75.0,50=0,375 | 50%

0,75.0,50=0,375 | 40%

Assim, podemos calcular a probabilidade de sucesso da cobranca de pénaltis em relagao
a Pedro:

0,125.20%+0,125.100% + 0, 375.50% + 0, 375.40% =
2,5%+12,5% + 18, 75% + 15% = 48, 75%.

Note que devido ao blefe de Pedro, este conseguiu criar uma situacdo de sucesso de
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48,75%, o que gera um aumento de aproximadamente 22% em relacdo a manter as cobrancas
na esquerda, no qual garantiria em exatamente 40% suas chances de éxito.

Essa andlise traz varios questionamentos que serao respondidos nos proximos capitulos:
Pedro pode aumentar suas chances para além de 48,5% com uma estratégia diferente? Qual é
a maior probabilidade de sucesso que Pedro pode fazer? Qual a melhor resposta de Joao para
qualquer estratégia de Pedro? Joao consegue definir uma melhor estratégia independente
das decisoes de Pedro? As respostas serao respondidas mais adiante.

3 Estratégia

A teoria dos jogos pode ser definida como a teoria dos modelos matematicos que estuda
a escolha de decisdes 6timas sob condicoes de conflitos. O elemento bésico em um jogo é
o conjunto de jogadores que dele participam e suas estratégias. Neste trabalho definiremos
estratégia como o conjunto das frequéncias com que um jogador escolhe as opgoes de um
determinado jogo. Assim, diante de suas escolhas, cria-se uma situagio ou perfil no espago
de todas as situagoes (perfis) possiveis.

Os detalhes especificos de cada jogo serao ignorados no exemplo subsequente e simples-
mente trataremos de uma matriz de nimeros, sem unidade de medida. Portanto, podemos
tratar um jogo de soma-zero 2 X 2 com a forma:

Tabela 4. Soma-Zero: Genérico

Joao
a1 | ai12
Pedro
a21 | G22

no qual aj1, ai2, as1 € asze sao nimeros quaisquer. Essa abstragao matematica tem o intuito
de simplificar cada jogo estudado, facilitando a compreensao dos mesmos. Entretanto, fa-
remos discussoes de alguns casos concretos para que os exemplos se tornem palpéaveis e de
facil entendimento.

Cada jogo de soma-zero 2 x 2 tem dois jogadores, que continuaremos chamando de Pedro
e Joao. Quando os jogadores tomam alguma decisdo, consequentemente, escolhem uma linha
ou uma coluna da matriz. Especificamente nos exemplos anteriores, Pedro escolhe uma linha
e Joao uma coluna. Por exemplo, suponha que no jogo Cobranc¢a de Pénalti Pedro chute &
direita e Joao pule a esquerda, a situacao descrita seria assim:

[ 20% | 1100%]]]
50% | [40%

Figura 1. Tomada de Decisao

Cada jogador faz sua escolha simultanea e independentemente do oponente. Assim, a
selecdo da linha e coluna representa o resultado da jogada, e a entrada da matriz, cujo
elemento esta contido na interseccao da linha e coluna selecionada, é o ganho do jogador
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(payoff). No caso acima o ganho de Pedro é 100%. Por outro lado, se Pedro tivesse chutado
a esquerda e Jodo mantido sua escolha, o ganho do batedor seria de 40%. Note que o ganho
é em relagdo ao cobrador, conforme comentado no capitulo anterior, e obviamente o ganho
de Pedro implica diretamente a perda de Joao.

Como o objetivo de Pedro é maximizar suas chances de gol e Joao de minimizar o sucesso
das cobrancgas, cada jogador aplica uma estratégia, ou seja, toma uma decisao entre as opgoes
possiveis.

Definicao 3.1 Uma estratégia em um jogo de soma-zero 2 X 2 € um par de nimeros p1, P2,
denotaremos [p1;pz], em que:

0<p1 <1, 0<p2<1l onde p+pr=1

no qual p1 representa a frequéncia com que a primeira linha (ou coluna) é escolhida, e py a
frequéncia com que a segunda linha (ou coluna) € escolhida.

No Exemplo Cobranca de Pénalti Pedro faz a escolha de chutar 25% das vezes para o
lado direito, ou seja, o par de niumeros que representa sua estratégia é [0, 25; 0, 75] , enquanto
a estratégia inicial de Joao é manter metade de suas defesas para cada lado, ou seja, sua
estratégia é [0, 5;0,5]. Quando se faz a discussdo de estratégias de um modo geral, pode-se
definir a estratégia de Pedro como [1 — p;p] e a de Jodo como [1 — ¢; q].

Conforme visto anteriormente no jogo Cobrang¢a de Pénalti, cada jogador aplicou uma
estratégia e com isso foi possivel estabelecer a probabilidade de ganho para cada oponente.
Agora sera feito o calculo de maneira genérica em termos de um jogo de soma-zero 2 x 2,
tomando as estratégias [1 — p;p] [¢; 1 — ¢] obteremos a seguinte matriz:

Tabela 5. Soma-Zero:Genérico 11

1-q q
1-p | a1 | a2
a21 a2

Vamos supor que Pedro tenha escolhido uma linha e Joao uma coluna. Desde que ambos
os jogadores tenham feito suas escolhas de maneiras independentes, podemos concluir que:
e A probabilidade de Pedro receber o ganho a1; é (1 —p) x (1 —gq)

e A probabilidade de Pedro receber o ganho a2 (1 —p) X ¢
e A probabilidade de Pedro receber o ganho as; p x (1 —q)
e A probabilidade de Pedro receber o ganho as p X ¢

E como os quatro eventos sao mutuamente exclusivos e cobrem todas as possibilidades, segue
que o ganho esperado de Pedro (Gp) é uma fungio de variaveis p e ¢ definida por:

Gp(p,q) = (1 = p).(1 = q).a11 + (1 = p).g.a12 + p.(1 — q).a21 + p.q.azs.
O diagrama representado pela Tabela 14 serve de auxilio para o calculo dos ganhos de cada
jogador. Tais diagramas sao chamados de diagramas auxiliares, com eles pode-se computar

de forma rapida e precisa o resultado do jogo, principalmente quando aplicado em uma
rotina repetidas vezes.
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Exemplo 3.1 No jogo Cobranc¢a de Pénalti, supondo que Pedro tenha uma estratégia [0, 3;0, 7]
e Jodao [0,6;0,4], entdo o diagrama auziliar seria :

Tabela 6. Exemplo 3.1

60% 40%
30% | 20% | 100%
70% | 50% | 40%

Tomando os calculos dos ganhos de Pedro, temos

0,3.0,6.20%+0, 3.0,4.100% + 0, 7.0, 6.50% + 0, 7.0, 4.40%
3,6%+12% + 21% + 11,2% = 47, 8%.

Portanto, quando Pedro e Jodo aplicarem, respectivamente, as estratégias [0, 3;0, 7] e [0, 6; 0, 4]
entdo, Pedro deve esperar um sucesso em 47,8% de suas cobrancas.

O

As estratégias de um jogador podem ser classificadas de duas maneiras: Estratégias
Puras e Estratégias Mistas. Uma estratégia é dita pura quando o jogador escolhe apenas
uma das opgoes do jogo, ou seja, a frequéncia de uma determinada opgao é 1, enquanto
todas as outras é nula.

Definicao 3.2 Dada uma estratégia pi1,ps2, D3, ..-Pm €m um jogo de soma-zero m X n, tal
estratégia € dita pura quando existir pr, = 1 para algum k € (1,2,3,...m).

Por outro lado, uma estratégia é dita mista quando nao for pura, ou seja, o jogador nao
escolhe constantemente uma tnica opcao do jogo.

Definicao 3.3 Dada uma estratégia p1,ps,ps3,...pm €m um jogo de soma-zero m X n, tal
estratégia € dita mista quando py # 1 para todo k € (1,2,3,...m).

No jogo Cobranga de Pénalti, Pedro possui duas estratégias puras: [1,0] e [0,1] que
representariam, respectivamente, cobrancas de pénaltis apenas & direita e apenas & esquerda.
Estratégias que ndo sdo puras sdo chamadas de mistas. Portanto, [0,1;0,9] e [1 — p; p] sdo
estratégias mistas, contanto é claro, que p nao seja 0 ou 1.

Ao final desse capitulo, seria natural nos perguntarmos: qual a melhor estratégia possivel
para maximizar os ganhos de um jogador? E como poriamos encontré-la? A resposta serd
discutida a seguir.

4 Respostas Ideais para Estratégias Especificas

Nesse capitulo procuraremos encontrar as melhores taticas quando sabe-se a estratégia do
oponente. Antes de fazermos essa andlise, devemos ter precaucao, pois deduzir a estratégia
do adversario a partir de movimentos anteriores nao é uma tarefa simples, e por mais que
encontremos tal estratégia, isto nao significa que saberemos a préxima jogada do oponente.
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Uma estratégia é uma lista de nimeros que representa a frequéncia com que cada opc¢ao é
escolhida no jogo.

Voltemos ao jogo Cobrangas de Pénalti. Em dado momento Pedro definiu a estratégia
[0,25;0,75], ou seja, cobrar 25% das vezes & direita e 75% a esquerda. Suponha que Jodo
perceba a estratégia de seu adversario e procure a melhor resposta para minimizar o sucesso
de Pedro. Seja [1 — ¢;¢] a melhor estratégia para Joao, portanto o diagrama auxiliar seria
dado por:

Tabela 7. Resposta Ideal Pénalti I

lq ¢
25% [ 20% | 100%
75% | 50% | 40%

e a expectativa de Pedro é

0,25.(1 — ).0,2 + 0,25.¢.1 +0,75.(1 — q).0,5 + 0, 75.¢.0, 4
=0,05(1 — q) + 0,25¢ + 0,375(1 — ¢) + 0, 3¢

= 0,05 — 0,05¢ + 0,25¢ + 0,375 — 0,375¢ + 0, 3¢

= 0,425 — 0, 125q.

Perceba entao, que o ganho de Pedro depende da estratégia a ser aplicada por Joao, ou seja,
o payoff do cobrador estd em funcao da frequéncia ¢ do goleiro. Note que o menor valor do
ganho de Pedro acontece quando Joao decide defender exclusivamente & esquerda, ou seja,
tomando ¢ = 1 entre todos os valores possiveis de ¢, assim o ganho seria dado por:

0,425 — 0,125¢ = 0,425 — 0,125.1 = 0,3

Portanto, o ganho esperado de Pedro é 30%, consequentemente, Jodo tem em média 70% de
sucesso.

Suponha agora que Pedro diversificara seus chutes a direita e & esquerda igualmente, ou
seja, aplicard a estratégia [0,5;0,5]. Qual seria a resposta ideal de Jodo para minimizar o
sucesso de Pedro? Vejamos o diagrama auxiliar

Tabela 8. Resposta Ideal Pénalti IT

1-q ¢
50% [ 20% | 100%
50% | 50% | 40%

e portanto o ganho esperado é
0,5.(1-¢).0,240,5.¢.14+0,5.(1 —¢).0,540,5.¢.0,4
=0,1(1—¢q)+0,5¢ +0,25(1 — q) + 0, 2¢
=0,1-0,1¢+ 0,5+ 0,25 — 0,25¢ + 0, 2g
=0,35+0, 35¢.

Analisando a expressdo com o intuito de minimizé-la, basta Jodo tomar a contra-estratégia
[1; 0] para que o sucesso do cobrador seja reduzido a 35%. Entre outras palavras, caso Pedro
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chute metade dos pénaltis & direita e a outra metade a esquerda, a melhor escolha para o
goleiro seria apostar constantemente no lado direito.

Quando um jogador aplica uma estratégia qualquer, seu oponente procura uma tética
que resulte no ganho minimo de seu adversario, tal tatica chamaremos de contra-estratégia
tdeal. Note que nos exemplos anteriores, as duas contra-estratégias de Joao sao puras, isto
de certa forma ndo é mera coincidéncia. Podemos formular esse principio de maneira mais
geral, como um teorema.

Teorema 4.1 Se um dos dos jogadores aplicar uma estratégia fiza, entdo seu oponente tem
uma contra-estratégia ideal e ela é pura.

Demonstragao: Suponha que Jodo aplique uma estratégia fixa [1 — go; go] € Pedro deseja
encontrar a contra-estratégia ideal, ou seja, procura maximizar seus ganhos. Vejamos a

situagao descrita em um jogo genérico abaixo:

Tabela 9. Demonstragao 4.1

Joao
1-q0  qo
Pedro 1p | a1 | a2
p a21 22

Note entao que a funcdo ganho de Pedro é dada por:

Gp(p) = (1 —=p).(1 = qo).a11 + (1 — p).qo.a12 + p.(1 — qo).a21 + p.qo.a22

fazendo as operacgoes de multiplicacao e colocando p em evidéncia temos:

Gp(p) = p(qo(arr — a12 — az1 + aze) — a1 + az1) + ar1 + qo-(a12 — ar1)

Observe que Gp é uma funcao do tipo afim com variavel independente p, logo seu gréfico

é representado por um segmento de reta,uma vez que a funcdo estd definida apenas para

0 < p < 1. Assim, o ponto de maximo é dado pela extremidade do segmento, ou seja, para

p = 0 ou p = 1, portanto a contra-estratégia ideal para Pedro é dada por [0;1] ou [1;0] e
ambas sdo puras como queriamos mostrar.

|

5 A estratégia Maximin

Neste capitulo buscaremos uma estratégia ideal, ou seja, procurar a melhor tatica possivel
para Pedro em qualquer jogo de soma-zero 2 x 2, justificando-a matematicamente. Seja o

jogo:

Tabela 10. Estratégia Ideal I

Joao

a a
Pedro 11 12
a1 | Qg2
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Devido ao Teorema 3.1, sabemos que para qualquer estratégia [1 — p, p|] imposta por Pedro,
existe uma contra-estratégia pura que Joao pode aplicar para minimizar o ganho de seu
adversario. Sejam g1(p) e g2(p) os respectivos ganhos de Pedro quando o mesmo aplica as
estratégias puras [1,0] e [0,1]. Segue abaixo os diagramas auxiliares da situagdo descrita:

Tabela 11. Estratégia Ideal IT Tabela 12. Estratégia Ideal IIT
1 0 0 1
1p | a1 | aro 1p | a1 | a2
a1 | Q22 p a1 | 22

portanto o ganho é dado por

g1(p) = (1 = p).l.air + p.l.ags = a1 (1 — p) + ao1p = (a1 — a11)p + ai1.
g2(p) = (1 = p).l.arz + p.l.ass = a12(1 — p) + a22p = (ag2 — a12)p + a12.

Se denotarmos como Gp(p) a expectativa do ganho de Pedro aplicando as estratégias des-
critas acima, mesmo sabendo que Joao pode minimizé-las, entao o ganho de Pedro é dado
por

Gp(p) = min (g1(p), 92(p))

Acabamos de determinar o ganho de Pedro Gp(p) em funcdo de p, ou seja, temos uma
relacdo direta entre a estratégia [1 — p; p] aplicada e o ganho esperado.

Perceba que a variavel independente p aparece nas expressoes g1(p) e ¢g2(p) como uma
funcao afim, portanto, o respectivo grafico € dado por uma reta. Perceba, é claro, que o
valor de p é um numero real entre 0 e 1, uma vez que p representa uma probabilidade, assim,
o grafico da funcdo descrita é formado por segmentos de reta no intervalo [0,1]. Note que
as extremidades dessa funcao sdo dadas por:

91(0) = (a21 — a11).0 + a11 = a11.

g1(1) = (ag1 — a11).1 + a1 = as;.

Isso mostra que o gréfico de g1 (p) é um segmento de reta que contém as extremidades (0, a11)
e (1,a21). Analogamente:

92(0) = (a22 — a12).0 + a12 = aqa.

92(1) = (a22 - a12)-1 + a12 = ags.
e o gréfico de g2(p) é um segmento de reta que contém as extremidades (0,a12) e (1, as2).
Com essas informacoes de g1 (p) e g2(p), podemos notar que ao aplicar a estratégia [1 — p; p]

ou [p; 1 — pl, consequentemente, as fungdes teriam seus graficos trocados, ou seja, o gréafico de
g1(p) seria de go(p) e vice-versa. O grafico de Gp(p) é feito a partir da observagao seguinte:

O grifico de Gp(p) consiste em uma linha que, para qualquer valor possivel de p, contém o
menor valor entre g1(p) e g2(p).
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O exemplo a seguir mostram uma variedade de informagdes importantes para a escolha
de uma estratégia, apenas observando o grafico da fungao.

Exemplo 5.1 Para o jogo do Cobrangas de Pénalti tinhamos a seguinte matriz de ganhos:

Tabela 13. Exemplo 2.1 - Cobranga de Pénalti

20% | 100%
50% | 40%

Temos a11 = 0,2,a12 = 1,a21 = 0,5 e ass = 0,4. Determinando n g1(p) e g2(p), temos:

g1(p) = (a21 —a11)p+ a1 = (0,5-0,2)p+0,2=0,3p+0,2.
g2(p) = (a2 —a12)p+a12 = (0,4 —1)p+1=—-0,6p+ 1.

e o grafico da funcdo é dada pela Figura 5 abaixo:

Expectativa ganho
1

ol Estratégia

8/9
1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1

Figura 2. Exemplo 5.1 - Grafico Expectativa

Perceba que o grafico de Gp é dado grande parte por gi(p), onde Jodo aplicaria a
contra-estratégia pura [1;0] até o determinado momento em que Jo#o trocaria de estratégia
e passaria a aplicar [0;1]. Note que o momento de troca de estratégia é exatamente a
interseccdo de g1 (p) e g2(p). Esse ponto é de extrema importancia para a anélise do jogo,
podemos encontra-lo facilmente resolvendo a equacdo:

g1(p) = g2(p)

isto é,
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0,3p+0,2=—0,6p+ 1

0,9p = 0,8
_8
P=y

Consequentemente,

[1;0] é uma contra-estratégia ideal para Jodo quando P
p

= ©loo

0<p<
[0; 1] é uma contra-estratégia ideal para Jodo quando % <p<

Fazendo uma analise informal, podemos concluir que caso Pedro chute & esquerda com

uma frequéncia menor que %, entdo Joao ira persistir em defender a direita. Porém, quando

Pedro faz as cobrancas com probabilidade superior a % a esquerda, entao o goleiro fara suas

defesas constantemente & esquerda. Finalmente, quando p = % temos o mesmo valor da
funcdo independente da estratégia pura aplicada por Jodo, ou seja, o ganho serd o mesmo

para g1(p) ou g2(p).
Uma vez que a intersecgdo dos gréficos de g1(p) e g2(p) é o ponto de méximo da fungao
G p temos que esse ponto representa a escolha ideal para Pedro, assim temos que a estratégia

é dada por:
8.8 _ |18
9'9] 199

Portanto, a maior expectativa de ganho que Pedro, levando em conta que Joao quer
minimizé-la, pode garantir é calculada abaixo:

8 8 8
-1=0,3.-4+0,2=—+40,2=0,26... 40,2 =10,26... = 46,6...
gl<9> ’ 9+ ) 3O+ ; 3 +0, ) ) %

ou

8 8 8
) =—0,6.-4+1=——+1=-0,53... + 1 = 0.46... = 46, 66...
@<9> 0,6.5 + =t 0,53... + 1 =0.46 6,66...%

O
Esta claro nos exemplos vistos anteriormente, que o ponto de méximo da fungdo Gp é
uma estratégia especial. Infelizmente, ha situagdes nas quais had mais de um ponto maximo

e devemos ter cautela. Porém podemos formular a seguinte defini¢do/teorema:

Teorema 5.1 Se (z,y) é o ponto de mdzimo do grifico de Gp entdo:

[1 — z; 2] é uma estratégia Maximin para Pedro, e y é o ganho Mazimin esperado.

Se Pedro aplicar a estratégia Mazimin [1 — x;x] entdo ele pode esperar vencer no minimo
y em cada jogada.
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Essa nomenclatura é dada porque cada ponto do grafico é o minimo de duas possiveis
escolhas de Jodo, e por outro lado, Pedro esta escolhendo o ponto mais alto do gréfico, ou
seja, estd maximizando o minimo. Entre outras palavras, Pedro esta escolhendo o valor mais
alto abaixo da curva de minimo.

Para concluir esse capitulo, percebemos que a estratégia Maximin é boa no sentido de
garantir o ganho minimo por jogada, além disso, é o melhor valor que pode ser assegurado.
No entanto, é natural nos questionarmos se a estratégia Maximin é realmente a melhor
tatica para aumentarmos o ganho esperado. A resposta dessa questao, é claro, depende das
circunstancias de cada jogo.

6 A Estratégia Minimax

Vamos, agora, em busca de uma boa estratégia para Jodao. O grafico da expectativa de
ganho de Joao em um jogo de soma-zero 2 x 2, pode ser encontrado de maneira analoga a de
Pedro, porém, com algumas pequenas diferencas e similaridades que serao descritas abaixo.

Devido ao Teorema 4.1, sabemos que para qualquer estratégia [1 — ¢, g] aplicada por Joao
em um jogo qualquer de soma-zero 2 x 2

Tabela 14. Estratégia Ideal IV

Joao
a1l | @12
Pedro
a1 | a2

existe uma contra-estratégia pura que Pedro pode aplicar para maximizar seu ganho. Sejam
h1(q) e ha(q) os respectivos ganhos de Pedro quando o mesmo aplica as estratégias puras
[1;0] e [0;1]. Seguem abaixo os diagramas auxiliares da situacdo descrita:

Tabela 15. Estratégia Ideal VI Tabela 16. Estratégia Ideal VII
l-q q g q
1] a1 | ais 0] ann | a2
0| a21 | az 1| a2 | a2

portanto o ganho de Pedro é dado por

hi(¢) = (1 —¢).l.air + ¢.l.are = a11(1 — ¢) + a12¢ = (a12 — @11)q + a11.
ha(q) = (1 — ¢).1.ag1 + q.l.ase = ag1(1 — q) + a2eq = (a2 — a21)q + a21.

Se denotarmos como G 7(gq) a expectativa do ganho de Pedro aplicando as estratégias des-
critas acima, mesmo sabendo que ele pode maximiza-las, entao o ganho de Pedro é dado
por:

G 7(q) = maz (hi(q), h2(q))

Acabamos de determinar o ganho de Pedro G ;(q) em funcao de ¢, ou seja, temos uma
relagdo direta entre a estratégia [1 — ¢; ] aplicada e o ganho esperado.
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Perceba que a variavel independente ¢ aparece nas expressoes h1(q) e ha(g) como uma
func¢ao afim, portanto o respectivo grafico é dado por uma reta. Perceba é claro, que o valor
de ¢ ¢ um ndimero real entre 0 e 1, uma vez que ¢ representa uma probabilidade, assim o
grafico da fungdo descrita é formado por segmentos de reta no intervalo [0; 1]. Note que as
extremidades dessa funcao sao dadas por:

hl(O) = (a12 — an).O -+ aj] = aqq.-
hi(1) = (a12 — a11).1 + a11 = aio.

Isso mostra que o grafico de h;(g) é um segmento de reta que contém as extremidades (0, a11)

e (1,a12). Analogamente,

h2(0) = (a22 — a21).0 + ag1 = aq;.

ha(1) = (@22 — a21).1 4+ a21 = ag.

e o grafico de hz(q) é um segmento de reta que contém as extremidades (0,a11) € (1,a12).
Com essas informagoes de hi(q) e ha(gq) podemos notar que aplicar a estratégia [1 — ¢; ¢] ou
[¢; 1 — ¢] ndo mudaria o ganho esperado de Jodo, pois essa escolha de estratégia implicaria
em apenas uma troca de graficos, ou seja, o grafico de hy(q) seria de ha(q) e vice-versa. O
grafico de G 7(q) é feito a partir da observacao seguinte:

O grifico de G 7(q) consiste em wma linha que, para qualquer valor possivel de q, contém o
maior valor entre hi(q) e ha(q).

Agora reexaminaremos os exemplos anteriores visto sob a perspectiva de Joao.

Exemplo 6.1 No jogo Cobrancas de Pénalti temos a sequinte matriz de ganhos:

Tabela 17. Exemplo 2.1 - Cobranga de Pénalti

20% | 100%
50% | 40%

temos entdo a1; = 0,2, a1z = 1, as; = 0,5 e ase = 0,4. Calculando as expressoes de hi(q) e
h2(q), temos:

hl(q) = (a12 — all)q+ a1 = (]. — 0,2)q+ 0,2 = O,8q+ 0,2
hz(q) = (a22 — CL21)Q+ a1 = (074 — O,5)q—|—0,5 =—-0,1¢+ 0,5.

e o grafico da funcao é dada pela Figura 10 abaixo.
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1 expectativa
ganho

1/3 estratégia

0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3. Exemplo 6.1 - Grafico Expectativa

O grafico de Gz coincide inicialmente com hy para pequenos valores de g. Portanto,
quando Jodo aplicar a estratégia [1—g; g] para valores proximos de zero, Pedro deve responder
com a estratégia pura [0;1]; quando ¢ esta proximo de 1, entdo Pedro emprega [1;0]. De
maneira mais informal, se Joao raramente defender & esquerda, Pedro ird cobrar exatamente
nesse lado; se Joao pular & esquerda, entao Pedro sempre chutard & direita. O ponto mais
interessante para minimizar a expectativa de ganho de Pedro é a intersec¢do de hi(q) e
ha(q). Para encontrar tal ponto basta resolvermos a equagao abaixo:

hi(q) = ha(q)
0,8¢+0,2=—0,1g+0,5

0,99 =0,3
_1
Q—3-

Consequentemente,

[0; 1] é uma contra-estratégia ideal para Pedro quando 0 %,
1
3 1.

<q<
<q<

[1;0] & uma contra-estratégia ideal para Pedro quando

Em outras palavras, caso Joao nao defenda mais que Lls das vezes a esquerda, Pedro deve
persistir com cobrancas & esquerda. Uma vez que Joao pule mais que % 4 esquerda, entao,
Pedro chutara sempre & direita. Finalmente, quando ¢ = = 1ndependente da estratégia de
Pedro, o ganho serd o mesmo.

Como a interseccao dos graficos de hi(q) e ha(q) também representa o ponto mais baixo

de G 7, isto quer dizer, que para esse valor de ¢ temos a escolha ideal para Jodao. Impondo
a estratégia a seguir:
11 21
1- REFE
33 33
o valor minimo esperado por Joao é dado por
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1 1 8
hi{=]=08-+40,2=—+40,2=0,26... +0,2 =0,46... = 46,6...%.
1<3) ) 3+ ; 30+ 3 y +0, ) ) %

ou

1 1 1
ha| =) =-0,1.7 =—— =— =0,46... = 46,6...7%.
2(3) 0, 3+0,5 3O+O,5 0,03...+0,5=0,46 6,6...%

O

Esta claro que o ponto de minimo da fungao representa uma estratégia significativa.
Assim, como o ponto de maximo da fun¢do Gp, o grafico de Gz pode ter mais de um ponto
de minimo. Analogamente ao capitulo anterior podemos enunciar a defini¢do/teorema

Teorema 6.1 Se (x,y) € o ponto de minimo do grifico de Gz, entio,

[l — z;x] é uma estratégia Minimax para Joao, e y é o ganho Minimaz esperado.

Se Joao aplicar a estratégia Minimax [1 — x;x] ,entdo, ele pode impedir, em média, que
Pedro ganhe nada mais que y em cada jogada.

Assim como no Teorema 5.1, 0 nome Minimax faz referéncia & escolha minima de Joao
entre as maiores escolhas de Pedro, ou seja, representa o ponto mais baixo da curva de
maximo.

7 Solucoes de Jogos Soma zero

Nas secoes 5 e 6 encontramos uma coincidéncia nos exemplos. As expectativas de ganho
eram iguais quando as estratégias de Maximin e Minimax eram impostas. Tal coincidéncia
acontece devido ao valor das expectativas ndo mudarem conforme as partidas sdo disputadas.
Porém, as estratégias Minimax e Maximin possuem defini¢des diferentes. Informalmente
falando, a estratégia Maximin é um “base"para Pedro, enquanto a estratégia Minimax é um
“teto"nos ganhos de Pedro, imposto por Joao.

A certeza da coincidéncia para jogos repetitivos de soma-zero é o teorema central da
Teoria dos Jogos. Esse teorema serd inicialmente discutido em um contexto de jogos 2 x 2
e reformulado para um caso mais geral, o qual serd demonstrado no final desse capitulo.

Teorema 7.1 Para qualquer jogo de soma-zero 2 X 2 hd um unico nimero v em que

i) a estratégia Mazimin de Pedro garante uma expectativa de ganho de minimo v;

it) a estratégia Minimaz de Jodo garante uma ezpectativa de ganho a Pedro que nao
ezxceda v.

Os dois capitulos anteriores tiveram como objetivo encontrar métodos e solugoes de jogos
de soma-zero 2 x 2. Faremos agora algumas simplificacoes para agilizar as anélises feitas
anteriormente. Inicialmente, vamos classificar os jogos de soma-zero 2 x 2 em dois tipos.

e Jogos 2 x 2 Estritamente Determinados - Dizemos que um jogo é estrtitamente
determinado se as estratégias Minimax e Maximin sao puras. Essa classificacao recebe este
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nome, uma vez que, cada jogador ji sabe o que esperar de seu adversario, ou seja, uma
estratégia pura.

e Jogos 2 x 2 Nao Estritamente Determinados - sdo todos os outros jogos que
possuem estratégias de Maximin e Minimax nao puras, ou seja, sao estratégias mistas.

Para entendermos melhor os jogos estritamente determinados precisamos do conceito
Ponto de Sela de um jogo de soma-zero m X n.

Definigao 7.1 Dizemos que um elemento a;; de uma matriz A m x n é um ponto de sela

da matriz A, se ele for simultaneamente wm minimo em sua linha e um mdximo em sua
coluna, isto €, se

aj; <ayg paratodo l=1,...,n e

aij = ag; pera todo k=1,..,m.
Exemplo 7.1 A entrada de nimero 8 representa o ponto de sela do jogo

Tabela 18. Exemplo 7.1

110
3|4

O

Vamos demonstrar dois lemas, para jogos estritamente determinados, necessarios para a
demonstracao do Teorema Minimax que enunciaremos mais tarde.

Lema 7.1 Pedro tem uma estratégia Mazimin pura se, e somente se, a matriz do jogo G
tem um ponto de sela, e nesse caso o ganho do ponto de sela é igual valor Mazimin.

Demonstragao: Dado um jogo qualquer

Tabela 19. Lema 7.1

a a
G— 11 12
a21 | 22

vamos assumir sem perda de generalidade que a1; < a12. Suponha inicialmente que Pedro
tem uma estratégia Maximin pura. Lembremos que os segmentos g1 (p) = (1 —p)ai1 +pasg; e
g2(p) = (1 —p)aiz + pagz com 0 < p < 1 estdo entre nos pontos (0,a11) e (1,a21) para g1(p)
e (0,a12) e (1,a22) para ga(p). Como a estratégia Maximin é dada pelo ponto de maximo
do grafico de Gp(p) entdo podemos afirmar, de acordo com a suposi¢do acima, que 0s
segmentos nao se interceptam em um ponto interior (Fig. 13.1 e 13.2), os segmentos possuem
coeficientes angulares positivos (Fig. 13.3) ou ambos negativos (Fig. 13.4). Mantendo em
mente ainda que a1 < aj2, podemos notar que, nos quatro casos possiveis, os pontos de sela
que ocorrem em cada uma das figuras sdo dados por ai1, as1, ass € a1, respectivamente, e
esses valores sdo iguais ao Maximin de cada jogo.
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G G G G
a.
. 22 a,,
22 a 92
a a, 22
12 2 a,
A 212 By
a 32
1 a,
a, a,
11 11
t P ‘ t P } = | : el
1 1 1 1
a,, < a,, 8y < 8y 8 £ ap, 95 € ay,
a, a a, < a
a, € a, g £ 8y 4, < a, 21 g
Fig. 13.1 Fig. 13.2 Fig. 13.3 Fig.13.4

Figura 4. Demonstracao - Lema 7.1

Suponha, agora, que o jogo G admita um ponto de sela. Esse ponto de sela implica
algumas desigualdades para o grafico de G p(p) gerando assim quatro possibilidades para a
fun¢do ganho de Pedro, considerando ainda a suposi¢ao que a1; < ajz, 0s casos sdo dados
pelas figuras 14.1 a 14.4. Perceba facilmente, que em todos os casos, existe uma estratégia
Maximin pura e o valor do ganho coincide com o ponto de sela.

Ponto de Selaem a,, Ponto de Selaem a,, Ponto de Sela em a,, Ponto de Selaem a,,
G G G G
32 a,;
a, ay, %22
a??
Frz 8=,
LTl a,, %2
3y &
; | ! t
1 1 ‘ 1 ‘ 1
a, < a, 31=8;, 8y < 8y 82 < ay,
925 3 31 <8y a,<a,
Fig. 14.1 Fig 14.2 Fig. 14.3 Fig. 14.4

Figura 5. Demonstracao - Lema 7.1

Lema 7.2 Jodo tem uma estratégia Minimaz pura se, e somente se, o jogo G tem um ponto
de sela, e nesse caso o ganho do ponto de sela € igual valor Minimaz.

A demonstracdo é anédloga ao Lema 7.1

Os jogos nao estritamente determinados sao sujeitos a um procedimento de solucao di-
ferentes, porém tao simples quanto os estritamente determinados. Seja o jogo

224



FRANCEZ, D. J.

Tabela 20. Jogo nao determinado

Joao
1q ¢
Pedro 1p | a1 | a2
a21 | 22

Retomando as fungoes ¢1(p) e g2(p) deduzidas quando Jodo aplica uma contra-estratégia
ideal pura temos:

g1(p) = (1 —p).liair +p.l.ass = a11(1 —p) + a21p = (a21 — a11)p + an
g2(p) = (1 — p).l.arz + p.l.azs = a12(1 — p) + azep = (age — a12)p + a12

Ja sabemos que um jogo nao estritamente determinado tem uma estratégia mista que
representa 0 Maximin para Pedro e o Minimax para Jodo. Assim, o valor de p é intersecgao
dos segmentos g1 (p) e g2(p). Para encontramos tal valor, basta resolvermos a equagao abaixo:

91(p) = 92(p)
(a21 — a11)p + a1 = (a2 — a12)p + a2
(ag1 — @11 — agz + a12)p = a12 — ai;
aj] — a2

= com ailp — a2 — ag1 + a99 7& 0
a1 — @12 — a21 + a2

Consequetemente, a estratégia Maximin mista [1 — p, p] para Pedro é dada por

a29 — Q21 ailp — a2

)
a1 — @12 — a1 + a2 ai; — a2 — G21 + a2
Portanto, temos um método simples de encontrar a estratégia Maximin para Pedro.

Teorema 7.2 (Minimax) Para qualquer jogo de soma-zero 2 X 2 hd um unico nimero v
em que:

i) a estratégia Mazimin de Pedro garante uma expectativa de ganho de minimo v;

it) a estratégia Minimaz de Jodo garante uma expectativa de ganho a Pedro que nao
ezxceda v.

Demonstragao: Caso o jogo venha a ter um ponto de sela, entdo o Teorema se resume no
Lemas 7.1 e 7.2 . Caso o jogo nao tenha um ponto de sela, ou seja, um jogo nao estritamente
determinado, podemos utilizar a teoria do Célculo para demonstra-lo.

Suponha que em um jogo qualquer Pedro aplique a estratégia [1 — z; x] e Jodo [1 — y; y].
A situagdo se resume no quadro abaixo:

Tabela 21. Demonstracao Teorema Minimax

Joao
l-y y
Pedro Ix | an | a1
X | @21 | G22
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Note entdo que a fun¢ido ganho de Pedro é dada por:

Gp(z,y) = (1 —2).(1 —y).an1 + (1 — x).y.a12 + x.(1 — y).a21 + v.y.a22

Simplificando a funcao em termos de x e y, obtemos:

Gp(z,y) = zy(a11 — a12 — a21 + ag2) + x(as1 — a11) + y(a12 — a11) + a1

Eventualmente definida para 0 < z,y < 1 uma vez que [1—z, z| e [1—y, y], sdo as respectivas
estratégias aplicadas por Pedro e Joao.

Vamos agora encontrar um valor da fun¢do Gp(x,y) que seja maximo na diregdo = e
minimo na direcdo y, ou seja,um ponto de sela de acordo com a teoria do Calculo. E
importante ndo confundir ponto de sela do célculo, com o ponto de sela da teoria dos jogos,
ambos sdo diferentes em suas definigoes. A figura abaixo mostra um ponto de sela do célculo
em uma curva dada.

SN

Figura 6. Ponto Sela Calculo

Sabemos que o ponto de sela se d4 em um dos seus pontos criticos, ou seja, nos pontos em
que as derivadas parciais sao nulas, isto é:

oG oG
=P 0 e =P —o.
oz oy
Calculando as derivadas parciais temos:
IGp
o y(a1n — a1z — ag1 + ag2) + (az1 — a11) =0,
IGp
oy = z(a11 — a12 — a21 + ag2) + (a12 —a11) = 0.
Com isso concluimos que:
a11 — a21 a11 — G12
y = e xr =
a11 — @12 — G21 + Q22 a11 — @12 — G21 + Q22

Tendo em mente que um jogo ndo estritamente determinado admite a1 —a12—a91 +agse #
0, pois caso contrario, o grafico de Gp seria um plano e consequentemente teria a estratégia
Maximin e Minimax em um de seus vértices, conforme visto anteriormente.
aj; — a2 . aj; — asy
a1l — @12 — a1 + aza’ 11 — G12 — G21 + A2
classifiquemos agora o ponto critico usando o teste da derivada segunda e a matriz Hessiana.

Portanto o ponto ( ) é um ponto critico de Gp,
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0? 0?
972
A(zo,yo) = det 8562 8:3?3/
oydxr  0y?

Calculando as derivadas segundas de Gp obtemos:

02 02

w:(), m:au*au*azlJrazz,
0?2 0?

— =0, =ai; — ai2 — G21 + a22.
Oy? Oyox

Substituindo os valores acima na matriz Hessiana e calculando o determinante temos:

A(zo,yo) = det ( 0 a1 — aiz —az1 + a22)

a11 — @12 — a1 + a2 0

A(70,Y0) = —(a11 — a12 — a1 + age)?

Com isso, mostramos que o determinante da matriz Hessiana é negativo para todo valor de
x e y. Assim o ponto de sela

air — a2 air —azy
)
a11 — @12 — a1 + a2 A1 — G2 — G21 + G22
representa o maximo na direcdo z e minimo na direcao y, ou vice-versa, portanto

-G ai;r — a2 . aip — azi
v==Gp ;
a11 — @12 — G21 + Q22 Q11 — G12 — G21 + 22

representa o Maximin para Pedro e o para Joao Minimax.
|

Ao analisar o Teorema Minimax, observamos que a funcdo Gp(p,q) sempre possuira
um ponto de sela do célculo, desde que a condi¢ao ay; — a12 — az1 + ase # 0 seja satisfeita.
Contudo, o ponto de sela pode estar dentro do dominio da funcao ou nao. Caso esteja dentro,
0 jogo serd nao estritamente determinado e consequentemente o ponto de sela representa a
estratégia Maximin, Minimax e o valor esperado do ganho. Por outro lado, se o ponto o
ponto de sela estiver fora do dominio, ou a1; — a1 — a1 + aze = 0, 0 que representaria um
plano, entao, o jogo serd estritamente determinado. Assim, a estratégia Minimax e Maximin
serd dada por um dos vértices do gréfico de Gp(p, q).

Em resumo, a fun¢do Gp(p, q):

e Representa um jogo estritamente determinado se:
i) Se a funcado representa um plano, ou seja, a11 — a12 — as1 + age = 0;
ii) Se o ponto de sela ndo pertencer ao dominio da fungao;

e Representa um jogo nao estritamente determinado se:
i) Se o ponto de sela pertencer ao quadrado [0, 1] x [0, 1], ou seja, pertencer ao dominio
da funcao.
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8 Resultados e discussao

Ao propor utilizar jogos de estratégia para analisar quaisquer situac¢oes de conflito, muitos
matematicos retornaram a uma pratica milenar para entender e estudar o mundo. Ao
fazer isso, criaram uma ciéncia com uma grande capacidade de generalizacdo e precisao
matematica.

Em uma breve discussao sobre alguns jogos, percebemos que um jogador pode obter
alguma vantagem sobre seu oponente, dependendo de suas escolhas. Com isso, definimos o
importante conceito de estratégia, bem como sua classificacdo em: estratégia pura e estra-
tégia mista. Concluimos que a melhor contra estratégia, ou seja, a estratégia que gera um
maior ganho é necessariamente a pura.

Nas segOes quatro e cinco mostramos que cada jogador tem uma estratégia ideal, pelo
menos do ponto de vista defensivo. Tais estratégias sio denominadas: Maximin e Mini-
max. Ao aplicar a estratégia Maximin obtém-se o ganho méximo, quando o oponente tenta
minimizé-lo, ou seja, um valor ’base’. Por outro lado, a estratégia Minimax gera o ganho
minimo do oponente, quando o mesmo tenta maximiza-lo, ou seja, um ’teto’.

Ao fim do trabalho, mostramos que os jogos de soma-zero 2 x 2 podem ser classificados
em jogos estritamente determinados e nao estritamente determinados. Definimos nesse mo-
mento, o importante conceito de ponto de sela e mostramos, formalmente, que todo jogo
estritamente determinado o possui, e que as estratégias que representam o Maximin e Mini-
max sao puras. Ja em jogos nao estritamente determinados, mostramos que as estratégias
ideais sao mistas. Tal afirmagao é demonstrada pelo Teorema Minimax.

Referéncias

[1] CONWAY, J. H. All games bright and beautiful. American Mathematical Monthly, p.
417-434, 1977.

[2] DUTTA, P. K. Strategies and games: theory and practice. MIT press, 1999.
[3] FIANI, R. Teoria dos jogos. Elsevier Brasil, 2006.

[4] FUDENBERG, D.; TIROLE, J. Game theory, 1991. Cambridge, Massachusetts, v.
393, p. 12, 1991.

[5] GUIDORIZZI, H. L. Um curso de Célculo, vol. 2. Grupo Gen-LTC, 2000.
[6] OSBORNE, M. J.; RUBINSTEIN, A. A course in game theory. MIT press, 1994.

[7] RASMUSEN, E.; BLACKWELL, B. Games and information. Cambridge, MA, v. 15,
1994

[8] SCHELLING, Thomas C. The strategy of conflict. Harvard university press, 1980.

[9] SARTINI, B. A. et al. Uma introdugdo a teoria dos jogos. II Bienal da
SBM?Universidade Federal da Bahia, p. 1-61, 2004.

[10] VON NEUMANN, J.; MORGENSTERN, O. Theory of games and economic behavior.
Princeton university press, 2007.

228






A Equacgao de Conducao de Calor Uni e Bidimensional: Solugao
Usando Transformada Integral e o Método da Separacao de
Variaveis

The Uni and Bidimensional Heat Conduction Equation: Solution
Using Integral Transform and the Method of Variable Separation

Reynaldo D’Alessandro Neto
Universidade Federal de Sao Carlos, Sorocaba, SP
reynaldo.dalessandro@gmail.com

Antonio Luis Venezuela
Universidade Federal de Sao Carlos, Sorocaba, SP
alvenez@ufscar.br

Resumo: As propriedades térmicas dos materiais sdo de grande importancia para os pro-
jetos mecéanicos, principalmente os que envolvem sistemas térmicos. A simulacdo e deter-
minac¢ao do campo da temperatura pelo modelo matemético conhecido como equagao do
calor, auxilia na representacao do comportamento térmico, isto é, nos fornece informagoes
prévias de como a temperatura varia com a posicao e o tempo em um sélido, e assim, poder
caracterizar o material termicamente e saber as condig¢oes apropriadas a se impor ao objeto
em estudo. O objetivo deste trabalho, é resolver a EDP que modela os processos de trans-
porte de calor unidimensional e bidimensional em geometria retangular por meio da técnica
da transformada integral classica e separacao de varidveis, respectivamente. Por fim, faz-se
a anélise dos modelos encontrados a partir da utilizacdo de graficos e tabelas de convergéncia.

Palavras-chave: transformada integral; método de Fourier; equagao do calor.

Abstract: The thermal properties of materials are of great importance for mechanical
projects, especially those involving thermal systems. The simulation and determining the
mathematical model for the temperature field known as heat equation, assists in the re-
presentation of the thermal behavior, that is , it gives us prior information on how the
temperature varies with the position and time in a solid, and so power thermally charac-
terize the material and know the appropriate conditions to impose on the object under
study. The objective of this work is to solve the EDP modeling the one-dimensional and
two-dimensional heat transfer processes in rectangular geometry through the Classical In-
tegral Transformation Technique and the Separation of Variables, respectively. Finally, we
analyze the models found from the use of graphs and convergence tables

Key words: integral transformation; Fourier method; heat equation.

1 Introducao

Com o avanco tecnologico, os estudos que envolvem a transferéncia de calor ganham um
grande destaque, ja que a maioria dos processos industriais e de projetos de usinas nucleares
e térmicas utilizam equipamentos de troca de calor como geradores de vapor, fornos, motores
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de calor, condensadores e outros. O mesmo acontece na area de produgdo de energia, que
estd em processo de expansao com projetos no controle do meio ambiente.

Existem outros processos em nosso dia-a-dia onde ocorre a transferéncia de calor, como
os conversores cataliticos presentes nos motores de combustao interna dos automoveis, as
unidades de refrigeracao e ar-condicionado, os equipamentos eletronicos, a refrigeracao de
motores elétricos, os transformadores e geradores elétricos, aquecimento e refrigeracao de
processos quimicos, a minimizacao de perdas de calor em construgoes e aprimoramento de
técnicas de isolamento térmico.

Com essa vasta gama de aplicagoes, vemos que os problemas relativos a transferéncia de
calor aparecem como enormes desafios a se resolver. Assim, matematicos, fisicos e engenhei-
ros estdo constantemente confrontando com a necessidade de se maximizar e/ou minimizar
taxas de transferéncia de calor, impulsionando um avango rapido em varias tecnologias de
aprimoramento, incluindo o uso de superficies estendidas, agitadores e campos elétricos ou
magnéticos externos [1] e [2]

A transferéncia de calor ocorre por conducdo, conveccdo e radiacdo, mas na maioria
das vezes, por combinacdo das mesmas [3]. A maioria destes problemas sdo tratados a
partir das Equagoes de Conservagdo de Energia Térmica, as quais sio resolvidas utilizando
técnicas numéricas, analiticas ou hibridas (analiticas-numeéricas). A partir da década de 80,
as técnicas analiticas e/ou hibridas tém sido desenvolvidas e utilizadas na soluc¢do destas
equagdes, devido a sua versatilidade no tratamento matematico/computacional.

No trabalho de [4] examina-se analiticamente a transferéncia de calor convectivo laminar
for¢ado de um fluido newtoniano em um microcanal entre duas placas paralelas e para isso é
utilizada a Técnica da Transformada Integral Generalizada. A teoria dos estresses térmicos
com base na equagao de conducao de calor relacionada a uma derivada temporal de ordem
maior que 2 é usada para investigar os estresses térmicos em um corpo cilindrico infinito,
cuja solugdo é obtida aplicando transformagdo integral de Laplace e Weber [5].

O objetivo deste trabalho, oriundo da dissertacao de mestrado do Mestrado Profissional
em Matemaética em Rede Nacional - PROFMAT [6], é resolver a EDP que modela os pro-
cessos de transporte de calor unidimensional e bidimensional em geometria retangular, as
quais estao acopladas as condi¢oes de contornos de Dirichlet. O primeiro problema de valor
de contorno esté relacionado a uma barra feita de material condutor térmico e o segundo
problema vinculado a uma placa também feita de um material condutor. Inicialmente resol-
veremos o problema unidimensional utilizando a Técnica de Transformada Integral Classica
e, finalmente, o problema bidimensional sera resolvido via Técnica de Separacao de Varidveis.
Para cada uma das solucoes analiticas obtidas serao comparadas com resultados analiticos
provindos da literatura, além disso serdo analisados os perfis de temperatura relativos a
variavel tempo, t, e s variaveis espaciais, = e y.

Este trabalho procura mostrar uma técnica analitica, que abrange a utilizacao de proce-
dimentos matematicos para a resolucao de conceitos fisicos para a modelagem do problema
em questao. Com isso, temos uma avaliagdo com maior precisao das propriedades térmicas
dos materiais que se trabalham. O resultado analitico de Equacoes Diferenciais Parciais,
fornece melhor subsidio para analises térmicas de materiais em problemas de conducao de
calor, dessa forma esse trabalho ratifica a importancia de se propor uma solucdo analitica
a um problema fisico, deixando assim a resolugcdo mais préoxima da realidade do fenémeno
fisico em questao.
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2 Modelagem Matematica

A modelagem da equagao do calor é desenvolvida, por um lado, a partir da Lei de Fourier
e das equagoes do fluxo de calor e balango de energia e, por outro lado, pelas equagoes
da capacidade térmica e da massa especifica [3] e [6]. Neste contexto, ha a ocorréncia
da difusividade térmica o = k/cp , que possui as dimensoes m?/s, sendo k (W/mK) a
condutividade térmica, ¢ (J/K) a capacidade térmica e p (kg/m?) a densidade.

Sejam Q C R", r > 1, um aberto limitado de fronteira I', @ = QUT, Q = Q x (0, +00) e
¥ =TI'x (0, 4+00). Procuramos uma funcio u, tal que u € C?(Qx (0, +00))NC (2 x [0, +0)),
relativa ao problema de valor de contorno [7]:

% = alAu, em Q, (1)
w = T, sobreX, (2)
u(v,0) = f(v), em Q, (3)

sendo A = 37, 88—; o laplaciano relativo as variaveis espaciais e t & variavel tempo (s).
Como u deve ser uma fungéo diferenciével de classe C?(Q x (0, 4+00)), no minimo, e também
continua, C'(Q x [0, 4+0)), logo a fungao f também deve ser continua, C(€2).

A Equacao (1) é a equagdo do calor, pois modela a distribuicdo da temperatura v no
dominio 2 e no instante t. A Equacgio (2) é a condi¢do de contorno de Dirichlet, a qual
pode ser substituida pela condi¢cio de Neumann, % = T sobre ¥, sendo 7 o vetor unitério
da normal exterior a I'. A condicdo de Dirichlet expressa que o bordo I' de 2 se mantém a
temperatura 7. A condicio de Neumann expressa que o fluxo de calor através do bordo T
eT. A Equagdo (3) é a condi¢do inicial ou condi¢io de Cauchy.

Para que exista solucdo do referido problema de valor de contorno, a funcdao f deve
satisfazer a condigao de compatibilidade: f(v) = T,veq.

Na sequéncia, expomos trés problemas de valor de contorno, respectivamente, uni, bi e
tridimensional, juntamente com o desenvolvimento matemaético para se obter as solugoes,
isto é, a determinacao do perfil de temperatura.

2.1 Equacao do calor unidimensional
Problema de valor de contorno unidimensional

Considerando as Equacoes (1), (2) e (3), sejam Q@ = (0,L,) C R, I" = {0,L,}, L, > 0,
assim temos uma barra de secio uniforme, Q, com 4rea muito pequena em relacio ao com-
primento L,. Neste caso, nao ha troca de calor com o exterior através da superficie lateral
da barra, sendo que os extremos correspondem ao bordo I' e estdao mantidos & tempera-
tura T(°C), conforme a condicdo de contorno (2). Procuramos uma funcio u, tal que
u € C?(Q x (0,+00)) N C(Q x [0,+00)), relativa ao problema de valor de contorno unidi-

mensional [8]:

% = a%, em (0, L;) x (0,00) (4)
u(0,t) = T, tel0,00), (5)
uw(Lyt) = T, te]0,00), (6)
u(z,0) = f(x), x€][0,L,] (7)
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Para resolver este problema, na sequéncia, utilizaremos a Técnica da Tranformada Integral
Classica-TTIC.

Técnica da Tranformada Integral Classica-TTIC

A TTIC exige que as condi¢oes de contorno sejam homogéneas, mas isto ndo ocorre
nas Equacoes (5) e (6). Com o objetivo de homogeneizé-las, aplicamos o seguinte filtro
matematico:

u(z,t) = up(z,t) + M(x), (8)

sendo que M (z) é obtida a partir do seguinte problema de valor inicial:

j—;M(x) = 0, em (0,L;) 9)
M(©O) = T, (10)
M(L,) = T. (11)

Resolvendo a Equagio (9) temos: M(x) = c1x + co. As constantes ¢; e ¢z sdo determi-
nadas usando as Equacdes (10) e (11), dai ¢; = 0 e ¢z = T. Com isto, o filtro M é dado
por:

M(z)=T. (12)

Substituindo a Equagéao (8) no problema inicial, Equagoes (4) - (7), e considerando a Equagao
(12), obtemos o problema de valor de contorno (com condigdes de contorno homogeéneas):

% = a%, em (0, L,) x (0,00) (13)
up(0,t) = 0, tel0,00) (14)
up(Ly,t) = 0, t€]0,00) (15)
up(x,0) = f(z)—T, =z€[0,L,] (16)

Problema Auxiliar

Seguindo a TTIC, o problema auxiliar (ou problema de autovalor) apropriado é dado
por:

7d2§;§x)+xiwn(x) = 0 (17)
V(L) 0, (19)

sendo ¥,, as autofuncoes associadas aos autovalores \,, sendo n =0,1,... .
A solugao deste problema auxiliar é dada por [9], a saber:

U, (z) = sen(A,x).

Considerando a condigéo inicial, Equacdo (19), obtemos os autovalores:
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A partir da propriedade de ortogonalizacdo das autofuncoes ¥,,:

L,
Nn7 =n,
<¢m,y7n> = / sen( A, x) sen(A,x)dx = m=n
0, m#n,
0

sendo N,, dado por [9]:

L, L,
N, = /Wﬁdm = / sen®(\pz)de = —
0 0

As autofungbes normalizadas (ou nucleo) sdo dadas por, paran =0,1,2,...:

7, (z) = ir;l(f;) —  U,(z) = \/Zsen()\nx).

Logo, temos que:

Ly
~ ~ ]_ =
(,.1,) /w G = b =
0, m#n.
0
sendo d,,, o delta de Kronecker.

Par Transformada-Inversa

O proéximo passo da TTIC é determinar o par transformada-férmula de inversao:

Ty, (1) @, (z)up (x, t)dx : Transformada,

I
g O~

up(x,t) Z 7, ( : Formula de inverséo.
n=0

A partir da formula de inversao, temos:

8uh - > ~ —
m=0
€
O up, _ = U (Vi (t
a3 = 2 ()

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Na Equacio (13) multiplicamos ambos os membros por ¥, (z) e aplicamos a integral
definida no intervalo [0, L,] e nesta substituimos as Equacoes (24), (25) e (21), com isso

obtemos:
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Logo, para m,n = 0,1, 2, ..., obtemos:
> G, (8) = D (=X An G ) (£). (26)
m=0 m=0

As Equagoes (26) podem ser escritas na forma matricial e referem-se a um sistema infinito
de Equacgoes Diferenciais Ordinarias lineares homogéneas, ou seja:

g (t) -\ 0 ... 0 0 e Uo(t)
wy (t) 0 Mo ... 0 0 e 1 (t)
ul, (t) 0 0 ... 0 =Xa ...| w0
Assim, para cada n = 0,1, 2, ..., o sistema acima reduz-se ao problema de valor inicial:
T, (t) = —aXhn (1), (27)

cuja condi¢do inicial ¢ dada pela Transformada, Equagao (22), no ponto t = 0, isto é:

Lo

U,(0) = [ n(2)(f(z) — T)da. (28)
/

A solugdo do problema dado pelas Equagdes (27) e (28) é:
(1) = Wy (0)e N1, (29)

Substituindo a Equagdo (20) e a Equagio (29) na férmula de inversdo, Equagdo (23),

obtemos:
up(z,t) = Z \/ Li sen()\n;v)ﬂn(O)e_a/\at. (30)
n=0 z

Substituindo as Equagdes (12) e (30) na Equagao (8), temos:

() =3 /L3 sen(Ana)Tin (0)e— "t 1 T, (31)
n=0 z

u,(0) = \/ZZE sen(Anz)(f(z) — T)dz.

Portanto, a solugao da equacao do calor unidimensional, via TTIC, é dada por:

sendo:

o0 Lo
u(z,t) = Lim z:o sen()\nx)e*a/\it/ sen(\pz)(f(x) — T)dx + T. (32)
n= 0
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2.2 Equagao do calor bidimensional
Problema de valor de contorno bidimensional

Considerando as Equagdes (1), (2) e (3), sejam Q = (0,L,) x (0,L,) C R? L, >0e
L, > 0, e o bordo I' formado pelas arestas do retangulo [0, L,] x [(0, L,]. Com isto, temos
uma placa plana retangular de material homogéneo, 2, onde ndo hi troca de calor com
o exterior através da superficie lateral da placa, sendo que os extremos correspondem ao
bordo, T, e estio mantidos a temperatura constante igual a zero, T = 0 (°C), conforme a
condigao de contorno (2).

Procuramos uma funcio u, tal que u € C?(Q x (0, +00)) N C(Q x [0, +0c0)), relativa ao
problema de valor de contorno bidimensional [8]:

% = « (g;g + g;) , em Q x (0,00) (33)

(0 Y, ) = 0, [OvLyL te [0700)7 (34)

u(Lg,y,t) = 0, €[0,L,], te€0,00), (35)
u(z,0,t) = 0, [O,Lx], € [0, 00), (36)

u(z, Ly,t) = 0, [0, L.], te€[0,00), (37)
wz,y,0) = flz,y), (v y) €Q, (38)

Separacao de Variaveis

Para a resolucao do problema de conducao de calor bidimensional com condi¢des de con-
tornos homogéneos, seré utilizado o método da separacao de varidveis. Para isso, tomamos
a funcao u definida da seguinte forma:

u(z,y,t) = F(z)G(y)H(t), (39)

sendo F, G, fungoes diferencidveis de classe C2(2 x (0,+0c0)), no minimo, relativas as va-
riaveis x e y, respectivamente, e H uma funcio diferenciavel de classe C1(Q x (0, +00)), no

. . -z dH(t) 92 d’F(:
minimo, relativa a varidvel t. Logo, temos que 2% = F(z)G(y) dﬁ ), g Tgﬂ)G(y)H(t)

e % = F(z) deC;;y)H(t). Substituindo estas expressoes na Equacdo (33), obtemos:

F(x)G(y)H(t) = of Fm(w)G( )H(t) F(a)GyyH(t) ),

: d d2 ERE
onde considerando Hy(t) = Ijgt), Foz(z) = e Gyy(y) = Z(;’).
Na expressio acima, dividimos ambos lados por aF( VG(y)H (t ) # 0,parax € [0, L,],y €
[0,L,] e t € [0,400], dai obtemos:
1Hy(t)  Fia(z) | Gyy(y)

o )~ F@) | Gly) (40)

O lado esquerdo da Equagao (40) depende somente de ¢ e, o lado direito, depende das

varidveis x e y. Desta forma, podemos representar cada lado desta expressao pela constante,

—0?, assim temos que:

VB
«HDH 70 “

Few(z)  Guly) _ o2
@ Gy 7 w
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Na Equagao (42) fazemos:

me(x) o 7ny(y) 70_2
Fo) ~ G 43)

e analogamente ao que fizemos acima, cada lado da Equagdo (43) pode ser igualado a
constante "—£2", j4 que o lado esquerdo depende somente da varidvel z e o lado direito
depende da variavel y. Desta forma, temos:

sz(m) - _£ .
Gyy(y) _o? = _g2
D) &

Considerando n? = 02 — €2, temos a seguinte expressio:

ny(y) _ 2. (45)

G(y)

Aplicamos as condigdes de contorno, Equagdes (34) até (38), na Equacdo (39), dai, a
partir das Equagbes (44) e (45), temos os seguintes problemas de valor inicial:

Fop(z) + E2F(2) =0

{F(O) — F(L,) =0 (46)
Gyy(y) +n*G(y) =0

{G(O) —G(L,) =0 (47)

As autofuncgoes F), relativas aos autovalores &, do problema de valor inicial (46) e as
autofungdes Gy, relativas aos autovalores 7, do problema de valor inicial (47), conforme [9],
respectivamente, sao dadas, para m,n =0,1,2,...:

F(z) = sen(&n2) (48)
Em = %:
Gn(y) = sen(n,y) (49)
Mn = %:

A partir da Equacdo (41) temos a equacdo diferencial ordinaria homogénea H,(t) +

at 2 _ 2 2
I sendo Jmn - gm + nna €

o?aH(t) = 0, cuja solugdo geral é dada por H,,,(t) = coe~Tmn
sem perda da generalidade, tomamos ¢y = 1, logo:

Hiypn(£) = €Tt (50)
Pelo principio da superposi¢ao, temos que:

U(l‘,y,t) = Z Z Amnumn(m7y7t); (51)

m=0n=0

sendo U (2, Y, t) = Fr ()G (y) Hppn (2).
A seguir determinaremos os coeficientes A,,, e o perfil de temperatura wu.
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(a) Condi¢do inicial para t =0
Pela condigao inicial, Equagao (34), e considerando a Equacao (50), tem-se H,,,(0) =1,
logo, a Equagao (51) é dada por:

f(xv y) = Z Z AmnFm(x)G7L(y)~ (52)

m=0n=0
(b) Coeficientes Apn

Sendo u; € C(Q x {0}) e ug € C%(Q x {0}), definimos o produto interno:

L, Ly
<U1,U2> ://ulquydx.
0 0

Tomando u; = ui(x,y,0) = f(x,y) e ug = uz(x,y,0) = Fp(x)Gq(y), p,g =0,1,2,...,
pela Equagédo (52), juntamente com as propriedades do produto interno, temos:

(@) Fo)G) ) = ;TiAmn@m(x)Gn(y»Fp<x>Gq<y>>.

Pela propriedade de ortogonalidade [10], temos que:

Nmna m=pen=4q,

<Fm($)Gn(y)an(m)Gq(y)> = {0 m#=pens#q

sendo Ny = [5° oLy F;Gidydx e considerando as autofungdes, Equacoes (48) e (49),
obtemos:

<f<x7y>,Fm<x>Gn<y>> = A 22l

Logo, para m,n =0,1,2,...:

(¢) Perfil de temperatura v = u(x,y,t)

Na Equacao (51) substituimos as Equagoes (48), (49) e (50) e, com isso, determinamos
a solucao da equacao do calor bidimensional, ou seja:

o) = 323 AT () ) (”2”) wen (”g”) eSS

m=0n=0
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2.3 Equacgao do calor tridimensional
Problema de valor de contorno tridimensional

No objetivo deste trabalho propomos determinar as solugoes dos problemas de condi¢ao
de valor de contorno uni e bidimensional, contudo, estendemos o problema de conducao de
calor da placa plana para um sé6lido e para este nao sera realizado a analise dos resultados.

Considerando as Equagoes (1), (2) e (3), sejam Q = (0,L;) x (0,L,) x (0,L,) C R3,
L, >0,L, >0eL, >0, eo bordo I' formado pelas faces do paralelogramo regular
[0, L;] x [0,L,] x [0,L,]. Desta forma, temos um sélido de material homogéneo, ©, onde
nao ha troca de calor com o exterior através da superficie lateral deste sélido, sendo que os
extremos correspondem ao bordo, I', e estao mantidos & temperatura constante igual a zero,
T =0 (°C), conforme a condicio de contorno (2).

Procuramos uma funcio u, tal que u € C?(Q x (0, +0oc)) N C( x [0, +0c0)), relativa ao
problema de valor de contorno tridimensional [8]:

ou <82u 0%u 0%
ou P e
ot

ox?2  Oy? 022

uw(0,y,2,t) = 0, yel0,Ly], z€[0,L,] e te[0,00),
w(Ly,y,2,t) = 0, yel0,L,], z€[0,L,] e te0,00),

uw(z,0,2,t) = 0, z€[0,L;], 2€[0,L,] e t€[0,00),
w(x,Ly,z,t) = 0, xze€l0,L,], z€[0,L.] e t €[0,00),

uw(z,y,0,t) = 0, z€l0,L,], ye[0,L,] e tel0,00),
w(z,y,L,,t) = 0, z€][0,Ly], ye[0,L,] e te[0,00),
w(r,y,2,0) = f(x,y,2), (z,y,2)€ Q.

A solucdo do problema de valor de contorno relativo & equacao do calor tridimensional é
obtida de forma analoga ao procedimento realizado para a equagao do calor bidimensional,
ou seja, utilizando a separacdo de variaveis, u(x,y, z,t) = F(x)G(y)H(z)V (t), temos:

u(z,y,2,t) = Z Amnkeia#<(T)2+(ﬁ)2+(%)2>t sen (”T) sen (mnr) con (kzw) 7

T Ly Lz

m,n,k=0

~

xz Ly Lz

O/O/f ,Y, 2) Fon ()G (y) Hy (2)dzdyd,

Amn
k LLL

o\

sendo Fy, (z) = sen("7"), Gn(y) = sen(F

3 Andilise dos resultados

Nesta se¢ao serao analisados a solugdo, via TTIC, da equacao do calor unidimensional,
Equagdo (32), e a solugdo, via separacdo de varidveis, da equacdo do calor bidimensio-
nal, Equagdo (53). Para cada caso, serd determinada a ordem de truncamento, N, com
erro relativo global previamente definido, bem como a analise qualitativa (ou coeréncia dos
resultados provindos da solucdo exata relativamente ao modelo fisico) por intermédio de
graficos gerados pelo software SciDaVis [11]. Os resultados do perfil de temperatura relati-
vos & equagao do calor unidimensional e bidimensional foram gerados utilizando o sistema
algébrico computacional SAGe [12, 13].
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Na Tabela (1) temos os resultados do perfil de temperatura relacionados a equacdo do
calor unidimensional e na Tabela (2) representamos os resultados do perfil de temperatura
relacionados & equagao do calor bidimensional, onde, em ambos os casos, estabelecemos a
ordem de truncamento.

Relativamente & equacdo de calor unidimensional, nas Figuras (1) e (2) sdo apresentados
os resultados do perfil de temperatura, respectivamente, em funcao da coordenada tempo ¢
e z. Na Figura (3) temos a temperatura representada no espaco tridimensional.

Nas Figuras (4) e (5) temos os perfis de temperatura, respectivamente, em funcio da
coordenada tempo t e x, referentes a equagdo do calor bidimensional. Na Figura (7) te-
mos a temperatura representada no espaco tridimensional, onde fixamos uma das variaveis
espaciais.

3.1 Equacao do Calor Unidimensional — Solucao via TTIC

Para esta anélise, estabelecemos os seguintes parametros iniciais: L, = 0,06m, a =
1,1410~*m?/s (cobre), f(x) = 100°C, x € [0;L,], T = 0°C e t(s) € [0;16]. O tempo
méximo foi considerado 16s, pois, para t > 16s, o perfil de temperatura u tende assinto-
ticamente a zero. Os valores da temperatura foram tomados com 3 casas decimais, onde
consideramos esta a precisao do instrumento de medicao de temperatura.

Tabela 1. (Equagao do calor unidimensional) Anélise da convergéncia da temperatura u, na posi¢ao
z = 0,01m em funcado da coordenada t.

u(°C)
N
t(s) 1 2 3 4
2,4 18,624 18,584 18,624 18,624
3,2 14,477 14,473 14477 14,477
4,0 11271 11,271 11,271 11,271
4,8 8,778 8,778 8,778 8,778
5,6 6836 683 6836 6836
6,4 5324 5324 5324 5324
7,2 4,146 4,146 4,146 4,146
8,0 3,229 3220 3229 3,229
8,8 2514 2514 2514 2514
9,6 1958 1958 1,958 1958
10,4 1,525 1,525 1,525 1,525
11,2 1,188 1,188 1,188 1,188
12,0 0,925 0,925 0,925 0,925
12,8 0,720 0,720 0,720 0,720
13,6 0,561 0,561 0,561 0,561
14,4 0437 0437 0437 0437
15,2 0,340 0,340 0,340 0,340
16,0 0,265 0,265 0,265 0,265

A Tabela (1) apresenta resultados para a temperatura, em funcdo da variavel ¢, para
varios truncamentos IV, relacionados & equacao do calor unidimensional, onde fixamos x =
0,01m. Para esta andlise, podemos tomar qualquer valor de z, = € [0,00;0, 06], que teremos
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as mesmas ordens de truncamento. Para verificar a ordem de truncamento, fixamos uma
linha, por exemplo, em t = 2,4s, e verificamos que, para N = 1 temos u = 18,624, para
N = 2 temos u = 18,584, para N = 3 temos u = 18,624 e para N > 4 os valores
u = 18,624 se repetem. Para t > 4,0s, a convergéncia de u ocorre para N = 1. Desta
forma, consideramos a maior ordem de truncamento, assim N = 3.

100 C

80 —=— x=0,005m a

] —=— x=0,015m H

~ 0604 —— x=0,021m N

& ] L
&, 1

T 40+ i

20

16

t(s)

Figura 1. (Equagédo do calor unidimensional) Perfil de temperatura em func¢ao do tempo ¢, para as
posicoes x = 0,005m, x = 0,015m e x = 0,021m. Fonte: Proprio autor.

80+ L I B I L [ L . Lt
70 E

1 = =1,60s L

609  —= =0.80s E

) —— =0,48s E
504 E
) :
& 40 3
307 2
204 F
10 E
0 F

1] 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
x ()

Figura 2. (Equagao do calor unidimensional) Perfil de temperatura em fun¢ao da posigao x, para
os tempos t = 0,48s, t = 0,80s e t = 1,60s. Fonte: Proprio autor.

Na Figura (1) sao apresentados os perfis da temperatura u em fungao do tempo ¢, fixando
xz = 0,006m, x = 0,015m e x = 0,021m. Vemos que, conforme o tempo aumenta a
temperatura decresce, até atingir o valor minimo igual a 7 = 0°C. Aumentando a posicio
x, a temperatura u também aumenta e isto ocorre até a posicao x = 0,03m, e dai, a partir
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deste ponto, a temperatura comeca & diminuir (ver Figura (2) ). Essa evolugdo esta de
acordo com a teoria fisica apresentada, ou seja, quando o material condutor cede calor,
ocorre a diminuicao da temperatura.

Temos na Figura (2) os perfis da temperatura v em funcdo da posi¢ao z, fixando ¢ =
0,48s,t =0,80s e t = 1,60s. Nas posicao x = 0,00m e x = 0,06m a temperatura inicial é
T = 0°C' e, quando t = Os tem-se uma temperatura uniforme de 100°C' em toda extensio
da barra. Fixando o tempo, para t > 0, observamos que, conforme se aumenta z até a
posicdo x = 0,03m a temperatura cresce até 100°C' e, a partir deste ponto até x = 0,06m ,
ocorre a diminui¢ao da temperatura voltando para T = 0°C. Fixando uma posicao x vemos
que, se aumentamos o tempo ¢, a temperatura diminui. Este processo estd de acordo como
fenémeno fisico que envolve transporte de calor em uma barra.

Os efeitos fisicos observados nas Figuras (1) e (2) podem ser vistos na Figura (3), que
refere-se a representacao grafica do perfil de temperatura v = u(z,t). A solugdo da equagao
do calor unidimensional, provinda do trabalho de [14], é equivalente a Equacado (32).

<

S

Figura 3. (Equacao do calor unidimensional) Representagao grafica tridimensional do perfil de
temperatura u = u(x,t), considerando o dominio (z,t) € [0,00;0,06] x [0;16]. Fonte: Proprio
autor.

3.2 Equacao do Calor Bidimensional — Solugao via Separacao de
Variaveis
Para esta andlise, estabelecemos os seguintes pardmetros iniciais: L, = 0,06m, L, =
0.10m, o = 1,1410~*m? /s (cobre), f(x,y) = 100°C, z € [0; L], y € [0; L,] e t € [0;16]. O
tempo maximo foi considerado 16s e os valores da temperatura foram tomados com 3 casas
decimais, conforme justificativa feita na se¢do anterior.
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Tabela 2. (Equagao do calor bidimensional) Analise da convergéncia da temperatura u, na posi¢ao
xz =0,01lm e y = 0,0lm em funcdo da coordenada t.

u(°C)
N
t (5 1 2 3 4 5 6
1.6 7.842 7.842 9614 9614 9.683 9.683
2,4 5582 5582 6,156 6,156 6,162 6,162
3,2 3,973 3973 4,168 4,168 4,169 4,169
4,0 2,827 2827 2895 2895 2895 2,895
4,8 2,012 2012 2036 2036 2,036 2,036
5,6 1,432 1,432 1,440 1,440 1,440 1,440
6,4 1,019 1,019 1,022 1,022 1,022 1,022
7,2 0,726 0,726 0,727 0,727 0,727 0,727
8,0 0516 0516 0517 0517 0517 0,517
8,8 0,368 0,368 0,368 0,368 0,368 0,368
9,6 0262 0262 0262 0,262 0,262 0,262
10,4 0,186 0,186 0,186 0,186 0,186 0,186
11,2 0,133 0,133 0,133 0,133 0,133 0,133
12,0 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094
12,8 0,067 0,067 0,067 0,067 0,067 0,067
13,6 0,048 0,048 0,048 0,048 0,048 0,048
14,4 0034 0,034 0034 0,034 0034 0,034
15,2 0,024 0,024 0,024 0,024 0,024 0,024
16,0 0,017 0,017 0,017 0,017 0,017 0,017

A Tabela (2) apresenta resultados para a temperatura u, em funcdo da variavel ¢, para
varios truncamentos N, relacionados & equacao do calor bidimensional, onde fixamos = =
0,0lm e y = 0,0lm. Para esta andlise, podemos tomar qualquer valor de z e y, = €
[0,00;0,06] e y € [0,00;0,10], que teremos as mesmas ordens de truncamento. Para verificar
a ordem de truncamento, fixamos uma linha, por exemplo, em t = 1, 6s, e verificamos que,
para N = 1 temos u = 7,842, para N = 2 temos v = 7,842, para N = 3 temos u = 9,614,
para N = 4 temos u = 9,614, para N = 5 temos u = 9,683 e para N > 6 os valores
u = 9,683 se repetem. Para ¢t > 8, 8s, a convergéncia de u ocorre para N = 1. Desta forma,
consideramos a maior ordem de truncamento, assim N = 5.

Na Figura (4) sdo apresentados os perfis da temperatura u em fungdo do tempo ¢, ¢t €
[0;16], para y = 0,0lm, y = 0,04m e y = 0,08m, fixando x = 0,0lm. Vemos que,
conforme o tempo cresce, a temperatura decresce, até atingir o valor minimo igual a T =0°C.
Aumentando a posicdo y, fixando z, a temperatura v também aumenta. Essa evolucdo esta
de acordo com a teoria fisica apresentada, ou seja, quando o material condutor cede calor,
ocorre a diminuicao da temperatura.

Temos na Figura (5) os perfis da temperatura u em fungio da posigéo z, = € [0, 00;0, 06],
para y = 0,0lm, y = 0,04m e y = 0,08m, fixando ¢t = 1,6s . Nas posicdo x = 0,00m e
z = 0,06m a temperatura inicial é T = 0°C e, quando ¢ = 0s tem-se uma temperatura
uniforme de 100°C' em toda extensao da barra. Fixando a posicao z, observamos que,
conforme se aumenta = até a posicao x = 0,03m a temperatura cresce até 100°C' e, a partir
deste ponto até x = 0,06m , ocorre a diminuicao da temperatura voltando para T = 0°C.
Fixando uma posicdo x vemos que, se aumentamos o tempo ¢, a temperatura diminui. Este
processo esta de acordo como fendémeno fisico que envolve transporte de calor em uma barra.
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x=0,01m
40 - L

] == 1=0.01lm

] = 1=0,04m
£307 - y=0,08m N

1(s5)

Figura 4. (Equagao do calor bidimensional) Perfil de temperatura em fungao do tempo ¢, para as
posigdes y = 0,01m, y = 0,04m e y = 0,08m, fixando = = 0,01m. Fonte: Proprio autor.

Na Figura (6) mostramos os perfis da temperatura v em funcdo da posicio y, y €
[0,00;0,10], para t = 0,1,6s, t = 3,25 e t = 4,8s, fixando x = 0,012m . Nas posi¢des
y =0,00m e y =0, lm a temperatura inicial é T = 0°C e, quando ¢ = 0s tem-se uma tem-
peratura uniforme de 100°C' em toda extensao da placa. Variando a posicao y, observamos
que, conforme se aumenta t até a posi¢ao y = 0,05m a temperatura cresce até 100°C e, a par-
tir deste ponto até y = 0, 1m , ocorre a diminuicdo da temperatura voltando para T = 0°C.
A oscilagao térmica também é facilmente observada, como por exemplo, escolhendo arbitra-
riamente z = 0,012 (poderia ser qualquer outro valor de x, pois o comportamento oscilatério
é por toda placa, havendo apenas a variacdo da amplitude da temperatura), e com a variagdo
de y, o perfil ondulatoério é visto no grafico. Por fim, o decaimento da temperatura ao longo
de y é esperado devido ao resfriamento que ocorreu nas extremidades da placa e que estao
contempladas nas condic¢oes de contorno da Equagdo do Calor Bidimensional.

=1.6s

—=— 1=0.01m

104 - 1=0,02m
] == 1=0,03m
R A R
0 0,01 0,02 0.03 0.04 0.05 0.06
x (m)

Figura 5. (Equagdo do calor bidimensional) Perfil de temperatura em fungao da coordenada z,
para as posi¢oes y = 0,0lm, y = 0,02m e y = 0,03m, fixando ¢t = 1,6s. Fonte: Proprio autor.
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=0,012m

07 = 3
1 = =4.8s
4 —= 1,08

0,00 0,02 0,04 0,06 0.08 0,1¢
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Figura 6. (Equagdo do calor bidimensional) Perfil de temperatura em fun¢do da coordenada y,
para os tempos t = 1,6s, t = 3,2s e t = 4, 8s, fixando x = 0,012m. Fonte: Préprio autor.

Os efeitos fisicos observados nas Figuras (4) e (5) podem ser vistos na Figura (7), que
refere-se a representacao grafica do perfil de temperatura u = wu(z,y,t). A solugdo da
equacao do calor bidimensional, provinda do trabalho de [15], é equivalente a Equagao (53).

Figura 7. (Equacao do calor bidimensional) Representagdo grafica tridimensional do perfil de
temperatura u = u(x,y,t), considerando o dominio (z,t) € [0,00;0,06] x [0;16], para y = 0,02m.
Fonte: Proéprio autor.
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4 Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo principal analisar a equacao diferencial parcial do calor
unidimensional e bidimensional, para determinar seu perfil através da resolucdo por meio
da (TTIC) Técnica da Transformada Integral Classica e Separagdo de Varidveis. Assim,
com os resultados obtidos, pode-se verificar as temperaturas de acordo com o tempo em um
condutor.

A aplicacgio da Técnica da Transformada Integral para a obten¢do do campo de tempera-
tura unidimensional e da Separacao de Variaveis para o modelo bidimensional se mostraram
ferramentas eficazes, pois, a partir dos resultados obtidos, vimos que o perfil de temperatura
foi desenvolvido com grande éxito, em todas as condi¢Ges de contorno impostas, isso pode
ser comprovado ap6s a anélise dos graficos e tabelas obtidos computacionalmente.

Como sugestao para futuros trabalhos, para dar continuidade a mesma linha de pesquisa,
seria o desenvolvimento de um modelo bidimensional, para se observar como a temperatura
se comporta e se haveria semelhanca com os resultados obtidos a partir da construcao de
um experimento, que consiste no aquecimento das bordas em uma placa condutora. Dessa
forma, pode-se comparar a solucao analitica com resultados experimentais, isso seria um
ponto importante a ser estudado.
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Resumo: Neste trabalho realizamos um breve estudo sobre os sistemas de identificagao mo-
dular que detectam erros cometidos durante a transmissao, digitacao ou leitura de dados.
Listamos os erros mais frequentes cometidos por um operador ao digitar um nimero. Em
particular, descrevemos trés exemplos de sistemas de identificagao modular, o CPF, o ISBN
e o cartao de crédito, analisando-os em relagao a capacidade de detectarem erros. Por fim,
recomendamos uma aplicagao direta em sala de aula utilizando o recurso dos blocos logicos.

Palavras-chave: sistemas de identificacao de erros; aritmética modular; blocos logicos.

Abstract: In this paper we perform a brief study on modular identification systems that
detects errors committed during transmission, typing or data reading. We list the most
frequent mistakes made by an operator when entering a number. In particular, we describe
three examples of modular identification systems, the CPF, the ISBN and the credit card,
analyzing them for the ability to detect errors. Finally, we recommend a direct application
in the classroom using the logic blocks.

Key words: error identification systems; modular arithmetic; logic blocks.

1 Introducao

“Os erros sio quase sempre de uma natureza sagrada. Nunca tente corrigi-los. Pelo contrdrio:
ractonalize-o0s, compreenda-os a fundo. Depois disso, lhe serd possivel sublimd-los.”
(Salvador Dali)

Imagine se em uma transferéncia bancaria o operador cometesse um erro ao digitar o
nimero da conta e o valor fosse depositado para um desconhecido. Seria uma situagao
realmente desagradavel, mas as chances desta falha ocorrer sdo raras.

O namero que identifica uma conta bancaria é gerado por um sistema capaz de detectar
a maioria dos erros cometidos durante a sua leitura, digitacdo e transmissao. Estes sistemas
utilizam um ou mais algarismos acrescentados ao ntimero original que permitem alertar o
operador da ocorréncia de um erro. Este digito adicional é conhecido como digito verificador.
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O digito verificador é determinado por algoritmos que utilizam conceitos simples da
Teoria dos Numeros, mais especificamente Aritmética Modular. Por isto, estes sistemas sao
conhecidos como sistemas de identificacdo modular.

Os sistemas de identificacdo modular tém grande importancia no comércio, na identi-
ficacao civil, na arrecadagao de tributos e em muitas outras areas. Eles sao amplamente
utilizados em c6digos de barra, documentos de identificagdo, passaportes, notas fiscais, bo-
letos de cobranca bancaria, etc.

Neste artigo apresentamos um breve estudo dos sistemas de identificagdo modular e
exemplos que sdo avaliados quanto & capacidade de detectar erros. Além disso, propomos
uma sequéncia didatica para o desenvolvimento do tema com alunos do Ensino Fundamental.

O principal objetivo deste trabalho é servir como material de apoio para os professores
de matemética, principalmente os que lecionam no Ensino Fundamental, em aulas sobre
aritmética e suas aplicagoes. Proporcionado aos alunos uma oportunidade para refletirem,
investigarem e construirem o préprio conhecimento. E exemplificar como ideias e conceitos
abstratos levam ao desenvolvimento de tecnologias que estao presentes no nosso cotidiano e
que visam o bem estar de toda a sociedade.

O texto foi organizado da seguinte maneira: na se¢ao 2, apresentamos as conceitos basicos
que fundamentam o trabalho. Na secdo 3, discutimos sobre os tipos de erros cometidos
ao digitar um numero de identificacao, definimos os sistemas de identificacdo modular e
estabelecemos as condicdes para que os sistemas possam detectar determinados tipos de
erros. Nas segoes 4, 5 e 6 descrevemos, respectivamente, trés exemplos concretos de sistema
de identificacdo em utiliza¢do no Brasil: o CPF, o ISBN e o cartao de crédito. Para uma
melhor compreensao da estrutura de cada um destes modelos analisamos situagoes concretas.
Estes sistemas também sao avaliados em relacao a capacidade de deteccao de erros. Na secao
7 apresentamos uma possibilidade de trabalho deste tema com alunos a partir do 6° ano
do Ensino Fundamental. Uma sequéncia didatica baseada na metodologia de resolucao de
problemas e investigacao matemaética é cuidadosamente descrita para orientar o trabalho do
professor. A proposta utiliza o recurso dos blocos logicos para oportunizar a vivéncia de
experiéncias de codificacao e transmissao de dados. Por fim, na secao 8, apresentamos as
consideragoes finais.

2 Conceitos 1niciais

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢coes e propriedades referentes & Teoria dos
Numeros, mais especificamente & Aritmética Modular. Um estudo mais detalhado desse
tema pode ser encontrado em [1, 2, 3].

Neste texto, Z representa o conjunto dos niimeros inteiros com suas operacgoes usuais de
adigdo (+) e multiplicagdo (-) e sua relagdo de ordem (<), “menor ou igual”.

Definigao 2.1 Sejam a e b nimeros inteiros com a # 0. Dizemos que a divide b e de-
notamos por a | b, se existir um inteiro ¢ tal que b = ac. Se a ndo divide b, escrevemos

atb.

E usual dizer que a é um divisor de b, ou b é divisivel por a, ou ainda b ¢ um maltiplo
de a quando a | b.

Exemplo 2.1 Como 6 = 2.3, entdo 2 divide 6 e denotamos por 2 | 6. Segue que 2 é um
divisor de 6, ou 6 € divisivel por 2, ou ainda 6 é um maltiplo de 2.
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Definig¢ao 2.2 Um numero inteiro n > 1 € primo se possui apenas dois divisores positivos:
n el. Sen > 1 nao é primo, dizemos que n é composto.

Proposigao 2.1 Se a,b,c,m e n sdo inteiros, ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ | (ma + nb).

Demonstragao: Se ¢ | a e ¢ | b entdo existem inteiros ki e ko com a = cky e b = cko.
Multiplicando essas duas igualdades por m e n, respectivamente, temos ma = mck; e
nb = ncks. Somando membro a membro, obtemos ma + nb = ¢(mk; + nks). Assim, segue
da Defini¢ao 2.1 que ¢ | (ma + nb). [ ]

Definicao 2.3 Para cada inteiro x, define-se o inteiro mddulo ou valor absoluto de x, de-
notado por |z|, pela igualdade:

T sex >0,
|| =
r sex <O.

Segue da definigdo que |z| > 0 para todo z e que |z| = 0 se, e somente se, z = 0.

Teorema 2.1 Sejam a, d e n numeros inteiros. Entao:

1.1|n,n|nen|0;

2. d|n=ad]|an;

3. ad|an ea#0=d|n;
4odlnent0=ld < |al;
5.d|nen|d=|d =In|;
6. dlneméeZ=d|nm.

Demonstragao: As afirmagoes sdo verificadas individualmente.
1. Observe que n = 1.n, n =n.1 e 0 = n.0.
2. Se d | n, entdo existe ¢ € Z tal que n = de. Logo, an = (ad)c, isto é, ad | an.

3. Se ad | an, entdo an = adc, para algum inteiro c. Logo an — adec =0 e a(n — dc) = 0.
Como a # 0, segue que (n — dc) = 0 e, portanto, n = dc.

4. Se d | n, temos que n = de, n # 0 implica que ¢ # 0. Portanto, |c|] > 1 e
In| = |dc| = |d]|c| = |d|.

5. Sed|nen]|d, temos que n = dky e d = nke, k1, ko € Z. Entao, n = dk; = nkak;.
Assim, koki = 1, k1 = ko = £1 e, portanto, |d| = |n|.

6. Se d | n, entdo n = de. Multiplicando ambos os lados desta igualdade por m € Z,
temos nm = dem = d(em). Assim, segue pela Definigdo 2.1 que d | nm.

O proéximo resultado é conhecido como Algoritmo da Divisdo ou Algoritmo de Euclides.
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Teorema 2.2 Sejam a e b dois nimeros inteiros com a > 0. Entdo existem inteiros q e r
tais que
b=aq+r, onde0<r <a.

Os inteiros q e r sdo unicos e sao designados, respectivamente, por quociente e resto da
divisdo de b por a.

Demonstrado em Teorema 1.2 de [3].

Defini¢ao 2.4 Se a e b sdo inteiros, dizemos que a € congruente a b mddulo m (m > 0) se
m | (a —b) e denotamos a = b (mod m). O caso em que a ndo € congruente ao inteiro b
mddulo m denotamos por a Zb (mod m).

Exemplo 2.2 Temos que 11 =3 (mod 2) pois 2 | (11 — 3).

Proposigao 2.2 Sejam a e b inteiros. Entdo a = b (mod m) se, e somente se, a e b
possuem o mesmo resto na divisio por m.

Demonstragao: Pelo Algoritmo da Divisdo, Teorema 2.2, existem g1, g2, 71,72, inteiros
com 0 < rq,7r9 < m, tais que a = gym—+r1 e b = gom—+ry. Logo, a—b =m(q1 —q2)+(r1 —7r2)
e(a—b)—m(qg —q2) = (r1 —r2).

Se a = b (mod m), temos que m | (a —b) e m | m(q1 — g2). Portanto, pela Proposi¢ao
2.1, m| (a—b) —m(q1 — g2), ou seja, m | (ry —rz). Agora note que |r; — 3] < m. Contudo
isso s6 é possivel se r; = ro.

Reciprocamente, se a e b possuem o mesmo resto na divisao por m, pelo Teorema 2.2
existem inteiros r, g1, g2 tais que a = mq; + 7 e b = mqgs + r. Logo, a — b = m(q1 — g2).
Como m | m(q1 — g2), segue que m | (a — b) e, pela Definicdo 2.4, que a = b (mod m). W

Exemplo 2.3 Como 21 =2.10+1 e 13 =2.6+ 1, temos que 21 = 13 (mod 2) pois o resto
da divisao de 21 e de 13 por 2 sdo iguais a 1.

A relagdo (mod m) é uma relagdo de equivaléncia, ou seja, é reflexiva, simétrica e
transitiva (veja a Proposigao 2.3).

Proposigao 2.3 Sejam a, b, c e m nimeros inteiros com m > 0. Entdo:
1. a=a (mod m);
2. Sea=b (mod m), entdo b =a (mod m);
3. Sea=b (mod m) eb=c (mod m), entio a = c (mod m).
Demonstragao:
1. Como m | 0, entdo m | (a — a), 0 que implica a = a (mod m).

2. Como a = b (mod m), pela Defini¢do 2.4 temos que m | a — b. Segue pelo Teorema
2.1 que m | —(a —b) = b — a. Logo, m | b — a e, portanto, b = a (mod m).

3. Como a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo m | a —b e m | b — c. Segue da
Proposigdo 2.1 que m | [(a — b) + (b — ¢)]. Logo m | a — ¢, o que implica a = ¢

(mod m).
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O teorema a seguir estabelece que a relagao de equivaléncia é compativel com as operagoes
de adicao e multiplicacao no conjunto dos nimeros inteiros.

Teorema 2.3 Sea, b, ¢, v, s e m sdo inteiros tais que a = b (mod m) e r = s (mod m),
entao:

1. a+c=b+c (mod m);
2. a—c=b—c (mod m);
3. ac = be (mod m);
4. a+r=b+s (mod m);
5. ar = bs (mod m).
Demonstragao: Aplicando o Teorema 2.1 e a Definicdo 2.4, obtemos:

l.a=b(modm) =m|a—-b=>m|a—-c+c—b=>m]|(a+c)—(b+c) =
a+c=b+c (mod m);

2.a=b(modm)=m|a-b=>m|(a—c)—(b—c)=a—c=b—c (mod m);

3.a=b(modm)=m|a—b=m|(a—b)c=m]|ac—bc= ac=bc (mod m);

4.0 = b(modm) e r = s(modm) = m | a—bem | r—s =
mla=b)+(r—s)=m|(a+r)—(b+s)=a+r=>b+s (mod m);

5.¢ = b(modm) e r = s(modm) = m | a—-—bem | r—3s =
m|r(a—0b)+b(r—s)=m|ar—bs= ar =bs (mod m).

Definigao 2.5 Sejam a e b inteiros, com a # 0 ou b # 0. O mdzimo divisor comum de a e
b, denotado por mdc (a,b), é o inteiro positivo d que satisfaz:

1. d|aed]|b;
2. Se emiste um inteiro ¢ tal que ¢ | a e c| b, entdo ¢ < d.

Exemplo 2.4 Observe que mdc (4,14) = 2 pois os divisores de 4 sao {£1,£2,+4} e 4 nao
divide 14.

Proposigao 2.4 Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros nao nulos. Se ¢ | ab e mde (b, c) = 1 entdo
c|a.

Demonstragao: Sejam m,n € Z tais que mb+ nc = 1. Multiplicando ambos os membros

dessa igualdade por a, obtemos (ab)m + ¢(an) = a. Como ¢ | (ab), segue da Proposigéo 2.1
que ¢ | a. [ |
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3 Sistemas de identificacao modular

Frequentemente utilizamos um numero para identificar rapidamente um artigo, uma
propriedade, um livro ou uma pessoa. Estes nimeros de identificacdo podem armazenar
uma grande quantidade de dados e informagoes. Sua utilizagdo é observada no Registro
de Identidade (RG), no Cadastro de Pessoa Fisica (CPF), no Codigo de Enderecamento
Postal (CEP), na identificagdo de livros (ISBN), no codigo de barras, na conta bancéria
e em varias outras situagdes. Estes numeros de identificacdo sdo, em geral, formados de
algarismos (codigos numéricos) ou de letras e algarismos (codigos alfanuméricos).

Para se detectar e evitar fraudes e possiveis erros de transmissdo, digitacdo ou leitura,
a maioria dos sistemas de identificacao utiliza alguma informagao redundante transmitida
em simultineo com o c6digo que se pretende comunicar. Esta informacao adicional ou
redundancia é chamada de digito verificador, algarismo de controle ou ainda algarismo de
teste. Na maioria dos sistemas de identificacdo o digito verificador é o ultimo digito da
sequéncia e seu valor é calculado utilizando Aritmética Modular. Por esse motivo, estes
sistemas sao conhecidos como sistemas de identificagdo modular.

A utilizacdo de digitos verificadores ndo permite a corre¢ao automaética do erro. Contudo,
permite que o sistema alerte o operador sobre a ocorréncia do mesmo. E, consequentemente,
da necessidade de reescrever o nimero.

Os erros cometidos ao digitar um nimero foram sistematicamente investigados por au-
tores como Beckley e Verhoeft, citados em [4, 5, 6]. Estas pesquisas revelam que cerca de
79% dos erros ocorrem com a digitacio equivocada de um tinico digito, como, por exemplo,
digitar 1.573, quando o correto seria 1.673. Este tipo de erro recebe o nome de erro singular.
Os chamados erros de transposicdo, cerca de 11% dos erros de digitagdo, sdo divididos em
dois casos: os erros de transposicdo adjacente e os erros de transposicao intercalada. O
primeiro tipo corresponde & troca de posicao de dois digitos diferentes situados lado a lado,
enquanto o segundo corresponde a troca de posicao de dois digitos diferentes intercalada
por um terceiro digito. Por exemplo, escrever 3.876, quando o correto seria 3.786 configura
um erro de transposicao adjacente, enquanto escrever o nimero 3.687 representa um erro de
transposicao intercalada. Os demais 9,9% dos erros estdo distribuidos em diversas catego-
rias, nenhuma delas representando mais de 1% do total. Estes estudos também nos dizem
que a incidéncia de mais de um erro ao digitar um ntmero é muito pouco provével.

Assim, os erros que serdo considerados neste texto, singular e de transposi¢do, cobrem
mais de 90% dos erros possivelmente cometidos pelo homem, como observamos na Tabela
1, que citamos abreviando tabela publicada em [4, 5, 6].

Tabela 1. Tipos de erros

Tipo de erro Frequécia relativa
erro singular cee@ee = b 79,1%
erro de transposicao adjacente ceeab---— -2 ba--- 10,2%
erro de transposicao intercalada ---acb--- — ---bca--- 0,8%
outros erros — 9,9%
Total 100%

E necessario esclarecermos que existem especificidades em cada sistema de codigos ou até
mesmo em cada idioma que podem mudar significativamente a distribuicao de probabilidades
da Tabela 1.
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Nos sistemas que utilizam a aritmética modular um ntmero de identificacao é da forma
12223 ... 2,0,

onde C' é o algarismo de controle ou digito verificador. O valor de C' é determinado pela
congruéncia
P121 + Pata + -+ ppry +C =0 (mod k),

onde os elementos {p1,p2, -+ ,Pn} sdo previamente escolhidos e denominados pesos.

Os sistemas deste tipo sdo chamados de sistema mddulo k e a soma pyxq, + poxo + -+ +
Pnxy + C, por soma controle ou soma teste, que iremos designar por S.

Usualmente é utilizado o zero nesta congruéncia, embora qualquer outro valor inteiro
entre 0 e k£ — 1 possa ser empregado. Essa escolha se deve & vantagem de que, se S = 0
(mod k), temos que k | S, ou seja, a soma teste ¢ um multiplo de k.

Analisemos a situagdo a seguir para melhor compreensdo da estrutura de um sistema
modular.

Exemplo 3.1 Uma empresa utiliza trés digitos, rixoxs, para identificar cada produto que
vende. Para ter certeza de que estes niimeros serao corretamente transmitidos, ela acrescenta
um quarto digito (o algarismo de controle) em cada nimero, criando o cdédigo de identifica¢ao
z1z023C. O digito de controle C' é a solugdo da equagao 3x1 + x2 + 3xz3+ C =0 (mod 10),
ou seja, a empresa utiliza um sistema mddulo 10 com pesos {3,1,3}.

Assim, para o produto identificado pelo nimero 854, C = 9, pois C' € escolhido para
satisfazer a sequinte congruéncia:

3:-8+1:54+3-44+C=0 (mod 10);
24+54124+C=0 (mod 10);
41 +C =0 (mod 10).

O digito 9 foi escolhido como digito de controle porque 41 +9 = 50 e 50 = 0 (mod 10).
Portanto, o cidigo de identificacao desse produto é 8549. Jd o numero 7632 € um cddigo
invdlido, uma vez que 3-7+1-6+3-34+2=238 ¢38# 0 (mod 10).

Os teoremas a seguir estabelecem as condigoes para que sistemas de identificacdo modular
detectem os erros singulares e de transposicao.

Teorema 3.1 Um sistemna de identificacdo mddulo k, com pesos {p1,pa,...,pn}, detecta
todo erro singular a; — a}, na i—ésima posigao, se, e somente se, mdc (p;, k) = 1.

Demonstragao: Considere um ntmero ajasas---a, de um sistema de identificacdo mo-
dulo k, cujo digito de verificagdo é a,, e a soma teste é S. Sabe-se que S = 0 (mod k).
Designaremos por S’ a soma teste com a troca a; — aj na i—ésima posi¢do. Neste caso,
a; # a,. Apesar do erro cometido é possivel termos S’ = 0 (mod k) e assim ndo podemos
detectar o erro. Caso contrario, S’ # 0 (mod k), podemos detectar o erro.

Contudo se considerarmos a diferenca

S'— 8 = (pray + p2ag + -+ + piaj + -+ + Ppan) — (pra1 + p2az + - + pia; + - + Ppay)
= pia; — P

= p’b(a; - ai))
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observamos que um erro singular a; — a}, na i—ésima posicdo, ¢ detectavel se, e somente se,
pi(a, — a;) # 0 (mod k). E facil ver que p;(a, — a;) # 0 (mod k) se, e somente se,
mde (p;, k) = 1. De fato, suponha que p;(a; — a;) Z 0 (mod k) e mdc(p;, k) = d > 1.
Entdo p; = ddy e k = dda, com dy € {0,1,2,--- ,k — 1}. Agora observe que para a; = ds e
a; = 0 obtemos

pia; = pdg = ddldg = dlddg = dlk =0 (mod k’)

e assim p(a; — a;) = 0 (mod k). Absurdo! Portanto, d = 1. Por outro lado, suponha que
mde (pi, k) =1ep(a;,—a;) =0 (mod k). Entdo k | p;(a] —a;) e segue da Proposicdo 2.4 que

k| (al —a;). Temos novamente um absurdo, pois (a; —a;) € {0,1,2,--- ,k—1}. Verificando
nossa afirmagdo. Portanto, um erro singular a; — a}, na i—ésima posi¢ao, é detectavel se, e
somente se, mdc (p;, k) = 1. [ |

Teorema 3.2 Um sistema de identificacio mddulo k, com pesos {p1,p2,...,0n}, detecta
todos os erros de transposi¢do dos algarismos a; e a; nas posigoes i e j se, e somente se,
mdc (p; — pj, k) = 1.

Demonstragao: Neste caso, a diferenca entre a soma teste do namero errado e a soma
teste correta é

S§'— 8= (pray+ - +piaj+ - +pjai+ -+ ppan) — (pray + -+ pia; + - + pja; + -
= Ppiaj +Ppja; — pia; — p;a;
=pi(a; — ai) + pjla; — a;)
= (pi = pj)(a; — ai).

Portanto, o sistema detecta todas as transposi¢oes de algarismos nas posigoes i e j
se para quaisquer a;,a; € {0,1,2,....,k — 1} com a; # a;, temos (p; — p;)(a; — a;) # 0
(mod k). De modo analogo & demonstracdo do teorema anterior, esta condi¢do é equivalente
a mde (p; — pj, k) = 1. [ ]

Estes resultados justificam uma maior utilizagao de sistemas moédulo 11, pela facilidade
de encontrar pesos primos com 11, usando apenas um carécter para o algarismo de controle.
Este método, porém, tem uma pequena desvantagem, no conjunto dos digitos de 0 a 9,
nao ha nenhum que represente o nimero 10, sendo necessario incluir mais um simbolo para
representar este nimero. Em geral, utilizamos o algarismo romano X, sendo este método
denominado moédulo 11 completo. Outra possibilidade é o esquema moédulo 11 restrito, que
utiliza o digito 0 para representar o algarismo 10.

No caso k = 10, as condi¢des dos Teoremas 3.1 e 3.2 sao incompativeis: é impossivel
satisfazer o segundo se o primeiro for verificado pois, nesse caso, 0s pesos sdo necessariamente
impares e temos que a diferenca entre dois nimeros impares é um nimero par. Portanto,
qualquer sistema moédulo 10 que tenha 100% de eficiéncia na detec¢do dos erros singulares
nao detectara todos os erros de transposicao.

E necessario destacarmos a importancia dos Teoremas 3.1 e 3.2 como mecanismos para
a construcao de novos sistemas modulares.

4 Numero do CPF

O Cadastro de Pessoas Fisicas, mais conhecido como CPF, é o registro de um cidadao
na Receita Federal brasileira. Neste registro devem estar todos os contribuintes (pessoas
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fisicas brasileiras ou estrangeiras com negocios no Brasil). O CPF armazena informacoes
fornecidas pelo proprio contribuinte e por outros sistemas da Receita Federal. Sua posse
nao é obrigatoria, mas é necessaria em varias situacoes, como abertura de contas em bancos
e emissao de passaporte, por exemplo.

O nimero de um CPF tem nove digitos de identificacdo e mais dois digitos verificadores
que sao indicados por ultimo. Portanto, um CPF tem onze algarismos.

O digito anterior aos digitos verificadores (isto ¢, o terceiro digito da direita para a es-
querda) identifica a unidade federativa em que a pessoa registrou-se pela primeira vez. Por
exemplo, a origem do CPF 043.658.306-27 ¢ Minas Gerais, cujo codigo é “6". Segue a lista
com o numero que identifica cada um dos estados brasileiros:

Rio Grande do Sul.

Distrito Federal, Goids, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Tocantins;
Amazonas, Pard, Roraima, Amapé Acre e Rondonia;

Ceara, Maranhao e Piaui;

Paraiba, Pernambuco, Alagoas e Rio Grande do Norte;

Bahia e Sergipe;

Minas Gerais;

Rio de Janeiro e Espirito Santo;

Sao Paulo;

Parana e Santa Catarina.

©XNDOE W= o

Seja x1x2x3T4T5T6T7T8T9T10r11 um numero de CPF, onde z; representa um digito de
identificacao para 1 < ¢ < 9 e x19 e x11 sao os digitos de controle. O algoritmo abaixo,
adaptado de [7], permite calcular os digitos de controle.

9
X1 = <Z iz; (mod 11)) (mod 10);

10
Ty = <Z(z —1)z; (mod 11)) (mod 10).

=2

Com a finalidade de ilustrar a aplicagao do algoritmo, vamos verificar a autenticidade do
CPF 043.658.306 — 27 calculando os digitos de controle x1g € x11.
Fazendo as devidas substitui¢coes obtemos a seguinte expressao para xig:

z10=((1.0+24+334+46+55+6.8+73+8.0+9.6) (mod 11)) (mod 10);
z10=((0+84+9+24+25+48+ 21+ 0+ 54) (mod 11)) (mod 10);

x10 = ((189 (mod 11)) (mod 10);

210 = 2 (mod 10);

10 — 2.

O resultado confirma o valor do primeiro digito verificador. Calculemos agora o segundo
digito, X11-

211 =((14+23+36+45+58+6.3+70+8.6+9.2) (mod 11)) (mod 10);
211 = ((4+ 6+ 18+ 20 + 40 + 18 + 0 + 48 + 18) (mod 11)) (mod 10);
x11 = ((172 (mod 11)) (mod 10);

x11 =7 (mod 10);
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11 = 7.

Os calculos confirmam o valor do segundo digito de controle. Assim, concluimos que o
CPF 043.658.306 — 27 é auténtico.

E importante ressaltar que o fato de um ntimero de CPF ser autenticado pelos seus digitos
verificadores ndo o torna um CPF vilido. Para isso, é necessario que ele esteja cadastrado
no banco de dados da Receita Federal. Assim, um nimero correto de CPF nem sempre sera
um documento ja emitido. E o que acontece, por exemplo, com nimeros de CPF que tém
todos os digitos iguais: apesar de serem autenticados pelos seus digitos verificadores, eles
nao sao validos.

O sistema que utiliza dois digitos verificadores melhora o método moédulo 11 restrito.
Porém, poderia ter uma maior capacidade de deteccao de erros caso a escolha dos pesos
fosse feita de forma mais criteriosa. Mesmo assim, a falha na deteccao de erros é de apenas
0,22% nos casos de erro singular e de 0,17% nos erros de transposi¢io. A demonstracio
destes resultados pode ser encontrada em [7], ANEXO A.

Um fato interessante é a implementacao no Brasil do Registro de Identidade Civil (RIC).
Ele serd um cartao com chip que conterd os nimeros de RG, CPF, Titulo de Eleitor, PIS
(Programa de Integragdo Social), PASEP (Programa de Formacdo do Patriménio do Ser-
vidor Publico), Carteira de Trabalho e Carteira Nacional de Habilitagdo. Nele constara
ainda um campo com informacgoes como o tipo sanguineo e se a pessoa é ou nao doadora
de 6rgaos. O identificador serda um numero de onze digitos, sendo o ultimo um digito ve-
rificador que é calculado empregando o sistema moédulo 11 restrito e os seguintes pesos
{9,8,7,6,5,4,3,2,9,8}.

5 Codigo ISBN

O ISBN - International Standard Book Number - é um dos sistemas de identificacao mais
antigos, criado em 1967 e oficializado como norma internacional em 1972. Ele identifica
numericamente os livros segundo o titulo, o autor, o pais e a editora, individualizando
inclusive edi¢oes diferentes.

O sistema é controlado pela Agéncia Internacional do ISBN, que orienta e delega poderes
as ageéncias nacionais. No Brasil, a Fundacdo Biblioteca Nacional representa a Agéncia
Brasileira desde 1978, com a fungdo de atribuir o nimero de identificacdo aos livros editados
no pais.

Inicialmente o ISBN era composto por dez digitos, x1xox3z4r526272829C, 0nde os nove
primeiros identificavam o livro e o décimo era o digito verificador. Segundo [6], este sistema,
que indicaremos por ISBN-10, utiliza os pesos {10,9,8,7,6,5,4,3,2,1} e uma congruéncia
modulo 11.

Assim, o célculo do digito verificador do ISBN-10 era efetuado da seguinte forma:

10z1 + 9o + 8x3 + Tx4 + 625 + Sxg + 427 + 32 + 229 + C =0  (mod 11).

Se o valor C' necessario para satisfazer esta condigao fosse 10, este seria substituido por
um “X". Como no tultimo romance de Eca de Queirés, A Cidade e As Serras, cujo ISBN-10
é o nimero 85-87328-14-X.

A partir de 1° de janeiro de 2007, o ISBN passou de dez para treze digitos, sendo
conhecido por ISBN-13, o que tornou possivel o uso do codigo de barras denominado EAN
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(European Article Number)!. O objetivo foi aumentar a capacidade do sistema, devido ao
crescente numero de publicagoes. A nova numeracao foi precedida pelo nimero 978, que
identifica o produto livro e o numero de controle foi recalculado. Quando o “prefixo 978"se
esgotar, serd adotado o “prefixo 979".

O digito de verificagao de um ISBN-13 é de 1 digito com valores entre 0 e 9, mos-
trado como um caractere final no término da sequéncia. Veja o exemplo de ISBN-13:
978 — 85 — 85818 — 25 — &, referente ao livro Elementos de Aritmética de Abramo Hefez. O
primeiro elemento, 978, é especificado pela Agéncia Internacional do ISBN, em conformidade
com o sistema global de numeragao de produtos e indica a industria, neste caso, publicacao
de livros. O segundo elemento identifica os grupos nacionais geogréficos, sendo o nimero
85 o identificador do Brasil. O terceiro elemento refere-se ao editor, nesse caso a Sociedade
Brasileira de Matematica (SBM). O quarto elemento é um elemento de publicacdo, desti-
nado para o editor da publica¢io, que etiquetou o livro com o niamero 25. Por fim, o quinto
elemento corresponde ao digito verificador.

Os diferentes componentes do ISBN-13 (industria, pais, editor e titulo) possuem quan-
tidade variada de digitos. Esta variacdo permite que os idiomas mais utilizados e que as
grandes editoras tenham um ndimero de identificagdo menor, possibilitando catalogar um
maior nimero de livros.

O ISBN-13 utiliza os pesos {1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1} e k = 10. Logo, determinare-
mos o digito verificador deste sistema resolvendo a equagao abaixo, adaptada de [8]:

21 + 3xo + @3 + 3x4 + x5 + 3x6 + 27 + 33 + 9 + 3T10 + 211 + 3212+ C =0 (mod 10),
onde z; sao os algarismos do cédigo ISBN-13 na posicao i e C o digito de controle.
Por exemplo, o livico O homem que calculava, de Malba Tahan, tem como ISBN-13 o

nimero 978-85-0106-196-6. O digito de verificacao é 6 porque

S=9+37+8+38+5+30+1+30+6+31+9+36+86,
S=9+214+8+244+54+0+14+0+6+3+9+18+6=110=0 (mod 10).

Teorema 5.1 O sistema ISBN-13 detecta todo erro singular.
Demonstragao: Como os pesos do sistema [SBN —13 sdo {1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1, 3,1},

mde(1,10) = 1 e mdc(3,10) = 1, segue do Teorema 3.1 que esse sistema detecta todo erro
singular. ]

Portanto, este sistema tem uma eficiéncia de 100% na detecgio de erros singulares.

Teorema 5.2 O sistema ISBN-13 nao detecta todos os erros de transposi¢io adjacente.

Demonstragao: Segue do Teorema 3.2, uma vez que mdc (2,10) =2 > 1. [ |

Exemplo 5.1 Se ag =6 e ag = 1 forem trocados teriamos S’ — S = 2(ag — ag) = 2.5 = 10
e o erro nao seria detectado.

1O sistema EAN (European Article Number) adotado na Europa em 1976 é analogo ao sistema UPC
(Universal Product Code), o primeiro codigo de barras, criado nos E.U.A. em 1973. Esse codigo de 13 digitos
é atualmente utilizado no mundo inteiro principalmente para a identificacdo de itens do varejo.
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Verificamos que as trocas de algarismos adjacentes ...a;a;41 ... = ...a;110; . .. que este
sistema nao detecta sdo aquelas em que | a;+1 — a; |= 5. Com efeito, supondo 4 par, temos
que a diferenca entre a soma teste do numero errado e a soma teste correta é dada por:

§'—S=(a1+ - +3aip1+a;+-+C) = (a1 4+ +3a; + aiy1 + - + ) = 2(a;11 — a;).
No caso em que ¢ é impar, tem-se a diferenca com o sinal trocado, 2(—a;+1 +a;). Segue que
10 | S <10 | (S/ — S) < 10 | 2(&1'_;'_1 — ai) <:>| Gir1 — A |: 5.

Logo, o sitema ISBN-13 ndo detecta os seguintes casos de transposi¢do adjacente: “05",
“50M; “16", “B1M; «27", “r2"; «38", “®3": “49"e “94", o que corresponde a 10 dos 90 casos
possiveis. Este sistema tem assim uma eficiéncia de 88,9% na deteccao deste tipo de erro.
Mas esse ¢ um problema sem relevincia pratica, uma vez que leitores 6pticos sdo muito
precisos e, quando muito, cometem erros singulares.

6 Numero do cartao de crédito

Os principais ntumeros de cartdes de crédito no Brasil possuem uma sequéncia de 16
digitos: os 6 primeiros digitos definem a instituicdo emissora, sendo que o primeiro desses
seis digitos caracteriza a bandeira do cartao, por exemplo, 4 - Visa e 5 - Mastercard; os nove
digitos que seguem identificam o cliente; o ultimo digito, na extremidade direita, representa
o digito verificador.

Esse digito é utilizado para decidir se um cartao de crédito é valido e pode ser calculado
por uma férmula chamada Algoritmo de Luhn. Segundo [9], esta formula foi assim nomeada
em homenagem ao cientista Hans Peter Luhn (1896-1964), um engenheiro da IBM (Interna-
tional Business Machines), que recebeu em 1960 a patente dos Estados Unidos por inventar
a técnica. Atualmente, o algoritmo é de dominio piblico, conhecido como Médulo 10 IBM,
sendo largamente utilizado por bancos e demais entidades financeiras para validar o nimero
dos cartoes de crédito e de débito.

Constatamos a autenticidade de um cartao resolvendo a equagio que segue, adaptada de
(7, 9]: 221 +ao+2x3+24+2T5+ L6+ 227 +T3+229+T10+2%11 +212+2213+ 214+ 22015+C = 0
(mod 10), onde z; é o algarismos do ntmero do cartdo na posi¢do i e C' o algarismo de
controle. Temos ainda que:

_ { 2z, se 2x; < 10,
2331‘ =

2x; — 9, se 2x; > 10.

Portanto, apds os algarismos do identificador serem multiplicados pelos pesos 2 e 1
alternadamente, em cada produto, subtrai-se 9 quando este é maior ou igual a 10 e escolhe-
se o algarismo de controle C' de forma a que a soma teste seja um miltiplo de 10.

Esse sistema, com um tnico digito de verificacdo, detecta erros tipicos que as pessoas
cometem quando transcrevem ntumeros de cartdao, por exemplo, em compras via internet.

Para ilustrar esta situagao, suponha que ao digitar o nimero 4073038870480971 de um
cartao de crédito, tenha se cometido um erro, e que o numero de fato digitado fosse
4072038870480971. Ao fazer a verificacdo de leitura, o computador que recebeu a infor-
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macao faz as seguintes operagoes:

$=24+4+04+27+2+20+3+28+8+27+0+24+8+20+9+27+1
=840+144+2+4+0+3+16+8+14+0+8+8+0+9+14+1
=840+ (14—9)+2+4+0+3+(16—9)+8+ (14—9) +0+8+8+0+9+ (14—9) +1
=84+0+54+24+04+3+7+8+54+0+84+8+0+9+5+1
= 69.

Como o resultado obtido nao é um multiplo de 10, o computador avisa que foi cometido
algum erro e o nimero deve ser novamente digitado.

Teorema 6.1 O Algoritmo de Luhn ou Médulo 10 IBM detecta todo erro singular.

Demonstragao: Considere separadamente dois casos: o erro ocorre em um algarismo com
indice par ou o erro ocorre em um algarismo de indice impar.

Nas posigoes de indice par, o peso é 1 e sendo mde (1,10) = 1, pelo Teorema 3.1, todos
os erros singulares sao detectados.

No caso de erro em um algarismo de indice impar, temos que S’ — S = Tag — 2a;, onde
S’ & a soma teste de um namero com um erro singular e S é a soma teste de um nimero
correto. Mas observe que 27a2 e 2a; sdo o resultado de uma das transformagoes a seguir.

0—20 5—10—=1

1—2 6—12—3

2—4 7T—14—=5

3—6 8§ —=16—7

4—8 9—-+18—=9 .

Se S’ fosse multiplo de 10, teriamos que 10 | (S' — S). Logo, 10 dividiria (2a} — 2a;), o
que é um absurdo, pois (Tai — 2a;) ¢ um nimero inteiro ndo nulo entre —9 e 9. |

Portanto, o Algoritmo de Luhn detecta todo erro singular. Ele também detecta todas as
transposicoes de algarismos adjacentes, com excegdo dos casos “09"e “90", ou seja, detecta
88 casos em 90. Dessa forma, o Algoritmo de Luhn possui uma taxa de deteccdo de trans-
posicoes adjacentes de 97,8%, melhor do que os 88,9% observado no sistema ISBN. Uma
exposi¢do mais detalhada sobre os erros de transposicao pode ser encontrada em [7].

Mas o digito verificador ndo é o bastante para garantir a seguranca no uso de cartdes
de crédito, por isso ainda ha um coédigo de trés digitos que fica atras do cartdo. Esse
codigo é gerado pela propria instituicao e calculado ao criptografar o nimero do cartao e
sua data de validade. Cada empresa decide qual algoritmo usar nessa criptografia e a chave
de decodificacdao nao é publica.

7 Proposta didatica

Nesta secao, propomos uma sequéncia didatica para trabalhar com os estudantes do En-
sino Fundamental o tema identificadores de erros, utilizando os blocos 16gicos como recurso
didatico. Esperamos com o desenvolvimento desta proposta que os alunos, realizando apenas
operagoes aritméticas, compreendam a tecnologia dos codigos identificadores de erros.

Os blocos logicos foram criados na década de 50 pelo matematico hiingaro Zoltan Paul
Dienes. Segundo [10], o modelo mais utilizado nas escolas brasileiras tem 48 pegas geomé-
tricas, divididas em:
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1. Quatro formas: circulos, quadrados, tridngulos e retangulos;
2. Trés cores: amarelo, azul e vermelho;

3. Dois tamanhos: grande e pequeno;

I

. Duas espessuras: fino e grosso.

Figura 1. Blocos Logicos

Assim, cada pega possui quatro atributos. Por exemplo, podemos ter um circulo, verme-
lho, grande e fino. O objetivo da sequéncia é propor atividades que estimulem os estudantes
a determinar um cédigo que identifique cada peca e a transmitir uma lista de pecas utili-
zando o c6digo construido por eles. Esta atividade permitird que os alunos percebam como
identificar um artigo por uma sequéncia numérica agiliza a transmissio de informacoes e a
importancia do digito verificador para identificagdo de possiveis erros durante a transmissao,
digitacao ou leitura de dados.

Para o desenvolvimento dessa proposta, sugerimos a organizacao da turma em grupos
de trabalho heterogéneos, compostos de 4 a 5 alunos em diferentes niveis de aprendizagem.
Orientamos iniciar a discussdo com uma conversa informal sobre codigos e nimeros de
identificacdo. E interessante preparar uma pequena exposicdo de embalagens com codigos
de barras, documentos pessoais, cartoes bancarios, folhas de cheque, livros, entre outros
objetos que possuam numero de identificacao.

Apos esse primeiro momento, os grupos deverdo iniciar a exploracao livre dos blocos
logicos. E importante que o professor faca perguntas que oportunize aos alunos discutir
sobre as caracteristicas das pegas e agrupar as pecas considerando diferentes critérios. Nesta
etapa, ndo se espera que os estudantes demonstrem dificuldades, embora seja interessante
que o professor represente no quadro alguns dos esquemas, tabelas ou desenhos utilizados
pelos grupos como forma de registro.

Logo ap6s a exploragdo do material, o professor devera apresentar a proposta de atividade
para a turma. A tarefa sera estabelecer um codigo que identificard cada uma das pecas
e transmitir para outro grupo uma mensagem contendo uma lista com o cédigo de pelo
menos 10 pecas. Esperamos que o professor incentive a turma a discutir sobre as diferentes
possibilidades de solucionar a situacao proposta e a perceber a importancia de estabelecer
um cédigo padrao.

A seguir, apresentamos na Figura 2 uma possibilidade de associa¢do entre um algarismo
e uma caracteristica das pecas.

Ressaltamos que diferentes codigos podem ser elaborados pelo professor, ou pelos alunos,
para identificagdo dos blocos 16gicos nessa proposta de trabalho. Sugerimos uma sequéncia
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FORMA ALGARISMO COR ALGARISMO
Circulo 1 Amarelo 1
Quadrado 2 Azul 2
Triangulo 3 Vermelho 3
Retangulo 4
TAMANHO ALGARISMO ESPESSURA | ALGARISMO
Grande 1 Fino 1
Pequeno 2 Grosso 2

Figura 2. Sugestao de algarismo por caracteristica da peca

de 5 algarismos, onde o 1° algarismo identifica a forma, o 2° a cor, o 3° o tamanho, o 4° a
espessura e o 5° é o digito verificador calculado a partir dos anteriores. Para determinar o
algarismo de controle C, do codigo xizex324 — C, basta calcular o resto da divisdo por 5 da
soma x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4. Este é um sistema modulo 5 com pesos {1,2,3,4}. Assim, por
exemplo, um circulo, vermelho, grande e fino sera identificado pelo codigo 1311 — 4. Oserve
que mde (p;,5) = 1 para i = {1, 2, 3,4}, verificando a condi¢ido do Teorema 3.1 para detecgao
de erro singular. Como mdc (p; — p;,5) = 1 para ¢,j € {1,2,3,4}, a condi¢do do Teorema
3.2 para detecgao de erros de transposicao é verificada. Portanto, a escolha por este modelo
nao é aleatoéria uma vez que ele detecta todos os casos de erro singular e de transposicao.

Retomando a atividade, é possivel que mesmo o professor apresentando a relacdo esta-
belecida na Figura 2, os grupos respondam a questao com diferentes codigos, pois podem
estabelecer ordens distintas para os atributos das pecas. Por exemplo, um grupo pode esta-
belecer que o 1° algarismo identifique a forma, o 2° a cor, o 3° o tamanho, o 4° a espessura e
um outro grupo pode identificar as pecas segundo o critério espessura, cor, forma e tamanho.
O professor devera explorar essa situacdo, pedindo aos grupos que digam alguns codigos e
que os outros grupos tentem descobrir qual é a peca associada a esse codigo. E importante
que os alunos percebam a necessidade de se estabelecer um padrao e elaborem um co6digo
unico para identificacdo das pecas. Por exemplo:

1° algarismo — forma;
2° algarismo — cor;
3° algarismo — tamanho;
4° algarismo — espessura.

Antes dos alunos iniciarem o processo de etiquetar as pegas dos blocos logicos, o profes-
sor verificara se todos os grupos compreenderam o padrdo estabelecido pela turma. Neste
momento é interessante fixar um cartaz ou anotar no quadro o c6digo definido pela turma
e que deverd ser utilizado por todos os grupos. Esperamos que os alunos percebam que
identificar numericamente as pecas simplifica e agiliza a transmissao de informagoes.

Apos cada grupo etiquetar, transmitir e receber uma lista com pelo menos dez codigos,
iniciasse a etapa de decodificar e conferir os dados recebidos com os emissores. O professor
devera motivar o debate sobre seguranca na transmissio de informacgoes e erros na leitura,
escrita e transmissao de dados, sendo propicio novas questoes para discussao, tais como:
Quais foram os erros cometidos na transmissao das listas? H& erros comuns aos grupos? Ha
formas de evitar ou minimizar essas falhas?
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E importante ressaltar que os alunos, individualmente ou em grupo, devem ser orientados
a sistematizar e registrar as observacoes, os questionamentos e as conclusoes que forem
surgindo durante o trabalho.

Apos a discussao sobre os erros cometidos na transmissao e recepcao de dados, o professor
apresentard a teoria dos digitos verificadores. Conceitos como erro singular e de transposicao
devem ser formalizados. Em sua exposicao, o professor ressaltara a simplicidade dessa teoria,
suas inameras aplicacoes no dia a dia e a eficiéncia na deteccao de erros. A situacao proposta
no Exemplo 3.1 ou o Cédigo de Barras (Sistema EAN-13) pode ser utilizado para ilustrar o
uso do digito verificador e seu calculo.

Retomando o trabalho com os blocos logicos e o codigo de identificacdo elaborado pela
turma, chegamos ao momento em que surge o grande desafio da proposta: elaborar uma
férmula para determinar o digito verificador do cédigo criado para identificagao dos blocos
logicos. O professor deve levantar algumas questoes: A formula elaborada pela turma esta-
belece uma relacdo com os primeiros algarismos? E eficiente na deteccio de erros? Quais as
limitagoes do sistema elaborado pelo seu grupo?

Neste ponto, pressupomos que os alunos se apropriaram do sentido do problema, estejam
motivados a buscar uma solucao para essas questoes e a fazer novas perguntas. Assim, varias
estratégias e ideias informais podem surgir durante a discussao e precisam ser valorizadas
pelo professor. A realizacao de simulagbes para verificar a eficiéncia do digito verificador
construido pelos grupos deve ser reconhecida e estimulada.

Recomendamos que o professor solicite o registro dos processos gerais utilizados na ela-
boragdo da formula para o célculo do digito verificador. E também, estimule as justificativas,
pedindo aos alunos que mostrem se os cédigos criados sao adequados do ponto de vista da
deteccao de erros. Neste ponto, os estudantes devem perceber que a utilizacdo de ntmeros
primos torna o sistema mais eficiente.

Em seguida o professor pode apresentar, ou construir coletivamente, uma férmula tnica
para o calculo do digito verificador para a turma. Uma sugestao de sistema médulo 5 com
pesos {1,2,3,4} foi apresentada no inicio desta se¢ao.

Neste momento é importante que o professor faga uma sintese dos conceitos trabalhados:
algoritmo da divisao, resto da divisao, ntiimeros primos, divisores e miltiplos de ntimeros
naturais.

Para verificar se os estudantes compreenderam o algoritmo elaborado para o calculo do
5° algarismo, o professor pode escolher algumas pecas e pedir que os alunos calculem o digito
verificador. Outra estratégia é escrever alguns codigos invalidos, ou faltando um dos digitos,
e solicitar que os alunos tentem encontrar o erro e em seguida corrigi-lo.

Para finalizar, indicamos a producao de um relatorio descrevendo a préatica, as conclusoes
e 0s conceitos matematicos envolvidos. Pode ocorrer que os relatérios produzidos pelos
estudantes sejam inicialmente pouco desenvolvidos, com respostas curtas e justificativas
insuficientes ou nao fundamentadas. Uma alternativa para sanar essa dificuldade é fornecer
roteiros e indicar, durante a discussao nos grupos, pontos importantes a serem mencionados
nos relatos.

8 Consideracoes finais
Neste trabalho abordamos as nocoes basicas de Teoria dos Nimeros e sua aplicagdo no
calculo do digito verificador de sistemas de identificacdo modular. Discutimos sobre a uti-

lizagdo dos niimeros de identificagao no cotidiano e os erros cometidos na leitura, escrita e
transmissdo destes numeros. Recorremos & Aritmética Modular para generalizar os siste-
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mas de identificagdo estudados e destacamos a importancia dos Teoremas 3.1 e 3.2 para a
construcao de novos sistemas modulares. Apresentamos trés exemplos concretos de sistema
de identificacdo em utilizacdo no pais: o CPF, o ISBN e o cartdao de crédito. Situagoes
concretas foram utilizadas para ilustrar a aplicacao destes modelos e para uma melhor com-
preensao da estrutura de cada sistema. Uma proposta de aplicacdo da teoria dos cédigos
foi descrita para o trabalho com estudantes do Ensino Fundamental. A sequéncia didatica
recorreu a exploragao dos blocos légicos para criar um ambiente motivador e estimulador &
aprendizagem.

Problemas relativos a correcdo de erros ndo foram discutidos neste texto. Acreditamos
ser necessario a realizacao de estudos posteriores para melhor compreensao de métodos que
possam além de detectar os erros, fazer sua correcdo automatica: os chamados sistemas
corretores de erros.

Professores de matemaética, que atuam principalmente no Ensino Fundamental, poderao
utilizar este trabalho como um instrumento para o desenvolvimento de aulas de aritmética.
Para tanto, buscamos utilizar uma linguagem simples e objetiva, apresentando ao longo do
texto exemplos e situagOes concretas que auxiliam o professor no planejamento de aulas.

Além disso, esperamos que a realizagdo da prética em sala de aula contribua para o
desenvolvimento dos alunos e fomente o interesse por projetos e atividades de investigacao
e exploracao. Desejamos, também, ter cumprido o objetivo de motivar um estudo mais
aprofundado sobre Aritmética Modular, mostrando como ideias e conceitos matematicos
levam ao desenvolvimento de tecnologias que visam o avango e o bem estar social.

Enfim, acreditamos que este trabalho possa contribuir para que alunos e professores
construam uma visao mais completa da verdadeira natureza da atividade matemética e
percebam que o estudo de temas aparentemente abstratos como sistemas de identificagao
modular é uma oportunidade impar de aprendizagem, possibilitando momentos de reflexdo,
investigacao e construcao de conhecimento que, em geral, ndo observamos no dia-a-dia da
sala de aula. Confiamos também, que, motivados por este, outros trabalhos possam ser
elaborados apresentando aplicacoes da matemaética afim de serem desenvolvidos na Educagao
Basica.
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Resumo: A didatica que envolve o ensino de modelos exponenciais se reveste de um carater
muito puro, sem conexao com a realidade do discente. O artigo apresenta algumas aplicagoes
que podem ser utilizadas no ensino de funcgoes exponenciais no Ensino Médio, tornando a
assimilacao dos contetdos por parte do aluno uma atividade prazerosa e relacionada ao seu
cotidiano. Ainda, pretende-se deixar uma sugestdo de abordagem do conteddo por meio de
uma sequéncia didatica simples de aulas, otimizando e buscando a correta compreensao dos
topicos pelos jovens, bem como despertando o interesse pelo assunto.

Palavras-chave: funcoes exponenciais; aplicacoes; curiosidades; modelos.

Abstract: The didacticism that involves the teaching of exponential models is of a very
pure character, without connection with the reality of the student. The article presents
some applications that can be used in the teaching of exponential functions in High School,
making the assimilation of contents by the student a pleasant activity and related to their
daily life. Still, it is intended to leave a suggestion to approach the content through a simple
didactic sequence of classes, optimizing and seeking the correct understanding of the topics
by young people, as well as arousing interest in the subject.

Key words: exponential functions; applications; curiosities; models.

1 Introducgao

A motivacao para o estudo dos modelos exponenciais reside na aplicabilidade de inimeros
fenomenos que se pode observar. Diante da observacado, percebeu-se que a forma como a
matéria é ministrada nas escolas de Ensino Médio nao apresenta uma recep¢ao adequada
pelos discentes. E tida como bastante abstrata e pura, fazendo com que o aluno, de forma
geral, nao perceba a importancia do assunto para a sua formagao como cidadao e para o seu
futuro profissional.

Apesar da constatacdo dos métodos de ensino, os documentos educacionais ja previam
um ensino mais contextualizado, adequado as realidades do publico-alvo. Corroborando,
cita-se os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o Ensino Médio [1], na 4rea de
Matemaética:
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"A Matemdtica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar o pensamento e
o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um papel instrumental, pois é uma ferramenta
que serve para o vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades
humanas."”

Assim, fica claro que é necessario abordar os contetdos matematicos de forma mais
aplicada possivel a realidade do discente. Caso contrério, corre-se o risco de que o aluno
se desinteresse cada vez mais pelos assuntos ensinados, resultando em reprovagoes e ojeriza
aos contetudos.

Ainda, conforme os PCN [1]:

"De fato, ndo basta revermos a forma ou metodologia de ensino, se mantivermos o conhecimento
matemdtico restrito & informagdo, com as defini¢des e os exemplos, assim como a exercita¢do, ou
seja, exercicios de aplicag¢io ou fira¢ao. Pois, se os conceitos sao apresentados de forma
fragmentada, mesmo que de forma completa e aprofundada, nada garante que o aluno estabelega
alguma significagdo para as ideias isoladas e desconectadas umas das outras. Acredita-se que o
aluno sozinho seja capaz de construir as miltiplas relagdes entre os conceitos e formas de
raciocinio envolvidas nos diversos conteidos; no entanto, o fracasso escolar e as dificuldades dos
alunos frente & Matemdtica mostram claramente que isso ndo € verdade.”

Assim, combate-se o ensino puramente pragmatico e totalmente desconexo da realidade
que cerca o aluno. Deve-se buscar, incessantemente, as aplicagoes atinentes ao conteudo
ministrado, sempre que possivel. Desta forma, possivelmente havera uma recepcao melhor
do aluno aos ensinamentos transmitidos.

No ensino brasileiro, ja esta consagrada a preocupagdo com a contextualizacao e a inter-
disciplinaridade. Novamente, nos PCN [1], em sua pagina 43, tem-se:

"O critério central € o da conteztualizagdo e da interdisciplinaridade, ou seja, é o potencial de um
tema permitir conexdes entre diversos comceitos matemdticos e entre diferentes formas de
pensamento matemdtico, ou, ainda, a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as
suas aplicagoes dentro ou fora da Matemdtica, como & sua itmportdncia histérica no
desenvolvimento da prdpria ciéncia.”

Tratando-se de funcbes exponenciais, é importante contextualizar o seu ensino. A mo-
delagem deste tipo de fun¢do surgiu ante a necessidade de solucionar um problema ainda
sem resposta. A modelagem da func¢do afim ji era conhecida, porém com o surgimento de
uma nova demanda, houve a procura de um novo modelo teérico. Conforme Bassanezi [2],
ressalta-se a importancia:

"O objetivo fundamental da aplicagdo da matemdtica € de fato extrair a parte essencial da
situag¢do-problema e formalizd-la em um contexto abstrato onde o pensamento possa ser absorvido
com uma eztraordindria economia de linguagem. Desta forma, a matemdtica pode ser vista como
um instrumento intelectual capaz de sintetizar ideias concebidas em situagoes empiricas que estdo

quase sempre camufladas num emaranhado de varidveis de menor importincia."”

Portanto, acredita-se que, através de uma adequada contextualizacao, se consiga atingir
melhores resultados quanto & assimilacdo dos contetdos. E importante ressaltar que, em
nenhuma hipétese, se deseja deixar o formalismo matemaético em detrimento da realidade
do assunto. Ambos sdo importantes para a constru¢do do saber do nosso aluno. O que se
pretende evitar é o exagero de qualquer uma das ferramentas. Cabera ao docente, no mo-
mento adequado, formalizar os conceitos, fornecendo o embasamento necessério e oportuno,
tendo em vista que é um dos objetivos do ensino da Matemética.
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Explicar a origem do assunto e o seu motivo de surgimento, através de exemplos, também
podem ser 6timos caminhos para motivar o estudo da Matemaética e, especificamente, de
fungoes exponenciais. Um oOtimo exemplo é a famosa historia (porém pouco conhecida,
infelizmente) de um rei persa que, ao perceber que o seu reino se encontrava entendiado com
a rotina diaria, recompensaria quem criasse algum jogo para entretenimento da corte.

A noticia, rapidamente, se espalhou por todo o dominio real, até que um dos siditos
apresentou uma espécie de jogo de xadrez. Vale ressaltar que nao se sabe ao certo se
o jogo era inédito. Relatos afirmam que foi uma adaptagdo de um jogo de tabuleiro ja
experimentado pelos gregos.

O jogo de 32 pecas e 64 casas quadradas com um dindmica bem interessante. O rei ficou
maravilhado e o passatempo foi um sucesso. Diante disso, mandou que chamassem o sudito
imediatamente para uma conversa. Perguntou-lhe o que queria como recompensa, ji que
o objetivo havia sido atingido em sua plenitude. Ofereceu-lhe ouro, joias, posses e até um
casamento com uma de suas filhas.

Porém, para a surpresa do governante, a resposta do sudito foi que queria graos de arroz,
distribuidos da seguinte forma: 1 grao na primeira casa, 2 na segunda, 4 na terceira, 8 na
quarta e assim sucessivamente, sempre duplicando a quantidade de graos da casa anterior,
até que as 64 casas estivessem completas.

O rei, maravilhado e boquiaberto com a humildade do sidito, mandou que trouxessem
imediatamente os graos de arroz. Ao iniciar a empreitada, percebeu que todo o seu reino
ndo possuia quantidade de graos suficiente para arcar com o compromisso. Desesperado,
mandou chamar um matematico da corte. Este falou-lhe que nem todos os graos do mundo
seriam suficientes para cumprir o trato realizado.

Este é o primeiro relato de nocoes exponenciais que se conhece. E sabido que havia
outros povos que ja conheciam o modelo, mas o conto é o registro antigo mais conhecido.

Trata-se de uma simples historia que poderia ser abordada para motivar o ensino do
assunto. Decerto, o aluno ficaria muito mais curioso e atento as explicagoes, ja que estaria
ouvindo uma narrativa ocorrida no passado, englobando o assunto que seré estudado logo a
seguir.

Por meio deste simples exemplo, tenta-se mostrar que é possivel realizar uma abordagem
de contetdos exponenciais com uma natureza aplicada e voltada para os problemas didrios
e de outras areas do conhecimento.

A intencéo deste trabalho é retratar a importancia do contetido matemaético exposto atra-
vés de aplicacgoes cotidianas e curiosidades rotineiras. Portanto, serao mostradas algumas
das principais aplicagoes e curiosidades que envolvem o assunto de fungoes exponenciais.
Existem diversas aplicacoes bem interessantes da teoria de fungoes exponenciais que podem
ser aplicadas no Ensino Médio, inclusive referenciando outras disciplinas além da Matema-
tica.

2 Aplicagoes cotidianas de fungoes exponenciais

Este artigo é baseado em dois trabalhos de conclusdo do PROFMAT, cujos temas serao
inicialmente omitidos nesta versao do artigo para evitar identificacao dos autores. Essas dis-
sertacoes possuem um grande viés pedagogico, e objetivam impactar o ensino nas escolas,
mostrando aos docentes como a contextualizagao pode ajudar o docente em sala de aula.
Nelas sao propostas sequéncias didaticas com a exibicao de aplica¢oes de fungoes exponenci-
ais em sala de aula se antecipando ao conteiido propriamente dito, despertando interesse no
discente e mostrando que antes do modelo matematico vem a situagao real, cotidiana. Para
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subsidiar os professores, foram apresentadas nestes trabalhos diversas aplicacoes de funcoes
exponenciais. Foi feita uma selecdo das mais interessantes para serem aqui expostas.

2.1 Desintegracao radioativa

Os atomos de uma substancia radioativa (como o radio e o uranio, por exemplo) tendem
a se desintegrar, emitindo particulas e transformando-se noutra substancia. As particulas
emitidas ndo alteram consideravelmente a massa total do corpo mas, com o passar do tempo,
a quantidade da substancia original diminui (aumentando, consequentemente, a massa da
nova substéancia transformada). Isto ocorre de tal modo que, em cada instante, a quantidade
de matéria que se esta desintegrando naquele momento é proporcional & massa da substancia
que ainda resta.

Assim sendo, se denominarmos de meia-vida de uma substdncia radioativa o tempo neces-
sério para que se desintegre a metade da massa de um corpo formado por aquela substancia,
constatamos que a meia-vida é um namero intrinsecamente associado a cada substancia
radioativa: o tempo necessario para reduzir & metade a radioatividade de uma tonelada
de uranio é igual ao tempo que leva um grama da mesma substancia para ter sua metade
desintegrada. A proposito, como exemplo, os varios is6topos do urdnio tém meia-vida da
ordem de 10° anos. Enquanto isso, a meia-vida do radio 224 é de 3 dias e 15 horas.

De um modo geral, se designarmos por m = m(t) a massa da substancia radioativa
presente no corpo no instante ¢, verifica-se que m é uma funcdo decrescente de t e, além
m(t + h) —m(t)

m(t)
de h e ndo do instante inicial ¢, ou seja, da massa m(t) existente naquela ocasido.

Outra vez, constatamos a necessidade de uma funcao real de varidvel m : R — R, que
m(t+ h) —m(t)

m(t)

disso, a perda relativa , ocorrida apds o decurso do tempo h, depende apenas

seja monotona injetiva (desta vez, decrescente) e tal que a variacao relativa

m(t + h) —m(t)

m(@) nao dependa de

dependa apenas de h. Ou, equivalentemente, que a razao

t mas somente de h.

Se aplicarmos o Teorema de Caracterizagao de Fungoes do tipo Exponencial, concluire-
mos que a fun¢io que representa a massa da substancia ¢ deste tipo, ou seja, m(t) = mg.a’,
onde mg é a massa inicial da substancia e a é o fator de decaimento, sendo 0 < a < 1.

Vamos dar um exemplo genérico de como encontrar esta funcao exponencial que repre-
senta a massa de uma substéncia X no instante ¢, dado que o tempo de meia-vida dessa
substancia € ?; /2, ou seja, a massa desta substancia se reduz a metade ap6s /o unidades
de tempo. Logo, se a massa inicial da substancia ¢ mg, apoés decorridos ;o unidades de

tempo, a massa serd igual a - Analisando a férmula genérica e utilizando estes valores,

temos:

1
1 1 t
m(t) = mg.a’ = % = mg.al1/? = 5= ati? = q — (2) 1/2

B i 1\ t1i/2
Portanto, a funcdo exponencial encontrada é: m(t) = mg.a' = mo. <2>

2.2 Aplicagao de capital a juros fixos

Como j4 foi citado no inicio deste capitulo, a funcao que expressa a variacao do capital,
quando aplicado por um periodo do tempo ¢é do tipo exponencial, isto é, ¢ da forma c(t) =
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co.at, onde c(t) expressa o capital no instante ¢ e ¢y é considerado o fator de aumento do
capital. Neste caso, o fator de aumento a é igual a (1 + i), onde 7 é chamado de taxa de
juros. Para exemplificar, considere um capital inicial de R$2000,00 aplicado a uma taxa
fixa de juros de 2% ao més. Portanto, a fun¢io que representa o capital no instante ¢, em
meses, é dada por:

co-(1+1)" = 2000.(1 4 0,02)" = 2000.(1,02)"

Para um quadrimestre, isto é, para um t = 4, a titulo de exemplo, temos:

co-(1+14)* = 2000.(1 + 0,02)* = 2000.(1,02)* ~ 2164, 86

Antes de passarmos a proxima aplicagdo, tentaremos realizar uma distin¢do entre juros
simples e juros compostos. Em vez de procurarmos defini¢des rigidas e financeiras, vamos a
citacdo do livro de Eli Maor: [3]

"Juro é a remunera¢do que se paga por tomar dinheiro emprestado, ou que se recebe por
emprestd-lo. Usualmente é um percentual do dinheiro que se tomou ou emprestou. Juro simples é
o dinheiro pago ou recebido pela quantia original, e que permanece o mesmo em cada prestacdo, ou
seja, se um banco cobra 20% ao ano de juros simples sobre um empréstimo de cem libras, entdo,
um ano depois, a divida é de 120 libras, depois de dois anos é de 140 libras, depois de trés anos €
de 160 libras e assim por diante. Com juro composto, no entanto, cada pagamento € uma
propor¢io do total composto, ou acumulado. O dinheiro que se deve dos juros vai alimentar o
"note". Assim, se um banco cobra 20% de juros compostos, um divida de 100 libras serd de 120
libras apds um ano, de 144 libras depois de dois, de 172,80 libras depois de trés.”

Como o trabalho destina-se a motivar o estudo das fungoes exponenciais e, em sentido
mais strictu, a fungoes exponencial natural, deixa-se uma citacdo bem interessante de Maor
[3], que explica muito sobre o mundo que vivemos:

"Quem empresta dinheiro tem preferido os juros compostos aos simples ao longo de toda a histdria
conhecida. Inclusive, num dos primeiros problemas da literatura matemdtica, numa tabuleta de
barro mesopotdmica de 1700 a.C., a pergunta é quanto tempo levaria para que uma quantia
dobrasse de valor a um juro composto de 20% ao ano. Um dos motivos que fazem a atividade
bancdria ser tdo lucrativa é que o juro composto faz crescer a divida, ou o empréstimo,
exponencialmente, o que vale dizer que vocé pode acabar pagando, ou ganhando, quantias
exorbitantes em pouco tempo. Os romanos condenaram o juro composto como a pior forma de
usura. No Alcorao, é declarado um pecado. Nao obstante, o sistema financeiro moderno baseia-se
nessa prdtica. E como os nossos saldos devedores, faturas de cartio de crédito e pagamentos de
hipotecas sao calculados. O juro composto tem sido o principal catalisador do crescimento
econémico desde o inicio da civiliza¢do."

Infelizmente, no nosso Ensino Basico, nao se tem a devida preocupagao com Educagao
Financeira. O assunto estd intimamente ligado aos modelos exponenciais abordados no
presente trabalho. Conforme citado acima, institui¢oes financeiras praticam o emprego de
composigoes exponenciais, por serem mais lucrativas ao sistema. Ensina-se porcentagem,
func¢ao afim, funcao logaritmica, funcao exponencial e outros assuntos sem relacioni-los com
a realidade financeira que nos cerca. Atualmente, falar-se em ser educado financeiramente
resume-se apenas a ter um consumo responsavel, controlar gastos e caderneta de poupanca.
A matéria é muito mais abrangente que isso.

Assim, novamente com o intuito de despertar a completa atencao do discente, vamos a
um exemplo, o qual é imperioso que seja tratado em sala de aula. Refere-se como o sistema
financeiro britanico se comporta ao oferecer servicos aos seus consumidores. Certamente,
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muitos consumidores ficam bastante confusos quando observam determinados financiamentos
com as mais variadas modalidade de capitalizacao. Vejamos como a Inglaterra tenta ser um
pouco mais clara, neste ponto:

"Isso porque as instituigdes financeiras britdnicas sao obrigadas por lei a declarar a taza de juro
composto continua em cada produto que vendem, qualquer que seja a sua op¢do de creditar
mensalmente, bisanualmente, anualmente ou o que for. Digamos que um banco ofere¢a uma conta
de depdsito que remunera 15% ao ano, composto em um crédito anual, o que significa que depois
de um ano um depdsito de cem libras terd aumentado para 115 libras. Se esses 15% forem
compostos continuamente, apds mais um ano aumentard para £100.e%, o que resulta em 116,18
libras, revelando uma taza de juros de 16,18%. O banco é obrigado por lei a declarar que essa
conta de depdsito rende 16,18%. Embora pare¢a estranho que um banco declare um valor ndo
usado na prdtica, isso foi introduzido para que os clientes possam comparar coisa com coisa. Uma
conta que credita mensalmente e uma que credita anualmente serdo avaliadas por sua taza
composta continua. Como quase todo produto financeiro envolve juros compostos, e cada cdlculo de
composi¢ao continua vai dar num e, a constante exponencial é o nimero do qual depende todo o
sistema financeiro.”

(Bellos [3])

2.3 O caso do paraquedas

Esta aplicacao deve ser abordada com bastante cuidado pelo professor, pois apesar de
interdisciplinar (envolve Matemaética e Fisica), ela também engloba conhecimentos que fo-
gem ao contetdo do Ensino Médio. Todavia, se usada adequadamente, agregard ao aluno
algumas noc¢des de forca, de resisténcia do ar e de como ocorre a reducio de velocidade do
paraquedista.

Analisemos, entdo, o caso de um homem que salta de paraquedas. As forcas que atuam
sobre ele sao: a forca peso, na dire¢ao vertical com sentido para baixo e a forca de resisténcia
do ar, que é proporcional & velocidade do corpo, também vertical e com sentido contrario
ao da forca peso. De acordo com a Segunda Lei de Newton, o somatério das forgas é
igual ao produto da massa pela aceleracao. Logo, sendo m a massa do paraquedista, a sua
aceleracdo, v a sua velocidade, k£ a constante de proporcionalidade da forca de resisténcia
do ar (Fy, = kv) e g a aceleragao da gravidade, temos:

ma = mg — kv

Como a funcao aceleracdo é a fun¢do derivada da fun¢ao velocidade em relacao ao tempo,
podemos resolver essa equacao diferencial ordinéria e encontrar uma expressao para a velo-
cidade. Obviamente, este assunto foge ao escopo do Ensino Médio e, por isso, o professor
deve se ater a analisar a equacao do balanco de forgas e, em seguida, exibir o resultado final,
a fim de mostrar aos alunos que a velocidade cai exponencialmente quando o corpo sofre a
resisténcia do ar. A expressado final da velocidade em funcao do tempo é:

o(t) =9 4 Cemm
k
onde C' é uma constante e e é a constante neperiana. Ainda, com uma manipulacgio algébrica
para nao ter a massa do saltador na expressao, vale dizer:

v = g(1 — e ) 4 yge (1)
a
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coma=—. 1!

Obser\%ndo a equacao 1, pode-se ter conclusoes interessantes e importantes: se o pa-
raquedista comandar (termo utilizado para o acionamento do paraquedas, quando isso é
possivel, j& que existem paraquedas que sdao acionados pela acao da gravidade quando a
pessoa salta do aerotransporte) o seu equipamento assim que sair do avido, pode-se dizer
que vy = 0, fazendo com que o ultimo termo da equacao 1 seja eliminado.

Ainda, se ele cair livremente, ou em linguagem técnica, entrar em queda-livre, antes
de comandar o seu paraquedas, sua velocidade vy aumentara bastante, porém o seu efeito
diminui exponencialmente conforme o avancar do tempo. Isso é fato pois, se t — oo, a
expressao e~ tende a zero e a velocidade limite, chamada, por exemplo, de v, serd igual

g . mg
a = ou ainda, vy, = 5 serd atingida.
a

Figura 1. Atingimento da velocidade limite v, do salto de paraquedas
Fonte: Maor, 2003. [4]

E isso é o mais interessante: se a velocidade limite é atingida independente do vy inicial
do acionamento do paraquedas, dependendo apenas do peso do saltador e do coeficiente de
resisténcia, podemos concluir que tal fato é o que permite que o pouso seja seguro, chegando
ao solo com uma velocidade compativel. Mas é claro: deve-se acionar o paraquedas!

2.4 Percepgoes a estimulos fisicos - Experiéncia sonora

Assim como a anterior, a aplicagdo deve ser usada com muito cuidado. Alguns conceitos
mais avancados podem confundir a construcao do raciocinio e do conhecimento do estudante
do Ensino Médio. Todavia, trata-se de algo muito interessante de ser levado ao conhecimento.

O fisiologista alemdo Ernst Heinrich Weber (1975-1878) 2 desenvolveu um teste, obtido
por intermédio de varios experimentos, que seria capaz de quantificar a resposta humana a
diversos estimulos fisicos recebidos ou aplicados. A generalizacdo deste teste para todos os
sentidos foi recepcionada pelo médico alemao Gustav Theodor Fechner (1801-1887) e ficou

1A demonstracdo detalhada podera ser obtida na obra e: a histéria de um numero, de Eli Maor.
2Ernst Heinrich Weber (Wittenberg, 24 de junho de 1795 — 26 de janeiro de 1878) foi um médico alemao
e é considerado fundador da psicologia experimental.
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conhecida como a lei de Weber-Fechner. Para ilustrar melhor, um dos experimentos foi apli-
cado em um homem totalmente vendado que segurava um determinado peso. Assim, outros
pesos menores eram acrescentados gradativamente e a cobaia humana deveria responder
quando percebia uma alteracdo de peso pela primeira vez [4].

Apos inameros experimentos desta natureza e em todos os sentidos sensoriais, Weber
pode concluir que a resposta ao estimulo era proporcional ao aumento relativo, e nao ao
aumento absoluto. Explicando melhor: se um homem estivesse segurando um peso de 20
quilogramas e pudesse sentir um aumento de peso quando fosse introduzido um peso de 2
quilogramas, quando ele estivesse com um peso de 40 quilogramas, s6 sentiria o0 aumento a
partir de 4 quilogramas, que corresponde a 10% de aumento do peso em ambos os casos.

Conforme Maor [4], em modo matematico, se pode escrever:

ds = k%, (2)
onde ds é o aumento perceptivel (seria a condigdo limite, o menor aumento de peso que
pudesse ser percebido), dW é o aumento de peso correspondente, W o peso ja usado com a
cobaia e k uma constante de proporcionalidade.

A lei de Weber-Fechner, como estd em 2, é uma equagio diferencial. Devemos ter muito
cuidado ao apresentar tal contetido no Ensino Médio: aqui, nao se deve adentrar em expli-
cagoes detalhadas sobre como obter a funcdo derivada ou a antiderivada, bastando apenas
informar o que foi feito. Isso nao prejudicara o aprendizado, tampouco o exemplo trazido.

Entao, integrando 2, tem-se:

s=klnW +C, (3)

com C sendo uma constante de integracdo. Conforme [4], fazendo Wy o mais baixo nivel de
estimulo fisico, isto &, o nivel limite, teremos, s = 0 quando W = W, obtendo C' = —k In Wj,.
Colocando na equagao 3 e usando as propriedades de logaritmos, tem-se:

s:kln%, (4)

mostrando que a resposta segue um padrao logaritmico (funcdo inversa da exponencial).
Trocando em miidos: se o estimulo aumentar em taxa constante, isto é, em progressao
geométrica, a resposta ao estimulo aumentard em proporgoes iguais.

Apesar da contestacao dos experimentos, ja que a receptividade humana é uma questao
subjetiva, os testes se aplicam muito bem & sensacdo de volume, dada a capacidade de
percepcao da audi¢ao humana.

“Quando a lei de Weber-Fechner é aplicada a tonalidade, ela diz que intervalos musicais tguais
(aumentos de tonalidade) correspondem a aumentos fracionais iguais na frequéncia. Dai 0s
intervalos musicais corresponderem a relagées de frequéncia. Por exemplo, uma oitava corresponde
G propor¢ao 2:1 na frequéncia, uma quinta & propor¢do 3:2, uma quarta a 4:3 e assim por diante.
Quando ouvimos uma série de notas separadas por oitavas, sua frequéncia na verdade aumenta em
uma progressio 1, 2, 4, 8, e assim por diante."

(Maior [4])
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Figura 2. Notas musicais separadas em intervalos iguais correspondem a frequéncias em
uma progressao geométrica
Fonte: Maor, 2003 [4].

Isso nos permite concluir que as pautas onde as notas musicais sao escritas é, na verdade,
uma escala logaritmica, na qual a distancia vertical, chamada de tom, é proporcional ao
logaritmo da frequéncia. [4]

2.5 A corrente suspensa

O problema da corrente suspensa envolve o numero e e a fungido f(x) = e®. Trata-se
da seguinte indagacdo: qual é a curva formada por um fio pendente, livremente suspenso
por dois pontos fixos, assumindo que o fio € flexivel em toda a sua extensdo e possui uma
espessura constante? (entende-se como densidade linear uniforme). Tal problemaética foi
exposta por Jakob Bernoulli em maio de 1690 na Acta eruditorum, revista esta que o proprio
havia fundado oito anos antes.

Acerca das respostas a este questionamento, citamos [4]:

“A histdria desse famoso problema é bem semelhante & da braquistécrona e quase 0s mesmos
personagens tomaram parte nela. Galileu jd tinha demonstrado interesse e imaginara que a curva
era uma pardbola. Aos olhos, a corrente suspensa certamente se parece com uma pardbola. Mas
Christian Huygens, o prolifico cientista holandés, cujo papel na histéria tem sido um tanto
subestimado (sem duvidas porque viveu entre as eras de Kepler e Galileu antes dele, e Newton e
Leibniz depois), provou que a catendria ndo podia ser uma pardbola.”

Houve outras respostas para o problema evidenciado. Em 1691, a publicacdo Acta expds
trés solucoes corretas para a questao: uma por Leibniz; outra por Huygens; e por Johann
Bernoulli.

Fazendo uma nota histérica, na verdade, uma curiosidade acerca da familia Bernoulli.
Jakob e Johann eram rivais acirrados. Mesmo sendo irmaos, a competicao pelas descobertas
matematicas eram muito maiores que a afeicao familiar. Rivalizaram por toda a vida pelas
respostas e solucoes dos principais desafios matematicos da época, a ponto de ficarem sem
se falar durante um longo periodo de tempo. Comprovando o exposto, ainda em [4]:

“Johann acrescentou que, das duas curvas, a pardbola é algébrica enquanto a catendria é
transcendental. Impetuoso como sempre, concluiu: "O senhor conhece a disposi¢do do meu irmdo.
Ele ndio hesitaria, se pudesse fazé-lo honestamente, em tirar-me a honra de ser o primeiro a
resolvé-lo, em vez de me deizar tomar parte - e muito menos me cederia o lugar, se ji fosse meu".
A notoriedade dos Bernoullis de brigarem entre si - € com 0s outros - nao diminuira nada com a
passagem do tempo."

A catenéria ¢é a curva cuja equacao é dada por:
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€a$ _|’_ e—CL.’l
y=—"5—" (5)
2a
para a uma constante cujo valor é relacionado aos pardmetros fisicos da corrente, como
densidade linear e tensao com a qual ela é segura.

Quanto & equacao acima vale expressar:

“ Devemos mencionar que 6 equac¢do da catendria ndo foi apresentada originalmente na forma
acima. O ndmero e ainda néo tinha um simbolo especial, e a fun¢do exponencial ndo era
considerada fungdo independente e sim um inverso da funcdo logaritmica.”

Para a = 1, podemos construir o grafico por intermédio dos gréficos de e* e de e™* no
mesmo sistema de coordenadas: trata-se de realizar, para cada ponto z do dominio, a soma

e” + e~ " e, na sequéncia, dividir o resultado por 2. Esse serd a ordenada de cada ponto x
do dominio.

x

Figura 4. Grafico de <=
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Considerando as equagoes dos dois graficos plotados acima, quando em func¢do de x, sdo
muito semelhantes as equagdes das fungoes circulares cosseno e seno (sen e cos). Essas
similaridades foram notadas por Vincenzo Ricatti (1707-1775) ? que introduziu as notagoes
de seno e cosseno hiperbdlicos (sinh e cosh), a saber:

sinh ¢ = ere” ;cosh ¢ = ere” (6)
2 2
O italiano demonstrou que é valida a igualdade
cosh? ¢ —sinh® ¢ = 1 (7)

que, excetuando-se pelo sinal negativo, é igual & identidade trigonométrica consagrada no
Ensino Médio:

cos? ¢ + sen®¢p = 1 (8)

Vale aqui uma analogia importante a ser trabalhada com os alunos do Ensino Médio:
comparar a identidade trigonométrica consagrada, representada pela equacao 8 e a igualdade
hiperbélica da equagao 7 com as equacoes de um circulo de raio unitério centrado na origem
e de uma hipérbole equilatera de equacdo x? — y? = 1, respectivamente.

A notacao de Rivatto ficou consagrada para cosh ¢ como cosseno hiperbélico de ¢ e seno
hiperbolico de ¢ como sinh ¢. Através das propriedades especiais das funcoes e e e %, a
identidade da equagao 7 pode ser demonstrada elevando-se ao quadrado ambos os lados das

equacoes 6 e usando as identidades e®.e¥ = e* 1V e €0 = 1.

3 Uma conversa com os professores do Ensino Médio

Na época da elaboracao dos ja citados trabalhos de conclusao de curso, com o objetivo de
verificar como estava o ensino de func¢des exponenciais nas escolas de Ensino Médio, foi feita
uma pesquisa entre diversos docentes, tanto pela Internet quanto presencialmente. Uma
das perguntas feitas, cuja teméatica esta sendo abordada neste artigo, é a seguinte: Vocé
apresenta em sala possiveis aplicagoes para fungoes exponenciais? Caso positivo,
cite alguns exemplos.

Nesta pergunta, todos os professores citaram os casos classicos como: matemética fi-
nanceira (juros compostos), crescimento populacional, decaimento radioativo, ingestdo de
medicacoes. Casos menos convencionais também foram citados: distribuigdo de Poisson
(aplicagbes em teoria das filas; filas de banco; filas de buffer de um roteador; filas de pagi-
nagdo de um sistema operacional, entre outros), ruido gaussiano branco, curvas PV do gas
ideal.

Seguem algumas respostas interessantes a esta pergunta:

1. Sim, mostro que elas representam uma progressio geométrica e cito os juros com-
postos em matemética financeira. Sao conteidos que possuem diversas aplica¢oes na
literatura

3Vincenzo Riccati (Castelfranco Veneto, 11 de janeiro de 1707 — Treviso, 17 de janeiro de 1775) foi um
matematico e fisico italiano. Irmao de Giordano Riccati, foi o segundo filho de Jacopo Francesco Riccati.
Riccati continuou a obra de seu pai em anélise matematica, especialmente no campo das equagoes diferenciais
e ffsica. A equagdo de Riccati é denominada em memoria de seu pai.
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2. Sim. Como exemplos cito o sistema de juros compostos, a decomposicio de determi-
nadas substancias e o crescimento de determinados seres vivos microscopicos, como as
bactérias.

3. Sim, falo sobre o decaimento radioativo e a escala Richter para intensidade de terre-
motos.

4. Sim, sempre é bom mostrar exemplos. Costumo falar de crescimento de populacoes
na auséncia de predadores naturais (como em algumas bactérias). Também menciono
o crescimento da populagao mundial. Se der tempo falo de poupancga também.

5. Sim, falo de diversas aplicagdes: Ruido gaussiano branco, através da func¢ao exponen-
cial de Gauss; probabilidade, através da distribuigao de Poisson (aplicagbes em teoria
das filas: filas de banco, filas de buffer de um roteador, filas de paginagao de um
sistema operacional).

Essas respostas demonstram a preocupacao desses professores em conectar a realidade a
teoria, o que é fundamental para auxiliar num melhor processo de aprendizagem por parte
do discente. E bastante motivador perceber que j4 existe essa preocupacio em sala de aula,
e este trabalho intenta municiar os professores de mais possibilidades de aplicagOes praticas
para exibir em sala.

4 Conclusoes

Procurou-se com este trabalho, sob um enfoque mais amplo, mostrar que o ensino atra-
vés de uma perspectiva aplicada pode obter melhores resultados quanto ao processo de
ensino-aprendizagem do aluno. Através de uma minuciosa revisdo de literatura, tentou-se
corroborar o que foi defendido ao longo desta jornada. Os Parametros Curriculares Na-
cionais foram os norteadores deste estudo, confirmando que ja ha um preocupagdo antiga
em se ensinar Matemética de forma mais natural e aplicada, sem abandonar o formalismo
necessério & ciéncia. Buscou-se trazer exemplos interessantes, como por exemplo a abertura
de paraquedas modelada por uma func¢ao tipo exponencial natural, permitindo concluir que
o saltador sempre chegard com uma velocidade de pouso compativel, impedindo acidentes.
A pequena contribui¢do que este artigo almeja é fazer com que o aluno do Ensino Médio
se interesse mais pela Matematica ao aprender o conteudo de fun¢des exponenciais, ja que
este possui uma enorme gama de aplicacoes que conseguem despertar um maior interesse do
discente. A Matematica tem sido ha muito tempo vista como vila pelos estudantes, repleta
de contetidos tedricos interminaveis e exercicios repetitivos e sem correspondéncia com a
realidade. Portanto, algo precisa ser mudado na forma como a mesma é ministrada nas
milhares de salas de aula espalhadas pelo nosso pais.
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