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Editorial

Visando disponibilizar gratuitamente o conhecimento cientifico ao ptblico e proporcionar
maior democratizagao mundial do conhecimento, eis que apresentamos o primeiro volume
do ano de 2017 da Revista Ciéncias Exatas e Naturais. Este volume foi elaborado com
grande empenho e satisfagao da equipe de editores da revista, sempre visando contribuir
com o cendrio atual de desenvolvimento cientifico e tecnolégico de diversas areas dentro
da Ciéncia e Tecnologia de Alimentos, Ciéncia da Computacao e Informatica, Engenharias,
Fisica, Matematica, Quimica e Educagao.

Conforme o significado genuino da palavra, pesquisa é o conjunto de atividades que tém
por finalidade a descoberta de novos conhecimentos do dominio cientifico. Dessa forma, de
nada vale uma pesquisa sem disseminacao para a comunidade cientifica, bem como para
o desenvolvimento do interesse social. Além disso, levando em consideragao que a crise
econOmica que afeta nosso pais tem afetado diretamente pesquisas e projetos de inovagao
é importantissimo valorizar o trabalho arduo dos pesquisadores, sejam eles estudantes ou
profissionais.

Nesse contexto, no Volume 19 - Numero 1 da Revista Ciéncias Exatas e Naturais sao
apresentados 8 trabalhos dos mais variados temas com grande valia para a comunidade
cientifica, o que mostra o comprometimento e trabalho do Conselho Editorial e Editores
com o desenvolvimento cientifico e social.

Karina Czaikoski
Editora da Revista
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Derivacoes sobre Anéis Polinomiais e os Polinémios de
Darboux

Derivations on Polynomial Rings and the Darboux
Polynomials
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Marcelo Oliveira Veloso
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Resumo: Este trabalho é um breve estudo sobre as derivacoes em anéis polinomiais e os
polinémios de Darboux. Os dois resultados mais relevantes sao a caracterizagao dos po-
linémios de Darboux lineares de qualquer derivacao linear em n varidveis e o resultado de
que toda derivagao homogénea em duas varidveis tem polinémio de Darboux.

Palavras-chave: derivagoes; derivagoes homogéneas; polinomio de Darboux.

Abstract: This work is a brief study about derivations in polynomial rings and Darboux
polynomials. The two most relevant results are the characterization of the linear Darboux
polynomials of any linear derivation in n variables and the result that all homogeneous de-
rivation in two variables have Darboux polynomial.

Key words: derivations; homogeneous derivation; Darboux polynomial.

1 Introducao

Ao ouvir a palavra derivagao somos imediatamente remetidos as ideias de Newton e
Leibniz relativas ao estudo de tangentes e taxas de variagao instantanea de fungoes. Porém,
o conceito de derivagao abordado neste texto é mais amplo, uma extensao do operador
derivacao para qualquer estrutura de anel. Contudo, coincide com a derivada ordinéria
sobre o anel de polindémios em uma variavel.

Em um trabalho sobre Equagbes Diferenciais, em 1878, no artigo “Mémoire sur les
équations différentielles algébriques du premier ordre et du premier degré”, o matematico
Jean Gaston Darboux introduziu uma nova abordagem algoritmica para solugao de algumas
dessas ED’s, na qual surgem os polinomios de Darboux. Esses polinémios apareceram como
“pedacos” ou partes dos fatores integrantes para a solugao de algumas ED’s, como mostrado
em [1]:

“Paralelamente, Darboux, em 1878, deu os primeiros passos para determinar
algoritmicamente integrais primeiras, baseando o seu método em uma ligagao en-
tre a geometria algébrica e a busca dessas integrais. Ele mostrou como construir
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as integrais primeiras de um campo vetorial polinomial que possui um niumero
suficiente de curvas algébricas invariantes. FEssas curvas sao definidas por po-
linémios: os assim chamados polinomios de Darboux. Em geral, a tarefa mais
complexa envolvendo os métodos darbouzrianos é a determinacdo dos proprios
polinémios de Darbouz.”

O principal objetivo desse trabalho é estudar as derivagoes polinomiais e os polindmios
de Darboux, em especial as derivagoes homogéneas em duas variavéis e as lineares em véarias
variaveis. Além disso, servir como texto suplementar para estudantes que desejam dar os
primeiros passos no estudo sobre derivagoes. As derivacoes de um anel estao relacionadas a
véarios problemas, como a Conjectura do Jacobiano e o Decimo Quarto Problema de Hilbert,
em diversas areas da Matematica, como Geometria Algebrica e Equagoes Diferenciais (veja
[1], [2], [3] e [4]), o que justifica o nosso interesse pelo tema.

A referéncia principal deste texto é o livro de Andrzej Nowicki, Polynomial derivations
and their rings of constants, [4], onde encontram-se a maioria dos resultados aqui enuncia-
dos. Neste texto procuramos utilizar conceitos dlgebricos elementares, e apresentar diversos
exemplos com o propdsito de facilitar a assimilacao do contetdo pelo leitor.

Na secao 2 relembramos alguns conceitos bésicos sobre o anel polinomial em vérias
variaveis. Na secao 3, definimos a aplicacao derivacao sobre um anel comutativo com unidade
e listamos os resultados basicos que sao utilizados direta ou indiretamente ao longo do texto.
Em especial, apresentamos uma caracterizacao das derivagoes sobre um anel polinomial com
coeficientes complexos, Teorema 3.1. Na subsecao 3.1 explicitamos a relagao entre derivagoes
lineares e matrizes quadradas.

Na secao 4, é definido o polinémio de Darboux de uma derivacao polinomial, os resultados
bésicos sobre polinomios de Darboux e alguns exemplos. Logo a seguir, iniciamos a procura
por polinémios de Darboux em certas derivagoes. Na secao 5 estudamos os polindmios de
Darboux lineares de uma derivagao linear. E verificamos um interessante resultado (Teorema
5.1) que relaciona as derivagoes polinomiais e os polinémios de Darboux aos autovetores
de certa matriz. A discussao se encerra na secao 6, onde verificamos que toda derivagao
homogénea do anel polinomial com duas variaveis tem polinémio de Darboux, Teorema 6.1

2 Anéis Polinomiais

O objeto central deste trabalho sao as derivagoes sobre anéis polinomiais. Entao, nessa
secdo, serao apresentadas as notacgoes, definigoes e resultados relativos ao anel polinomial
necessarios ao longo do texto.

O conjuntos dos polinémios em n-varidveis com coeficientes complexos é denotado por
Clz1,...,2,]. Quando o nimero de varidveis for pequeno (menor que 5) vamos denotar as
varidveis por z, y, z, t e s. Por exemplo, Clz, y, z, t] é o anel polinomial em 4 varidveis.

Um monémio em n variaveis x1,..., T, é uma expressao algébrica

Qn

(oSN e T)
ax]txTy’ . Ty,

onde a é um numero complexo, chamado de coeficiente, e os inteiros nao-negativos oy, . .. ay,
sao chamados de expoentes da respectiva variavel.
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Para facilitar a leitura, usamos a notagdo m = ax® para denotar um monoémio, onde
a = (a1,as,...,a,). O grau de um mondémio (denotado por gr(m)) é a soma de todos os
expoentes, ou seja,
gr(z®)=a1+as+ -+ a,.

Quando « = (0,0,...,0) temos o mondémio constante ax® = a. Logo, todo nimero
complexo é um monomio. E tem grau zero se for nao nulo e grau —oo se for zero, o
mondmio nulo.

Lembre que um polinémio p é uma soma de monomios p = Zaax". O grau de um

polinémio p, (gr(p)), é o maior grau de seus mondémios. Ou seja,
gr(p) = mazx{a} = maz{a; + a2+ an}.
E facil verificar que a funcao grau satisfaz

gr(fg) = gr(f) +gr(g) e gr(f +g) < max{gr(f), gr(9)}-

para todos f, g € Clz1,...,2,).

Um polindémio f é chamado homogéneo se todo os seus monoémios tem o mesmo grau.
E dito nvertivel se existe um polinomio g tal que fg = 1. Caso contrario, dizemos que f é
ndo invertivel. E facil ver que no anel polinomial C[zy,...,z,] o conjunto dos elementos
invertiveis é igual ao corpo dos nimeros complexos exceto o zero, ou seja, C*.

De forma andloga ao conceito de nimero primo, dizemos que um polinémio nao nulo p
em Clxy,...,2,] é um polinédmio irredutivel se p nao é invertivel e ndo tem fatoracao
trivial, ou seja, para quaisquer ¢, r € C[z1,...,x,] tais que p = ¢ - r temos ¢ ou r invertivel
(¢ € C* ou r € C*. Caso contririo dizemos que p é composto ou redutivel.

A irredutibilidade depende do corpo dos coeficientes. Um polinémio pode ser redutivel
em um dado corpo e ser irredutivel em outro. Por exemplo, p(x) = 22 + 4 é um polindémio
irredutivel em R[z], mas é composto, em C[z], visto que p(z) = (x + 2¢)(x — 2i).

Dois polinémios f e g em Clxy,...,z,] sdo co-primos quando f e g nao possuem fator
comum em suas decomposicoes. E usual indicar que f e g sao co-primos com a notagao
mde(f, g) = 1.

Proposicao 2.1 Sejam f, g e h € Clay,...,x,]. Se f divide gh e mde(f, g) = 1, entdo f

divide h.

Demonstragdo. A demonstracido pode ser vista em [5] para anéis polinomiais em duas
varidveis. O resultado pode ser estendido, visto que Clzy, ..., z,] é um dominio de fatoracao
unica. -

3 Derivacgoes

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de derivacdo sobre anéis, contudo o foco princi-
pal sdo as derivagoes em um anel polinomial de n-variavéis com coeficientes nos numeros
complexos, C. Em seguida, apresentamos alguns resultados sobre as derivacoes localmente
nilpotentes (LND’s) e sobre as derivagoes lineares. Dois teoremas finalizam a secao, relativos
as derivagoes triangulares e as lineares.

Uma aplicagdo D sobre um anel A, D : A — A, é dita uma derivagcao em A se

10
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e D(a+b) = D(a)+ D(b)
e D(ab) = aD(b) + bD(a),
para todos a e b € A.

A regra referente ao produto de dois elementos do anel é conhecida como a Regra de
Leibniz. Portanto o operador derivagao D respeita a soma e satisfaz a Regra de Leibniz.
Chamaremos Der(A) o conjunto de todas as derivagoes no anel A. Denotamos por D™ a
n-ésima composicao da derivacio D, sendo D°(a) = a a aplicagdo identidade do anel.

Exemplo 3.1 No anel das matrizes quadradas de ordem n, M,(C), fizada uma matriz
M € M,,(C), definimos a aplicagido em M, (C) por

D(A) = MA— AM.

Vejamos que D € uma derivacdo. De fato, para quaisquer matrizes quadradas A e B, temos

D(A+B) = M(A+B)-(A+B)M
= MA+MB— AM — BM
= (MA—AM)+ (MB — BM)

D(A) + D(B)

E vale a regra de Leibniz

D(AB) = M(AB)— (AB)M
= MAB—AMB+ AMB — ABM
= (MA—AM)B+ A(MB — BM)

D(A)B + AD(B).

Vejamos alguns resultados basicos para o operador D.
Lema 3.1 Seja A um anel e D € Der(A). Se D(a) =0, entdo teremos D(ab) = aD(b).
Demonstragao. De fato, pela regra de Leibniz temos
D(ab) = aD(b) + bD(a) = aD(b) + b(0) = aD(b).
|
Seja D € Der(A). Se D(B) = 0 para um subanel B do anel A dizemos que D é uma
B-derivacao do anel A. O conjunto das B-derivagoes do anel A é denotado por Derpg(A).
Neste texto, toda derivagdo sobre o anel polinomial Clz1,...,z,] é uma C-derivacao.
Lema 3.2 Seja Do uma derivag¢do sobre o anel A. Dados a e b € A temos que
e
DF(ab) = DE=H(a) D' (b).
@ =3 (5) @i

=0

11
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Demonstracao. Vamos provar a afirmativa acima por inducdo em k. Para k = 1 temos

1

D(ab) = ;C)Dli(a)Di(b)
= <(1))D10(a)D0(b) + G)D“(a)[)l(b)
= bD(a) + aD(b).

Agora suponha a afirmacao valida para todo n < k. Entao

D¥(ab)

=0
- - 1—i i
> ("7 )pe@no)
kf (k . 1) (D*~(a)D'(b) + D"~ (a) D"+ (1)
=0
S B = 1—i i+1
> (7 )e@ren St owpra)
k_ ("7 D)o @pien + i (=)o@
DM@+ kg ("o @i+ ; (=)0 @py
DF(a)b+ kzj (<’: - 11) + (k - 1)) (D" (@)D (b)) + aD*(b)

k—1
D*(a)b + Z (k> (D*~(a)D*(b)) + aD"(b)

7

k

> D" (a)D(b).

i=0

Na segunda igualdade utilizamos a hipétese de indugao e na peniltima a relagao de Stiffel

(51

)+ (

k—1
%

) = (

D)

Lema 3.3 Seja A um anel comutativo. Se D e E € Der(A), entdo

1. aD € Der(A) para todo a € A;

12
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2. D+ E € Der(A).

Demonstracao. Sejam b,c € A. Observe que

aD(b+c¢) = a[D(b+ ¢)] = a[D(b) + D(c)] = aD(b) + aD(c).

(aD)(bc) = a[D(bc)] = a[bD(c) + ¢D(b)] = baD(c) + caD(b) = b(aD)(c) 4+ c¢(aD)(b).

Assim aD preserva a soma e a regra de Leibniz. Portanto aD é uma derivacao em A. O
item (2) é verificado de forma andloga.
]
O Lema 3.3 mostra que a soma de duas derivagoes e o miultiplo de uma derivagao por
um elemento do anel também sao derivagoes.

Lema 3.4 Seja D uma derivacdo do anel A. Entao para todo a € A e todo n € N temos a
1qualdade

D(a™) = na""'D(a).

Demonstragao. Vamos verificar a igualdade por indugdo em n. Para n = 1 note que

S
—~
S

—_
~—
Il
S
—
S
~—
|

1D(a) = 1.1D(a) = 1la* ' D(a).

Agora suponha a igualdade valida para n = k > 1, ou seja, D(a*) = ka*~1D(a). Assim

D(a**Y) = D(ad")
= aD(a") + d"D(a)
= aka"'D(a) + a"D(a)
= ka*D(a) + a*D(a)
(k +1)a*D(a).

Portanto D(a**1) = (k + 1)a*D(a) e a afirmagao é valida para todo n € N. ]
Com os resultados anteriores, temos todos elementos necessarios para enunciar o teorema
que caracteriza as derivagoes do anel Clzy,...,z,].
Teorema 3.1 Se D é uma C-derivagao em Clzy,...,x,], entdo D € da forma
0] 0
D=D(x1)7—+ -+ D(xp)7—
(1) 0z (%n) Oxy,
9 , , - »
onde 3 € a derivada parcial em relagao a varidvel x;.
€T

Demonstragao. Vamos verificar o resultado em duas variaveis. O caso com n > 3 variaveis
é andlogo. Seja p € Clz,y], entdao p = E a;;x'y’, onde a;; € C. Assim
2%

13
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D(p) = D Zaijziyj
= Z%D(am
= Zaw Yy + ' D(y)]
= Zam ¥ D)y’ +a'jy’ " D(y)]
= D Ziaiﬂz_ly +D(y)2jaijxiyj_l
,,j :

— D))+ D)y (7).

Na segunda igualdade usamos que D é uma C-derivacdo, na terceira a regra de Leibniz, e
na quarta o Lema 3.4.

|
Corolario 3.1 Dados f1,..., fn polinomios em Clxy,...,x,]| existe uma tdnica derivagcdo
tal que D(z;) = f;.
0
Demonstragao. Considere D = fi— + -+ + f,—— e note que D(x;) = f;.
(9 I axn
]
Observe que para definir uma derivagdo em Clzy,...,x,] basta escolher n polindémios

f1,-- -, fn tais que D(z;) = f;.

Exemplo 3.2 Considere uma deriva¢io D € Clx,y, 2] definida por D(x) = 2x3yz? +iz?y5,
D(y) = z*y323 — 22y%2% e D(2) = 22%yz + (3 + 2i)x223 + 5y®2*. Ou seja,

s, d
D = (22%y2? +ix?y®) = + (2?92 — 20y?2%) — + [22%yz + (3 + 20)2%23 + 5yt

e

Ox oy
3.1 Derivacgoes Lineares
Uma derivagdo D no anel polinomial C[z1,...,x,] é dita linear se
n
(2:) = ) aa;
j=1
para todo i = 1,...,n, onde a;; sdo nimeros complexos. A matriz [D] = [ay;] é dita matriz

associada a derivagao D.

Assim para obter uma derivacao linear basta escolher para cada D(x;) uma combinagao
linear das varidveis x1, ..., Z,.

14
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Exemplo 3.3 A deriva¢io D do anel polinomial Clz, y, z| definida por
D(z)=x+4+y+2D(y) =2z —iz e D(z) = 3iy.

€ linear. Utilizando a notagao matricial temos

D(x) 1 1 1 x
Dy |=]2 0 —i||y
D(z) 0 3 0 z
Observe que
1 1 1
Dj=|2 0 —i
0 3 O

€ a matriz associada a derivagao linear D.

Lema 3.5 Seja D uma derivagao linear do anel polinomial Clxy,--- ,x,]. A k-ésima com-
posi¢do D¥(x;) pode ser dada, na forma matricial, por

Dk(fﬁl) a11 A1z Gin T
D¥(z5) a1 Q22 G2y T2

= b
Dk (xn) An1  QAp2 - Apn Tn

em que [a;;] € a matriz da derivagio D.
Demonstragao. Provaremos a afirmativa por indugdo em k no anel Clz,y]. O caso

Clz1, ..., x,] é idéntico. Seja

0 0
D= (ax—l—by)a—m + (cw—i—dy)a—y,

em que a,b,c,d € C. Parak = 1, o resultado é trivial, ja que D(z) = az+by e D(y) = cx+dy,
que na forma matricial produz:

(2@ ]=[2 8] (2] |

k
. T, . D" (z) ] { a b } [ x ]
Suponha a igualdade matricial valida n = k& > 1. Ou seja, = .
p g Vi ) |: Dk(y) c d y

k
Para facilitar a notacao considere [ f g } = [ CCL Z } . Vejamos o que ocorre para n =
k+1.
D*Y(x) = D(D*(x))
= D(pz +qy)
= (ar - by) (ot ay) + (e + dy) o (pr -+ )
= Y o b ay Y By p qy

= pax + pby + qcx + qdy
= (pa+qc)z+ (pb+ qd)y

15
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D*l(y) = D(D*(y))
= D(rz+ sy)

= (az +by) 68

o
5 %+ sy) + ez + dy)afy(m + sy)

= rax + rby + scx + sdy
= (ra+sc)z+ (rb+ sd)y

e assim
D¥l(z) 1 [ pa+gqec pb+qd x| |p ¢ a b x
DMYy)y | 7| ra+sc rb+sd y| | r s c d y |-
Como
a b k_ p q
c d| | r s
temos

4 Polindmios de Darboux

Nesta segao estudamos polinémios de Darboux de derivagoes em anéis polinomais. Lis-
tamos alguns resultados cldssicos e mostramos a existéncia desses polindomios em alguns
exemplos e no anel polinomial C[z].

Seja D uma derivacao do anel polinomial C[z1,...,z,]. Dizemos que um polinémio f,
nao constante, é um polinémio de Darboux da derivacao D se D(f) = hf, para algum
heClzy, ...,z E fcil ver que se o polindomio h existe ele é inico. Neste caso o polinémio
h é dito um autovalor polinomial de f.

Exemplo 4.1 Considere a deriva¢io D em Clz, y| dada por

D= 2xy6% + 3m2§y.

Seja f = 323 — 2xy%. Teremos
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D(f) = D@z —2uay?)
= 3D(2%) — 2D(xy?)
— 922D(z) - AD(@)y + 2D(?))
= 92%(22y) — 2(2zy)y* + 4y (32?)
= 1823y — day® — 1223y
= 2y(32° — 2zy?)
— hf.

Assim f € um polinomio de Darboux de D e h = 2y € um autovalor polinomial de f.
Vejamos duas proposicoes bésicas sobre os polinomios de Darboux.

Proposicao 4.1 Seja D uma derivagao do anel polinomial Clzq,...,x,]. Se f € um po-
linémio de Darboux de D tal que f = gh, com g,h € Clxy,...,z,] e mde(g, h) = 1, entdo
g e h também sao polinémios de Darbouz para D.

Demonstragao. Seja p € Clzy,...,xz,] tal que que D(f) = pf. Entao

D(g)h+ gD(h) = D(gh) = D(f) = pf = pgh,
pela regra de Leibniz. Assim D(g)h 4+ gD(h) = pgh e temos

D(g)h = pgh — gD(h) = g(ph — D(h)).

Logo g divide D(g)h. Como g e h sdo co-primos, pela Proposigao 2.1, g divide D(g), ou seja,
D(g) = pg, com p € Clz1,...,2,] e g é um polindémio de Darboux de D. Analogamente
prova-se que h é um polinémio de Darboux de D.

|

Proposigao 4.2 Seja f um polinémio de Darboux da deriva¢ao D do anel polinomial
Clz1,...,zn]. Se f=pi'p3? - pn, coma; € N* ep; € irredutivel para todo i = 1,2,...,m,
entdo cada p;* e cada p; também sdo polinémios de Darboux para D.

Demonstragao. Como vimos na proposicao 4.1, se f = gh com mdc(g,h) = 1, entéo g
e h sao polinomios de Darboux de D. Entao, para a primeira prova, basta considerarmos
o _ Q1 Qq—1, Qi1 (e ’ = : : :
g=pieh=pi"p 1'pirt - pyr. Como cada um dos p;’s sdo coprimos, segue imedi-

atamente.

(2

Vejamos agora que cada p; também é um polinémio de Darboux. Como p;* é polindmio

de Darboux de D, entdo existe g € C[z,y] tal que D(p;") = ¢p;*. Segue do Lema 3.4 que
api* = D(pf") = aipd* "' D(pi).

Logo gp; = a; D(p;) e portanto D(p;) = [(ci) " 1q]p;-
n

Teorema 4.1 Seja D = fa2 uma derivagdo do anel polinomial Clz] e m = gr(f). Entao
x

D tem um polinémio de Darboux se, e somente se, gr(f) > 1.
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Demonstragao. Suponha que m = gr(f) > 1. Segue do Teorema Fundamental da Algebra,
que

f=bplz—r)(x—12) - (x— 1)

onde 0 # by, é o coeficiente do termo lider de f (coeficiente do termo de maior grau) e
r1,72,..., Ty € C sdo as rafzes de f. Seja p = (x —ry)(x — 74,) -~ (x — ;) tal que

ri; €{ri,...,rm},onde 1 <j<meq= % Entéao:

fa%(p)

2 (v)

D(p)

= (pq)
= hp,

0
e assim p é um polindomio de Darboux de D com autovalor h = q%(p).

Agora suponha que gr(f) = 0 e que a derivagdo D tem um polinémio de Darboux
p=apr" +an 12"+ +a1x +ag, com a, #0en > 1. Assim gr(p) > 1e D(p) = hp
0
para algum h € C[z]. Observe que D(p) = fa—(p) = f(na,z" '+(n—1)ap_12" %+ - -+ay),
x

o que implica gr(D(p)) = n — 1, pois f é constante. De outro modo
gr(D(p)) = gr(hp) = gr(h) + gr(p) = n.

Ou seja, n — 1 = gr(D(p)) > n, que é um absurdo. Portanto a derivacdo D nao tem
polinémio de Darboux.
]

0
Exemplo 4.2 Seja D = (223 + 422 + 2z + 4)8— uma deriwagdo do anel polinomial Clx].
x

Considere g = 2% + 1. Teremos

D(g) = (22% +42® + 22+ 4)§(x2 +1)

= 2(:E+i)(x—i)($+2)(g;x)
= (42% + 8z)(z* + 1)
(42% + 8z)g

Logo, g € polinémio de Darboux de D. Observe que g é o produto dos fatores (x + 1) e
(x — 1) da decomposicdo de (22> + 422 + 2z + 4).

Uma derivacdo D no anel polinomial Clzq,...,z,] é dita monomial se D(x;) é um
. . . 0 , L
mondmio para todo ¢ = 1,...,n. Sendo assim D = fla— + -4 fna— é uma derivacao
T Ln
monomial se todo f; é um mondémio em Clz1,...,x,].

18
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Exemplo 4.3 Seja D uma derivagao no anel Clx,y, z,t] da forma

3} 0 0 0
D=2:t27 vizyz S 322 42— iyt
xt &U—&—m yzay 3Ztaz+( i)yt 5

D ¢é uma derivacdo monomial, pois
D(x) = 22t*, D(y) = ixyz, D(z) = =3zt, D(t) = (2 — i)yt

s@o todos mondémios em Clx,y, 2, 1].

.0 0 -0 .0
Exemplo 4.4 Sejam D = ax'y’ — + bxFy! =, E = az’ — + baky' —, F = ax’yI — +
or Jy ox dy Ox
0 .0 0
by! — e G = ax' — + by' = derivacoes monomiais em Clx, y|, onde i, j, k el sdo inteiros
dy ox dy

positivos e a,b € C. E fdcil verificar que xy € um polinomio de Darboux para D, E, F e G.
Vejamos a derivagao D:
De fato,

%

9 )
— 7 k, 1l
D(xy) az'y’ o (wy) + by y (wy)

= ax'yl (y) + ba*y' (z)
= (az Y + baFy! =) (zy)
= h(zy)

Logo D(zy) = h(zy), onde h = az’~'y/ + ba*y'=1, e assim xy é um polinémio de Darbouz
para D. A wverificagao para as derivagdes E, F' e G sdo imediatas.

5 Darboux e Derivagoes Lineares

Nessa secao estudamos os polinomios de Darboux das derivagoes lineares. Verificamos
quando uma deriva¢ao D linear no anel C[z1,xa, - - - , Z,] possui polindémio de Darboux linear
utilizando os autoespagos da transposta da matriz [D].

Exemplo 5.1 Seja D uma derivagao linear em um anel polinomial Clz,y] dada por

0 0
D= (2x+iy)a—x +[(3 —z’)x+2y]a—y

e seja f = (3 —i)a? —iy®. Temos que f é um polinémio de Darboux da derivacdo D. De
fato,

D(f) = DB i) i) = (o +in)5H(3i)e* = i) + (8= Do+ 2y (3 e i)
= (2z+wy)[(6 — 20)z] + [(3 — i)z + 2y](—2iy)
= (12 — 4i)2? — 4iy?

4(3 = i)a® — iy’]
— 4f.
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No exemplo anterior o autovalor polinomial da derivacao é o polindmio constante h = 4.
Vejamos que isto sempre ocorre em uma derivacao linear.

Lema 5.1 Seja f um polinémio de Darboux linear de uma derivagao linear D. FEntdo o
autovalor polinomial de f € um polinémio constante.

Demonstragao. Seja f = ajx1 + - -+ apx, um polindmio de Darboux da derivagao linear

0 0
D*flailer"'Jrfn%

n

onde fi,..., fn € Clz1,22,...,2,] sdo polindmios lineares. E seja h o autovalor polinomial
de f. Ou seja, D(f) = hf. Assim

o= D)
0 0
= hge St fag ]

0 0
= flaixl(alxl + ot anty) +~-~+fn£(a1w1 + ot anty)
= afitafot-+anfn
Logo
hf=aifi+-+anfa.

Visto que gr(ai f1 + -+ anfn) =1 temos gr(hf) =1. Como 1 = gr(hf) =gr(h)+gr(f) e
gr(f) =1, temos gr(h) = 0. Portanto h é um polinémio constante. |

0 0
Exemplo 5.2 Considere a derivagao linear D = (—7m—3y)%+(6x+4y)a—y e f=2x+3y.

Vamos verificar que f é um polinémio de Darboux de D com h = 2. De fato:

D)= D@e+3y) = (=T = 3)5-(20+3) + (60 +49) 520+ )
= 2(—Tz —3y) + 3(6z + 4y)
= 4z 4 6y
= 2(2z+ 3y)

No exemplo acima, se representarmos a transposta da matriz da transformacao D, tere-
mos
-7 6
D)t = :
D] { -3 4 ]

Vamos determinar os autovalores da matriz acima. Sendo h € C e [I] a matriz identidade
de ordem 2, basta determinarmos as raizes do polinémio caracteristico.
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det([D] - h[I]) = det({:; 2][8 2})
= det[_z;h 4Eh]
= (~7—h)(4—h)+18
= h?4+3h-10

cujas raizes sao -5 e 2. Observe que o valor de h encontrado no exemplo coincide com um
dos autovalores da matriz transposta do operador D, e representando f = 2z + 3y como
uma matriz coluna formada por seus coeficientes, [f] = [2, 3], ¢ facil verificar que [f] é
um autovetor da matriz [D]T. De fato, isso é sempre verdadeiro para as derivagoes lineares,
como sera demonstrado a seguir.

Antes, vamos introduzir a seguinte notacao: dado f = a1x1 + - -+ + apx, um polindémio

linear em C|x1,...,x,], denote por [f] a matriz coluna formada pelos coeficiente de f. Ou
seja,
ai
a2
="
427

Desse modo, é possivel construir uma representacio matricial para D(f) quando D é linear.
De fato, sendo

D = (a1121 + a1222 + - - + a1nTy) + 4 (anizr + anaa + - F Apny)

Oz ox,’
teremos
aip  Q21---0nl ai
a1z G2 Qn2 a T
[21 @2 ]| : | .| = XIDITIf) = D),
A1p  Q2p """ Qpp Qp
em que [X] é a matriz linha das varidveis [z1,...,z,].

Vamos mostrar o caso 2 x 2 e depois estendé-lo ao caso geral.

Proposicao 5.1 Seja D a derivagdo linear em Clz,y| definida por

0 0
D = (a11z + a12y)% + (a1 + azQy)afy

e [ =rx+ sy um polinémio linear em Clx, y]. Entao f é um polinémio de Darboux de D
se, e somente se, [f] € um autovetor da matriz [D]T associado ao autovalor h.

Demonstragao. Seja f é um polinémio de Darboux de D. Entao D(f) = hf e h € C, pelo
Lema 5.1. Agora observe que
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D(f)=hf & r(aniz+ a2y) + s(as1x + azey) = h(rz + sy)
< (rair + sag)x + (raiz + sas)y = rhx + shy

rai; + sas1 =rh
rais + Sagy = sh

{
= w21
o ([ ) r

< ([DI" —nl0) [f]= 0],

onde [0] é a matriz coluna nula de ordem 2 e [I] a matriz identidade de ordem 2. Portanto

f é um polinémio de Darboux de D se, e somente se, [f] é um autovetor da matriz [D]T

associado ao autovalor h. [ ]
Agora, o caso geral.

Teorema 5.1 Seja D uma derivagdo linear no anel polinomial Clxy,...,x,] e f um po-
linémio linear do anel Clxy,...,x,]. Entdo f € um polinémio de Darbouz da deriva¢do D
T

se, e somente se, [f] € um autovetor da matriz [D]'.

Demonstragao. Seja f é um polinémio de Darboux de D. Entao D(f) = hf e h € C pelo
Lema 5.1. Utilizando a representagao matricial, observe que

D(fy=hf <« [X][DI"[f] = [X]hlI][f]
< [DI"[f]=h[f]
& (D" = hln) [£] = (0],
onde [X] é a matriz linha [z1,...,z,]. Portanto f é um polinémio de Darboux de D se, ¢

somente se, [f] é um autovetor de [D]T associado ao autovalor h.
[

Exemplo 5.3 Seja a derivagio D = (x — 2y — 22)% + yagy + (2y + 32)% em Clx,y].

Entao a transposta da matriz associada a derivagao D € a matriz

1

00
D= -2 1 2
-2 0 3

Determinamos os seus autovalores e autovetores através equacao matricial

1-h 0 0 x 0
2 1-h 2 |-|yl=]0
-2 0 3-h z 0
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O polinémio caracteristico da matriz [D]T é o polinémio p(h) = (1 — h)%(3 — h). Assim
os autovalores da matriz [D]T sio h =1 e h = 3. Os autovetores associados ao autovalor
h =1 € o conjunto {(z,y,2)T | y, 2z € C eyz # 0} e ao autovetor h = 3 € o conjunto
{(0,2,2)T | z€ C e z#0}.

Considere o autovetor [f] = [2, 3, 2]T, associado ao autovalor h = 1. Logo o polinémio
f =2x + 3y + 2z associdado ao vetor [f] € um polinomio de Darboux para D. De fato,

0 0 0
D(f) = (z—2y-— 2z)%(2x+3y+2z) +y8—y(2x+3y+2z) + (2y+3z)%(2x+3y+22)

= 2(z—2y—22)+3y+2(2y +32)
= 2x—4y—4z+3y+4y+4z

= 2x+3y+2z

= 1f.

Agora associado ao autovalor h = 3 considere o autovetor [f] = [0,1+i,1 +4]T. Assim
temos o polinémio f = (1+i)y+ (1 +1)z. Veja que

0 0 0
D(f) = (i’?—?y—?z)%f‘f—yafyf‘i‘(2y+3z)af
y(1+4)+ 2y +32)(1 + 1)
= y+iy+2y+ 2y + 32 + iz
= 3y + 3wy + 324 3iz
= 3((1+9)y+ (1+1i)z2)

= 3f.

Portanto f = (1+4)y + (14 i)z também é um polinémio de Darbouzx para D.

6 Darboux e Derivacoes Homogéneas

Nesta secao verificamos que toda derivacdo homogénea em C[z, y] possui polinémio de
Darboux. A prova desta afirmagdo (Teorema 6.1) consiste em exibir um algoritmo para
obtencao de um polinomio de Darboux cada derivagao homogénea.

Uma derivagdo D no anel polinomial Clz1,...,z,] é dita homogénea de grau m se
D(z1),...,D(z,) sao polinémios homogéneos de mesmo grau m.

Exemplo 6.1 A derivagio D no anel Clz, y] da forma

0
+ (iz?y? + 3xy®) —

D = (223y — 7x2y2)£ a9

ox
€ uma derivagdo homogénea de grau 4, pois:
D(z) = 223y — T2*y* e D(y) = ix*y* + 3zy°

s@o ambos polinémios homogéneos em Clx, y| de grau 4.
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A igualdade do préximo lema é conhecida como igualdade de Euler. A derivacao

~ o, 20y "9z,

do anel polinomial em n-variavéis, é conhecida como derivacao de Euler . Observe que
f=z14+ -+ x, é um polinémio de Darboux para E, j& que E(f) = f.

Lema 6.1 Seja f um polinémio homogéneo de grau m no anel polinomial em duas varidveis
Clz, y]. Entao

ﬁ+y§¢ﬂ=nﬁ.

xT

72

- . o 0 0 . o .
Demonstragao. Considere a derivagao D = T + U Seja f um polindmio homogéneo
4 Y

de grau m, ou seja,

f=amx™ 4+ am 2™y + am2x™ Y 4 4 army™ T+ agy™.
COM Gy, A1, *+ , a1, a9 € C, alguns possivelmente nulos. Dessa forma temos
0 0
- Z(f) = D
e +ug () = D)

= z(mape™ '+ +ay™ ) +ylam_1 2™+ magy™ )

— mamxm et alxym—l + amfll'm_ly R (m _ 1)a1xyrn—1 + maoym
= Mmamz™ + Mmapm_12" Yy + -+ marzy™ 1t + magy™
= mf

]

Observe que o lema anterior mostra que a derivagao de Euler

0 0
E=1— +y—
x8x+y3y

possui polinomio de Darboux.

O proximo lema é um resultado técnico que sera utilizado na demostracao do Teorema
6.1, a respeito dos polinomios de Darboux das derivagoes homogéneas de grau m.

Lema 6.2 Sejam p e q € Clz, y] polindmios homogéneos de grau m. Se xq—yp = 0, entdo
x —y divide p — q.

Demonstragao. Visto que p e ¢ sao polinéomios homogéneos de grau m temos que

= amx™ + am_12™ y + -+ arzy™ + agy™

b= bmxm + bm—lxmily +-+ blxymil + bOyma

onde os a;’s e b;’s sao numeros complexos. Logo

rq = a#rr7,x7n—~_1 + amflxmy +e a1m2ym_1 + anymv
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Yp = by @™y + byp—12™ Y + -+ bray™ + boy™ !

e portanto
2q = yp = ama™ N 4 (am1 = b)Y + -+ + (ag — b)zy™ — boy™ .
Segue desta iltima igualdade e da hipdtese, xq — yp = 0, que
am =bp =0, am_1=bm, Am_o =bm_1,..., ag = by.

Logo temos

q= bmxmily + bm—1$m72y2 4+ 4 beymfl + by™

P =bpnx™ 4+ by Yy 4 4 box?y™ 2 4 byy™ L

Agora observe que

pP—q = bmxm + (bm—l - bm)xm_ly + (bm—2 - bm—l)xm_2y2 et (bl - b2)9€ym_1 - blym
_ bmem+bm,1$m_1y+"'+b2$2ym_2+b1$ym_1
b Y = by 2™ TPy — = by = by

= (bpa™ ' b1 2™ Py 4+ boay™ 2+ by ) (2) +
(b @™ + b1 2™ 2y + 4 by + by ) (—y)
= (@™ b1 8™ Py 4 oy 2+ biy™ ) (2 — )

= h(IE - y)a
em que h = b,z + by 2™ 2y + - boxy™ 2+ biy™ L Assim p—q = h(z —y) o que
implica que z — y divide p — q. ]
Observe que a derivacdo de Euler é uma derivagdo homogénea de grau 1 (linear) e tem
polinémio de Darboux em Clz1,...,z,]. O préximo teorema garante que toda derivacao

homogénea em Clz, y] tem polinémio de Darboux.

Teorema 6.1 Seja D wuma derivacao homogénea de grau m do anel polinomial em duas
varidveis Clz, y]. Entdo D tem um polindmio de Darbou.

- . 0 0 . .
Demonstragao. Seja D = pa— + U5 com p e q¢ homogéneos de grau m. Considere
€z Y

f=xzq—yp. Se f # 0 vejamos que D(f) = hf.

D) = g+ ag ()

— b (g - yp) + 4 (g — yp)
= p@x rqg —yp qay rqg —yp

= plg+ xa%(q) - ya%(p)] + q[wa%(Q) —p— ya%(p)]
= pw%(q) - pya%(p) + qxa%(q) - qya%(p)
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Somando e subtraindo pyagy(q) e qx%(p), obtemos

() = »(ag @ty @) -a(rget)+ 1)) + o) (@4 5o 0)

— plma) — )+ () + -0
- nf.

0 0
Na terceira igualdade temos h = (3 (q) + 9 (p)) . A segunda igualdade segue do Lema
Y x

6.1 (lembre que p e ¢ sdo homogéneos de grau m). Portanto f é um polindémio de Darboux
de D, pois D(f) = hf.

Considere agora f = 0. Ou seja, zq — yp = 0. Segue do Lema 6.2 que p — g = h(z — y)
para algum h € C[z, y]. Agora observe que

D(z —y)

0 0

pafx(x—yﬂ'qafy(x—y)
p—q

= h(z—vy)

E neste caso x — y é um polinémio de Darboux da derivacao D.
]

0 0
Exemplo 6.2 Considere a deriva¢do homogénea D = (x? + 2xy)% + (2zy + yz)a—y e seja

f = 2% — xy?®. Teremos:

o o
_ 2 Y2 2 29 2 9
D(f) = (2" +2ay)5-(a%y wy)+(2wy+y)3y(wy zy”)
= (2% + 2zy)(2ry — y*) + (22y + y*)(a® — 2ay)
= by — day?

= (4o +4y)(2*y — zy?),

ou seja, D(f) = (4x + 4y)f e assim 2%y — xy?® € um polinémio de Darbour da derivagdo
homogénea D. Seque da Proposicao 4.1 que xy e x —y também serdo polinomios de Darbouz
de D.
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Resumo: As derivadas fracionarias tem sido amplamente utilizadas em varios campos
da ciéncia e da engenharia pois tem se mostrado ser uma ferramenta valiosa para mode-
lar muitos fenémenos fisicos. Existe rica literatura sobre a pesquisa tedrica das equagoes
diferenciais fraciondrias. Além dos métodos analiticos, os métodos numéricos também rece-
beram atengao dos pesquisadores, e um grande niimero de métodos numéricos para resolver
as equagoes diferenciais fraciondrias unidimensionais foram desenvolvidos nos ultimos anos.
No entanto, em comparagao com os problemas unidimensionais, ha pouco trabalho de inves-
tigacao sobre os métodos numéricos para resolver as equagoes fracionarias bidimensionais.
Assim, métodos numéricos eficazes para resolver problemas bidimensionais estao em sua fase
inicial. Neste trabalho apresentamos um método numérico para resolver uma equagao de
reacao subdifusao fracionaria nao linear bidimensional.

Palavras-Chave: esquemas numéricos de alta ordem; método numérico compacto; equagoes
diferenciais fraciondrias.

Abstract: The fractional derivatives have been widely used in various fields of science
and engineering as it has been shown to be a valuable tool to model many physical pheno-
mena. There is rich literature on the theoretical research of fractional differential equations.
In addition to the analytical methods, numerical methods also receive attention from re-
searchers, and a large number of numerical methods to solve the fractional-dimensional
differential equations have been developed in recent years. However, compared with the
one-dimensional problems, there is only a little research on numerical methods for solving
two-dimensional fractional equations. Thus, effective numerical methods for solving two-
dimensional problems are still in their early stages. We present a numerical method to solve
two-dimensional nonlinear fractional subdiffusion-reaction equation.

Keywords: numerical schemes of high order; compact numerical method; fractional diffe-
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rential equations.

1 Introducao

O célculo fracionario tem sido amplamente aplicado em vérios campos da ciéncia e
das engenharias e tem se mostrado ser uma ferramenta valiosa na modelagem de muitos
fenémenos fisicos. Encontramos rica literatura na pesquisa tedrica de equagoes diferenciais
fraciondrias. Além dos métodos analiticos, métodos e técnicas numéricas também receberam
a atengao dos estudiosos e um grande niimero de métodos para resolver equagoes diferenciais
fraciondrias unidimensionais tem surgido. No entanto, em comparacdo com os problemas
unidimensionais, encontramos pouco trabalho de investigagao de métodos numéricos para
resolucao de equagoes diferenciais fracionarias bidimensionais. Isso justifica a busca de
métodos numéricos eficazes e técnicas para resolver os problemas bidimensionais, especial-
mente os métodos numéricos compactos de alta ordem.

Neste trabalho apresentamos um método numeérico para a equagao de reagao subdifusao
fracionéria bidimensional

0%u 0%u

ou 1—
=D, Kl@ +K287y2+f(u7$ay>t) +g(u,z,y,t) (1)

at

com as condigOes iniciais e de contorno

u(z,y,0) =¢(z,y), 0<=zy<L, (2)
u(ovyat)ZWI(yvt)v U(Layvt):<p2(yat)v 0§y§L7 OStST, (3)
u(x,07t):1/11(x,t)7 u($,L,t):1/)2(l',t), 0<z<L, 0<t<T, (4)

em que 0 < v < 1, K3, Ky sao constantes de difusao positivas, ¢(z,y), ©1(y,t), ©2(y,t),
Y1(x,t), a(z,t), sdo fungdes suficientemente suaves.

ODt1 “Tu(x,y,t) denota a derivada temporal fraciondria de Riemann-Liouville de ordem 1 —+~
definida por Podlubny [1]

1—y 1 0 K U(%?Jvﬁ)
0Dt7_@5/0 Gopde 0<a<l (5)

onde I'(y) denota a fungdo Gama e & passa a ser uma varidvel de integracdo temporal.
Temos ainda

1 bz, y, €)
D= ), G 00 ©

Adicionalmente assumiremos neste trabalho que f(u,x,y,t) é uma funcdo linear de u e

%g(u,z,y.t)
a12

o termo fonte g(u,z,y,t) tem a derivada parcial de segunda ordem continua e

satisfaz a condigao de Lipschitz com relagao a wu, isto é,

\g(ul,m,y,t)—g(u2,x,y,t)\ §L9|U1 _u2|7 Vula“?a (7)

onde L, é a constante de Lipschitz.
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Na Secéo 2, um método compacto de alta ordem com precisao de segunda ordem temporal
e quarta ordem espacial para a equacao de reacao subdifusdo fraciondria bidimensional
nao linear foi apresentado. E na secao 3 fazemos a andlise da consisténcia, estabilidade e
convergéncia do método.

2 Esquema Numérico Implicito de Diferenca Finita Com-
pacta

Neste trabalho, nés adotamos uma malha uniforme de pontos (2, Ym, tx), com x,, = nhy,
n=01,2,...,Mi, Y, = mhy, m =0,1,2,.... My e t, = kr, k =0,1,2,..., N onde My, M>
e N sao inteiros positivos, h, = Mil, hy = MLQ eT = % Sa0 0s passos espaciais e temporal,
respectivamente. A solugdo analitica u nos pontos (, Ym,tx) da malha é denotada por
ufl’m, e a solugdo pelo método numérico nos pontos (Zy,,Ym,tx) ¢ denotada por U,’f,m. E
necessario também mencionar que, neste trabalho, C' é uma constante positiva que pode ter
diferentes valores em diferentes lugares.

Introduziremos as notagoes

52lef,m = Urlf—l,m - 2U’r]§,m + U’S—Q—l,mv (8)
6§U’r]f,m = Urlf,mfl - 2U7]§,m + Us,m+17 (9)

para os operadores de diferenca finita centrada espacial.
Introduziremos,como em [1],0s operadores de diferenca finita compacta

1 { 52 } . 1 52
—_|l—= U — [73/} Uk (10)
1 n,m 1 n,m»
h2 1+ 5502 hz 1+§(5§
e o operador de diferenca finita temporal para tras

Substituindo os operadores de diferenca finita compacta, diferenga fracionaria de Griinwald-
Letnikov e diferenca finita temporal para trés na equacao diferencial (1) obtemos o esquema
numérico de Diferenca Finita Compacta:

l(siUk = 51_7([( i{i}[]k + K i|: 65 :|Uk +fk )+ k (12)
T t Yn,m 00¢ lh% 1+%5% n,m 2]7,5 1+%6Z n,m n,m gn,m

onde U,’f’m é solugdo pelo esquema numérico no né (n,m, k).
Arranjando os termos de (12) temos

-1 1 —1
57 UL = [KT 14 58] 0B+ | B2 1 8] (o8t U

+
h2 12

h3

700 TfE Tk, (13)

30



PARREIRA, A. J.; CARVALHO, M. F. e RAPOSO, R. C.

Denotando p; = K177 e p2 = Ko7 encontramos
x Y

1 1 1
1+ =02+ =00+ —— 0207
0% T % T %%

<Uk _ Uk—l) _

1 _ .
pa |1+ 12551 8300; U o+ 12

L ol c2 cl=vrrk
1+125Z] 5205,k +

1 1 1
14+ —02+ —62 4 — 52
Tl T %t g

<T S Tg;z,m)

De acordo com [1] a derivada temporal fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « =
1 —~ > 0 é equivalente a derivada fracionéaria de Griinwald-Letnikov também de ordem .
Como em [2] o operador fraciondrio de Griinwald-Letnikov serd definido por

n k

4 1 ,

1— 1—yprk— k k—
5t ’YUnm —}_L}IIIOT—QZUJJ 'YUnmf = 7-704 Un,m+zw?Un,7r{ s (14)

=0 =1
onde os coeficientes wj sao obtidos de forma recursiva através da seguinte férmula:
a+ .

wy =1, wj= [1 - wity, j=12,..,n. (15)

Substituindo (14) encontramos:

1 1 1
14 —82+ =62+ —8282|(UF, —UF 1 =
[+12y+12w+144w(”xm o)

H1

T

1
14+ —62
1%

1
14+ —62
9%

k k
32Uk + DS UN) + 02 3 (Ul + D5 U
j=1 j=1

+-Tgﬁﬂn>7

* 1277 12°Y 144 %Y

1 1 1
1+62+52+5252] <Tl—a

k
k a rk—j
n,m + ij fn,m
j=1

ou seja,

31



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.19 | n°.1, Jan/Jun, 2017

(1007 + 24041 + 240u2)UE | + (107 — 1204, + 24p2)US_, . +
(107 — 12001 + 24p2)UE | 4+ (107 + 24py — 120p2)U% ) +
(107% 4 241 — 120p0)U* 1 T (T =120 -1~ 120 )UF | m—1T
(1% = 1201 = 1200)Up sy oy + (7% = 1201 = 1200)UN_y ey +
(7% = 1241 — 12N2)Un+1,m+1 = Tan; %m 1t Tanerll,mfl + TaUk 1m+1 T
TOUN S pga +1007°UR L +107°UN ] 4+ 107°UN L+ 107°U8 L +
k

107°US oy + > wf (12001 — 24p) US4 (—240p1 — 240p) U +
j=1
(12001 — 24p2)Und L+ (1200 + 12p0) U] L,y + (1204 — 24p0) U 0] +
k
ZW?[(DM + 12#2)U§I{,m71 + (1201 + ].2,“’2)U7]1€:{,m+1 + (120p2 — 24#1)U7]:,7nf+1 +
j=1

(12001 + 1202)UN L ] + (1447 + 12762 + 12762 + 76262 [waﬂfﬂ +

(144791 412794162 + 12797167 + 79T 626290
Note que o Esquema Numérico encontrado é implicito e pode ser escrito em termos
matriciais:
k k
AU* = BUM ' 4 O WU + DY wiF " + EGH, (16)
j=1 §=0
onde, A = tridiag(a,b,a), a = tridiag(t® — 121 — 129, 107% — 1201 + 24pe, 7% — 120471 —
12p2) e b = tridiag(107 + 241 — 12009, 1007 + 2401 + 240u9, 107% 4 247 — 120p2).
Temos ainda que B = tridiag(c,d, ¢),
onde, ¢ = tridiag(t*,107%*,7%) e d = tridiag(107*,1007%, 107%).
A matriz C é dada por C = tridiag(h,i,h), onde, h = tridiag(12u1 + 122, 12007 —
24p—2,120—1+12p—2) e i = tridiag(lZOug — 241, —240p1 — 2402, 12000 — 24441).

A matriz D é dada por D = B. A matriz E é dada por £ = 7*D. E, por fim,

.,.a Ta—1

k—j k—j k—j k—j k—j k—j

0.0 01 - Jom 9%,0 _ 9%1 RIS 90 m

) J J —j . ~j g Pl

FF-i — 1,0 1,1 1,m Ggk—i— | 910 911 - Yim
)

k—j  pk—j k—j k—j k=i k—j

me fn,l n,m In,0 In,1 gn,m

s )

k _ ([7k k k k k T b
UY = (UT1, - U pry—15 U305 s U gy 15+ Uy —1.01,—1)" € 0 vetor incognita.

O seguinte Teorema garante a existéncia e unicidade de solugdo para o esquema (16).

Teorema 2.1 O Sistema Linear associado ao esquema (16) possui solug¢do tnica.
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Demonstracao. Note que a matriz A é estritamente diagonal dominante. Consequente-
mente ela é ndo singular e, portanto, invertivel. Com isso o esquema numérico de diferenga
finita compacta(DFC) tem solugéo tnica. N

3 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia do Esquema
Numérico

3.1 Consisténcia

Provaremos que nosso esquema ¢é consistente com a equagao diferencial fracionaria, com
ordem de precisao 4 para a variavel espacial e ordem de precisao 1 para a variavel temporal.

Lema 3.1 Para cadan=1,...,N, seja y" 7 uma fungdo limitada, 0 <y <1 e \; = w]l—v_
Entao,

Zx\jy"ﬂ‘ <C,, Cp,=c,n Y ¢ = ~ max |y”7j| (17)
o 7€{0,...,n}

Demonstragao.
Y A e S e me ) (1)
Tl=7 = J - Tl =0 I j€{0,...,n}

De (15) temos A; < 0 para todo j =1,..., N,

! i/\-y"ﬂ' < —cnL i/\ ¢, = max |y"7I| (19)

=7 = J = Ti=7 = 77 j€{0,...,n}

1 n
Tliﬁy Z )\jy’rl—]
7=0

De (2) temos

Jj€{0,...,n}

2 J— »
= (le T A ZAJ)’ = max [y"77|  (20)
§=0

1 « -1 (nT)7—1
- f— o = +0(7)
T ; ! T(y) ()
Com isso,
=t Z)\jy”_J < —cp| 27— " T ], (21)
= L'(y)
i:)\jy"_j < —cp|2- 1 n 4o, (22)
= I'(v)
onde ¢y é uma constante. Logo,
S A < (23)
§=0
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e concluimos nossa prova. ]
O erro de truncamento local de nosso esquema, em um né (n, m, k) é dado por

RF (h T)zlmﬂc o (KL % Uk ..
n,m\'" T t n,m ~ 0 Y lh% 1+ 1125%
0(5177 (Kgl 672 Uk +fk ) —gk (24)
t n,m n,m-
h2 |1+ 562

Teorema 3.1 O esquema numérico DFC (12) é consistente com a equagdo diferencial (1)
e existe uma constante Cy, 1 > 0 tal que,

1Ryl < Covme (017 1)(R 4 1), (25)
para todo 0 < v <1 e h,T suficientemente pequenos.
Demonstragao.

1
;515_U7}§,m = (ut)lfL,m + O(T)a (26)

o007 (Kot [ | U ) = K100 () = o (s + OE))

_ 5 ~
= K1< Dtl ’y(uzx)’rcz,m - 24110}13_,,11W i 0>\ (ufbxmmmz)nm +0O(r ))

) 1—
[1+126§}Uk ) = K200, W<(uyy)ﬁm ~ 240 hy(uyyyyyy)ﬁ,m + O(h?,))

= K (thlﬂ(uyy)lfhm - 24110% T Z] =0 (“yyyyyy)n% +O(r ))

08 (fam) = KDy V3 + O(7)). (27)
Substituindo (26)-(27) em (3.1)

RE = ()l 0+ O) = K1 ( DI ()b = Fhohdms S5 A (tsaanae i + O(7))
- k
—K (thl ’Y(uyy)fﬁhm - 240h;4/ = Zg 0 (uyyyyyy)n A +0(r ))
(0D £+ O()) = g

k
K, .
240h;§ " 1<§ D VT Crm— >+ e 1(§ jAj(uyyyyyy)’;,,o +0(r)  (28)

=0

Pelo Lema (3.1), o termo somatério é limitado e, os termos hir7=1 — (0 e h477*1 — 0, se
hi —0e hé — 0 mais rapidamente que 777!, Assim, o erro de truncamento R’,fb m — 0
quando hg, hy, ™ — 0. Para cada (n,m,k) fixo, a equacdo (28) e a constante C,, em (17),
implicam

R’fb)m = O 1)+ O(h377_1n7_1 +7)

=O0((n" 77+ 1)((hy + hy)7)), hayhy, T — 0 (29)

Portanto, existe uma constante positiva Cy, & tal que, [R) | < Cp i (17771 +1)(h +
hi + 7) para todo 0 < vy < 1 e hy, hy, 7 suficientemente pequenos. ]
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3.2 Estabilidade e Convergéncia

O estudo da estabilidade do esquema numérico através da analise de Fourier segue da
mesma forma que o caso unidimensional ja demonstrado por Avila et al. [2]. Por fim, pelo
Teorema de Lax podemos concluir que o método é convergente, pois ja foi mostrado que ele
é consistente e estavel.

4 Conclusao

Aplicamos o Método de Diferengas Finitas Compactas & Equagdo de Reagdo Difusao
Bidimensional e conseguimos demonstrar que o mesmo ¢ um método incondicionalmente
estavel com alta ordem de convergéncia, isto é, converge com precisao de quarta ordem
nas variaveis espaciais e primeira ordem na varidvel temporal. Com isso deixamos aberto
o caminho para que se discuta o caso tridimensional e esperamos ter colaborado no avanco
dos métodos para solugao de Equagoes Diferenciais Fracionarias.
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Resumo: Queremos aqui explorar o comportamento da expansao de fragoes ordinérias, o
comprimento da parte nao periédica, bem como do periodo se ela for uma dizima infinita,
com o auxilio da fungao ¢ de Euler. Além das expansoes decimais que sdo as mais comuns,
exploraremos as expansoes para uma base b qualquer. Apresentaremos alguns exemplos
de expansoes de fragoes ordinarias para diferentes bases numéricas gerando dizimas finitas,
como também, dizimas periédicas simples e compostas.

Palavras-chave: dizimas periédicas; bases numéricas; niimeros racionais.

Abstract: We would like to explore the behavior of the expansion of ordinary fractions,
the length of the non-periodic part and the period if it is an endless tithe, with the help of
the function ¢ Euler. In addition to the decimal expansions that are the most common, we
explore the expansions for a base b whatsoever. We will present some examples of expansions
of ordinary fractions for different number bases generating finite decimals, but also simple
and composite periodical decimals.

Key words: periodic decimal; numerical bases; rational numbers.

1 Introducao

Os estudos sobre expansoes nos remontam para o inicio do século 18, varios matematicos
observaram regularidades nas expansoes decimais de fragoes comuns, dentre eles destacamos:
John Wallis [1657, 1685], Samuel Cunn [1714] e John Marsh [1742] . Algumas regras foram
criadas, mas foi s6 a partir de 1760 em diante, que as primeiras tentativas para estabelecer
uma teoria coerente de fragdes decimais periddicas apareceram. Johann Heinrich Lambert
[1728, 1777] foi o primeiro a dedicar dois ensaios sobre o tema, porém somente em 1801 que
Johann Carl Friedrich Gauss provou um teorema importante relacionado a determinagao do
comprimento de dizimas periddicas no sistema de numeragao decimal.

Identificar o comportamento de uma expansao parece ser uma tarefa facil quando tra-
tamos de expansoes relativamente pequenas, basta uma simples divisao do numerador pelo
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denominador, mas em alguns casos o comprimento da parte finita ou até mesmo do periodo,
nao cabe em uma simples calculadora. Por exemplo a expansao decimal da fragao % gera
uma dizima periédica simples com periodo de 28 algarismos, ja a expansao de ﬁ é finita
com 12 algarismos.

Hoje é comum artigos que tratam da expansao decimais de fracoes ordindrias irredutiveis

— com g # 0 , mostrando quais nimeros racionais geram dizimas finitas e quais geram

dizimas infinitas e periédicas. Queremos aqui generalizar esses conceitos e trabalhar a ex-
pansao de fragbes ordindrias para uma base b qualquer.
Observe a expansao da fracao % em algumas bases numéricas diferentes:

19 — -
15 = (0:2213)6 = (0,25)7 = (0,39383) 19

Veja que quando expandida para a base 6, gera uma dizima finita, na base 7 uma dizima
periddica simples de periodo 25, ja na base 10 gera uma dizima peridédica composta com
periodo 3, ou seja, a mesma fracao pode ter comportamentos bem distintos dependendo da
base para a qual se deseja a expansao.

2 A Funcao ¢ de Euler

Antes de analisarmos as expanstes vamos retomar algumas definigoes e resultados da
teoria dos niimeros que sao importantes.

Dado um inteiro positivo n, representa-se por ¢(n) a quantidade de inteiros positivos
menores que n e primos com n. Escrevemos:

o(n)={keN:1<k<nemde(k,n)=1}.

Por exemplo, para n = 10 temos que os inteiros 1, 3,7,9 sao relativamente primos com 10,
ou seja, p(10) = 4. Veja o valor de ¢(n) dos primeiros nimeros naturais:

Exemplo 2.1 :

n 12345678910 ]11 |12 13|14 15
pn) 1122142646 | 4 |10] 4 |12| 6 | 8

Define-se assim uma funcao que associa cada ntimero inteiro positivo n a um inteiro positivo
©(n) que goza das seguintes propriedades:

1. p(1) =1

2. Sen > 1,¢(n) <n—1 tem-se a igualdade se e somente se n é primo.
3. Se mdc(a,n) = 1, entdo a¥™ =1 (mod n). (Teorema de Euler).
4

. Se s é o menor inteiro positivo, tal que a® = 1 (mod n) com mdc(a,n) = 1, entdo s
divide ¢(n), s é chamado de ordem de a médulo n, e escrevemos como s = ord,, (a).

5. Se p é primo e a é um inteiro positivo, entdo p(p®) = p* — p*~L.
6. Se m e n sdo inteiros positivos, tais que mde(m,n) = 1, entao ¢ (m - n) = ¢ (m)-¢ (n).

A demonstracao dessas propriedades, bem como do teorema de Euler podem ser vistas na
referéncia bibliogréafica [1].
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3 Expansao na base b

Trataremos nessa secao do comportamento das expansoes de fragoes ordindrias irre-
dutiveis,em uma base b qualquer.

Dado um inteiro qualquer b > 2, todo inteiro positivo n > 0 pode ser escrito de modo
tnico na forma n = @ b™ +am_16" "+ - -+a1b +ag, com 0 < a; < b parai=0,1,2,...,m
e am # 0. Representamos n = (aym@m—1---a1a0),. E essa é a expansao de n na base b.

3.1 Expansao finita

Teorema 3.1 Uma fragao irredutivel P com q # 0, possui representacdo finita no sistema
posicional de base b, se e somente se, o denominador q ndo possui fatores primos diferentes
dos fatores de b. Mais precisamente, se a base for tipo b = P Py? --- P** com P; primos
e os inteiros a; > 0 e seu denominador q = (Plo‘l)ﬁ1 (P;Q)Bz (P,?’“)B’“ com o0s inteiros
B; 2 0paraj=1,2,...,k , entdo a expansdo serd finita e possuird w algarismos apés a
virgula, sendo w = max {f1, B2, ... Bk}

1 1
Demonstragao. Como b p. (>7 basta considerar que — = (0,dids...dy), seja a

expansao finita na base b, onde 0 < d; < b, o inteiro ¢ = 1,2,...,k e o ultimo algarismo
di # 0. Logo vamos ter

1 _ dq do ds dy,
PR S R R
1
= % (dib" 1+ do b2+ d3 b+ - dy)

Agora, tomamos M = dy.b* "1 4+ do.b¥ 72 + d5.b" 73 + - .- + d;;, entdo segue que
1 k k
-=— & Mg=0b" = gq]|b"

Logo ¢ nao tem fatores primos que nao sejam fatores de b.
Reciprocamente, se ¢ nao tem fatores primos que nao sejam fatores de b, seja

w = max {f1, o, ... Br}, segue que:

1 W @1\ W @2\ W g\ W 1 _
U T RIS B e s e (e

= (BB (B (B

bﬂ)
Seja M = (Pp)yw=Fr (pg2)yw=Pz (pgs)w=Fs ... (PY*)w=Pr entdo — = M o que significa
q

que M < b™, e assim podemos escrever:
M = awil,bwfl + aw,Q.bw72 + -4 a2.b2 +ay.b+ aoz(aw,law,g R agalao)b.
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Portanto temos que se

o 1 M
— =M = = — _
q q bv
. aw_l.b“’_l +aw_2.bw_2+ -~-+a2.b2 +ai1.b+ ag
= po
_ Aqy—1 Aqy—2 . a2 ai afO
- b + b2 + +bw—2+bw—1+bw

= (07 Aoy —1Qy—2 " * azalao)b

w -algarismos

7
Exemplo 3.1 : Determinar a expansao de = na base 6.

Observe que 48 = 24.3. Como o 48 ndo tem fatores primos diferentes dos fatores de 6 que é
a base, entdo a expansao serd finita e o comprimento serd o mdz(4,1) = 4, vejam:

7

7 189 5624+164+3 562 1.6 3 0 5 1 3
B @3 23 6 6 Tel e 6 e e et (%0518

19
Exemplo 3.2 : Determinar a expansdo de To2 na base 12.

Observe que 192 = 2.3 = (22)3.3. Como o 192 nio tem fatores primos diferentes dos fatores
da base 12 = 22.3, entdo a expansao seré finita e o comprimento serd o mdzr{3,1} = 3, vejam:

19 19 171 1122 4212+3 1.122+2.12+ 3 1.2 3 _ (0,123)
192~ 263 (22)3.33 123 o128 123 1128 12 T

122 ' 123

3.2 Expansao infinita e peridédica

Teorema 3.2 Sendo B,q # 0 wma fracdo ordindria irredutivel, a expansdao de b na base

b € uma dizima periddica simples se mde(b,q) = 1 e terd periodo com s digitos, sendo s a
menor solugdo inteira positiva da equagdo b* =1 (mod q).

Demonstragao. Se s é o menor inteiro positivo, tal que b° = 1 mod ¢, entao b° — 1 = qu,
para algum inteiro u. Mas u < b*, dai u na base b é dado por u = dg_1b°"! + dy_ob°2 +
e+ dibt + dy = (ds,1d5,2b5_2-~-d1d0)b com 0 <dp <b, k=0,1,2,...,5s — 1. Logo
b® — 1 = qu. Equivalentemente,

1 . u . d571bsfl + d872b872 + -4 dlbl + dy 1
g  b-1 bs 1—bs
de1b* P+ dg_ob* 2 4 -+ dib' + dy 11 1
— 14+ — 4+ — 4 — ...
bs + bs + b2$ + b3$ +
= 0,ds_y---didy+0,00-0ds_q--dydo+0,00--0ds_y---dydo+0,00---0
S - Zeros 2s - zeros 3s - zeros

= (0, ds—1ds—2 -~ dadidpy )p.

Periodo com s-algarismos
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|

Como vimos no item 4 das propriedades da fungdo ¢,0 comprimento do periodo s é
chamado s = ord, (b). A funcdo ¢ de Euler torna-se uma ferramenta importante para
determinar o periodo de uma expansao, pois o comprimento do periodo s serd um divisor

de ¢(q).

5
Exemplo 3.3 : Determinar a expansao de 168 na base 11.
Como o mdc(168,11) = 1 e p(168) = ¢(23.3.7) = ¢(23).0(3).p(7) = (23 — 22).2.6 = 48,
s = ordils | p(168), portanto s € {1,2,3,4,6,8,12,16,24,48}. Note que,
111 =11 (mod 168), 112 =121 (mod 168), 11° =155 (mod 168), e 11° =1 (mod 168).
Temos s =6, e 168 | 115 —1 = 115 —1 = 168.k, com k € N, logo k = 10545. Entao

5 5k 510545 52725  3.11* +6.11° +6.117 + 8.11 + 2
168 116 -1 116—1 116—1 116 — 1

0.115+3.114+6.113+6.112+811+2 1
116 (1—11-5)

0115+3114+6113+6112+811+2 1
- 116 ! 116 1112 ST

S I I S Y (L I S
I TR FER FER T TR FERN T 116 7 1112 T 118

S0 3 0,8 8 2 0 8 8, 6 8,
11 112 113 114 " 115 ' 116 118 119 1110 1111

= (0,036682),;

k

Teorema 3.3 Seja Qq # 0 uma fragao ordindria irredutivel, b = pi"' ps? - - - pp* uma base
q

com p; primos, os inteiros a; > 0, ¢ = mo.(p7)P1.(py?)P2.(p52)Pe - (p*)Pr com B; > 0
paraj=1,2,...,k , sendo mqy um inteiro positivo tal que mde(mg,b) =1, entao a expansao

de = na base b serd uma dizima periddica composta com periodo de s digitos, sendo s
q

a menor solugcdo inteira da equagdo b* = 1 (mod mg) e anteperiodo de w digitos, onde
w:mdﬂl’{ﬁl,ﬂg,ﬂg, e aBk}'
Demonstragao. De fato, seja w=mdz{S1, B2, 03, - , Bk}, segue que:
1 1 ()" 57 - ()
¢ mo(PP)P (5 )P () () () mo
_ )y (o)
bw.mo '

Pelo algoritmo da divisdo, temos que (p{*)¥=P1.(p32)w=F2... (p*)w=Fr = M.mg + 2, com

0<z<mge
1 Mmo+z M z 1

qg bWomg bYW mg
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Como ¢ possui pelo menos um fator primo diferente dos fatores primos da base b = p{"' p5? - - - pp*,

temos que 0 < z < mg < b?, ou seja, z < b*. Além disso,

1 M.
7-bw:m70+'2:M—|—— com 0<—<1 logo M < b".
q mo mo mo

Se s é o menor inteiro positivo, tal que b* = 1 (mod my), entdo b* — 1 = mou, para algum
inteiro u, entdo u < b°. Portanto uz < b¥*°. Assim podemos escrever:

M = Gy 1.V Fay 20024+ +arb+ag = (Aw_100w_2- --arap), com 0 < ap < b,
k=0,1,2,...,w—1 e com

uz = dw+sflbw+3_1 + dw+572bw+3_2 + -+ dlb1 + dO = (dw+371dw+sf2 o 'dld0>b com
0<dp<b, k=0,1,2,...,w+ s — 1, dessa forma obtemos

bw 1—bs

p _ M 21 M = v M zuif |1
g v bvmg b bwb -1 bw | bW b

pw pw +s bs b b379

aw_l.bwfl +---+a1.b+ag n dw+s_1bw+571 + -+ dlbl + dy
bw bw+s

1Y F a0V 2+ 4 a1.b+ag ZU 1 1 1
= + + =+ ==+ +

T4
bs b2s

= 0,ap_1--asarag+0, 0000 dyis_1---dido+0, 0000 dypss_1---dido -+

w - digitos w+s - zeros w+2s - zeros

+ 0, 000---0 dygs_1---didg+0, 000---0 dyys_1---didg+---

w—+3s - zeros w—+4s - zeros

= (0,aw—1""" 20100 dyts—1ds_2 - - dadidp)yp.

w - algarismos  Periodo com s-algarismos

398131

Exemplo 3.4 : Determinar a expansao hexadecimal de ————.
5591040

398131 359.1109 359.1109
5591040  212.3.5.7.13  163.3.5.7.13
398131 398131  291.1365+916 291 916 1
5591040  163.1365  165.1365 F;L 1631365
Como o mdc(16,1365) = 1, o perfodo s da expansao de
s = ordyses (16).

Mas ¢(1365) = ¢(3.5.7.13) = ¢(3

)
s€{1,2,3,4,6,8,9,12,16, 18, 24, 32,
Fazendo a verificagao:

Temos que: e o comprimento da parte nao periédica

sera 3

Por outro lado,

16. ¢
1365 na base 16, é dado por

w(5). ( ) ©(13) = 2.4.6.12 = 576 e como s | ¢(1365),
36,48, 64, 72, 96, 144, 192, 288, 576}

16! = 16 (mod 1365), 162 =256 (mod 1365) e 16> =1 (mod 1365).

Com isso concluimos que s = 3. Por outro lado 163 = 1 (mod 1365) = 16° —1 = 1365.k,

43



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.19 | n°.1, Jan/Jun, 2017

. . 1 3 -
com k € N, verificamos facilmente que k = 3 e 8365~ 168 — 1 Entao
308131 _ 201 016 1 201 0163 201 916[3 (1
5591040 16> 1631365 163 163163 —1 163 163|163\ 1—1673

B 291+2748 1+1+1+1+1+
163 166 ° 163 166 162 1612

291 + 2748 n 2748 n 2748 + 2748 + 2748 n 2748
163 166 169 1612 1615 1618 162!

1.162 +2.16 + 3 N 10.16%2 + 11.16 + 12 N 10.16% + 11.16 + 12

163 166 169
10.162 + 11.16 + 12 10.162 +11.16 + 12
+ 1612 1615
1162 N 2.16 N 3 N 10.162 N 11.16 N 12 N 10.162 N 11.16 N 12
163 163 163 166 166 166 109 169 169
10.162 11.16 12
+ 1612 + 1612 + 1612
—1+2+3+10+11+12+10+11+12+10+
16 162 163 164 0 165 166 107 168 169 @ 1610
11 12 10
_|_

TR TIEARTTERA
= (0,123ABCABCABCABC...--- )15 = (0,123ABC) 1

: 1 . e . -
Finalmente, se — gera uma dizima periddica simples de comprimento ¢ — 1, entao ou-
q
tro fato bastante interessante pode ser notado. Se k& é um nimero inteiro positivo, tal
- - k
que 1 < k < g, entao, o periodo da expansao de — em uma base b tem exatamente os

mesmos algarismos ciclicamente permutados. Observe a expansao decimal de fracoes cujo
denominador é 7, que contém 6 digitos.

% =0, 142857, =0,285714, = 0,428571, =0,571428

SIS

=N
| w

Eles tém os mesmos digitos permutados ciclicamente. Devemos ter cuidado, no entanto,
para lembrar que o periodo deve conter ¢ — 1 digitos, como mencionado acima. Veja que na

expansao decimal de: 3= 0,076923 e 3= 0,230769 temos os mesmos digitos permutada

ciclicamente em seus periodos, mas isto nao vale para todos os k tal que 1 < k < ¢g. Por
5 I

exemplo, &= 0,384615.
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1
Teorema 3.4 Se — € uma frag¢do, cujo periodo contém q—1 digitos, e b uma base numérica,
q

k
tal que mde(b, q) = 1, entdo o periodo da expansao na base b da fragao —, em que 1 < k < g,
q

tem 0s mesmos algarismos ciclicamente permutados.

- - (. . -1
Demonstragao. De fato, uma condicao necessaria para o periodo da fracao — conter g — 1
q

digitos, é que cada numero inteiro positivo inferior ¢ aparega uma, e apenas uma vez, nos
primeiros ¢ — 1 passos da divisdo. Assim, k& é um desses restos obtidos na divisdo de 1 por
g. O numerador k influi apenas para saber qual o primeiro algarismo periédico, depois que
o primeiro ocorrer os demais se sucedem na mesma ordem ciclica. ]

4 Conclusoes

Apresentamos uma aplicagao importante da fungdo ¢ de Euler. Por meio desta fungao
descrevemos como transformar as fragdes ordindrias irredutiveis em dizimas peridédicas sim-
ples e compostas em qualquer base.
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Resumo: Este trabalho teve como objetivo avaliar a viabilidade mecanica e aplicabilidade
da substituicao de areia por vidro moido na fabricagao do concreto. Para isso, foi realizada a
caracterizagao dos materiais que compoem o concreto, além do vidro reutilizado a partir de
garrafas longnecks, que foi o material adotado nesta pesquisa como alternativa sustentavel.
Apés a caracterizacdo dos materiais com o enquadramento nas normas nacionais cabiveis,
foram rodados concretos com diferentes porcentagens de substituigao da areia por vidro (5%,
10% e 50%) e um concreto sem a presenca do vidro, como amostra de referéncia. Para cada
concreto foram moldados corpos de prova, que passaram pelo processo de cura e ensaiados
a ruptura por compressao nas idades de 7 e 28 dias. Com os resultados obtidos pela ruptura
dos corpos de prova foram realizadas analises estatisticas para determinagao dos contrastes
entre as médias, procedendo-se a aplicagido do Teste de Tukey ao nivel de 5% de significancia.
Assim, foi possivel observar que a substituigao parcial de areia por vidro no concreto é vidvel
mecanicamente, pois produz resultados semelhantes e até superiores quanto a resisténcia a
compressao, tendo em vista tratar-se de um material de facil obtencao, nao retornavel, exi-
gindo destinacao adequada, além da necessidade cada vez maior do aperfeigoamento nas
técnicas sustentaveis de produgao de concreto na construgao civil.

Palavras-chave: construgao civil; areia; vidro moido.

Abstract: The objective of this work was to evaluate the mechanical feasibility and ap-
plicability of the replacement of sand by ground glass in the manufacture of concrete. For
this, the characterization of the materials that compose the concrete was performed, as well
as the glass reused from bottles longnecks, which was the material adopted in this research
as a sustainable alternative. After the characterization of the materials according to the
applicable national standards, concrete samples were run with different percentages of sand
replacement by glass (5%, 10% and 50%) and a concrete without glass as a reference sam-
ple. For each concrete, specimens were molded, which passed through the curing process
and were tested at compression rupture at the ages of 7 and 28 days. With the results
obtained by the rupture of the test specimens, statistical analyzes were carried out to deter-
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mine the differences between the means, and the Tukey test was applied at the 5% level of
significance. Thus, it was possible to observe that the partial substitution of sand by glass
in the concrete is mechanically viable, since it produces similar and even superior results re-
garding the compressive strength, considering that it is an easily obtainable, non-returnable
material, requiring disposal Adequate, in addition to the increasing need for improvement
in the sustainable techniques of concrete production in civil construction.

Key words: construction; sand; crushed glass.

1 Introducao

O concreto é o material mais utilizado na construgao civil atualmente. Segundo pesquisa
realizada pela Associagdo Brasileira de Cimento Portland (ABCP), a producao de concreto
em centrais atingird 72,3 milhdes de m? em 2017, crescimento estimado em 41,2% no perfodo
de cinco anos, a uma taxa anual de 7,1%. O concreto se destaca como um bom material
construtivo devido, principalmente, as propriedades resisténcia a dgua e plasticidade, que
possibilita sua moldagem em diversas formas. Devido sua grande utilizacdo, este mate-
rial passa a ser um inimigo do pensamento sustentavel, principalmente pela utilizacao de
matérias-primas nao renovéveis, como a brita, a areia e o calcdrio [1].

A reciclagem no Brasil evoluiu muito nos ultimos anos, porém ainda deixa muito a
desejar. Segundo a Associagdo Técnica Brasileira das Industrias Automaticas de Vidro
(ABIVIDRO), em 2008, apenas 32,3% das cidades brasileiras tinham um programa de coleta
seletiva. Nesta questao, o vidro é um dos produtos que pode ser 100% reciclado. Porém,
segundo a mesma associagao, até 2007 apenas 49% do vidro eram reciclados no pais [2].

Quando néao disposto & reciclagem, o residuo é destinado aos aterros sanitarios ou até
para lixGes, formas primitivas e condenadas por 6rgaos ambientais para a deposicao de lixo,
causando diversos danos ambientais. Para reduzir a grande disposi¢ao de residuos nestes
locais, a reciclagem dos materiais é de fundamental importancia, tanto pela diminuicao da
exploracao de recursos nao renovaveis quanto pela redugao do lixo acumulado nos lixoes e
aterros.

Segundo Azevedo [3] e Righi [4] na produgdo do concreto, a substituigdo de areia por
vidro reciclado vem sendo estudada por diversos pesquisadores, e este método ja é bastante
utilizado em alguns paises como Australia [5] e Estados Unidos [6].

Dois fatores sao mais notérios na substituicao da areia pelo vidro moido. Em primeiro, a
reacao alcali-agregado, que estd relacionada as forgas de ligagao entre as particulas de vidro
e pasta, que sao mais fracas que as com a areia natural e, em segundo, o efeito pozolanico
que pode trazer beneficios ao concreto. Existe uma porcentagem adequada de substituicao
de areia por vidro que é ideal para que nao diminua a resisténcia do concreto e ha uma
faixa granulométrica ideal para se evitar problemas causados pela reacao alcali-agregado e
alcancar o efeito pozolanico [7, 8, 9.

Com base no exposto acima, foi objetivo deste trabalho a avaliacao da viabilidade
mecanica e a aplicabilidade da substituicao de areia por vidro moido na fabricagao de con-
creto.
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2 Material e Métodos

O estudo experimental foi realizado na Faculdade Araguaia, que se encontra na Avenida
T-10, n® 1047, no Setor Bueno, municipio de Goidnia, Estado de Goids. Foram utilizados
os laboratérios de construcao civil e resisténcia dos materiais, e realizadas andlises e ca-
racterizagoes dos agregados mitdos e graudos, além da utilizagao de equipamentos para o
amassamento do concreto e os ensaios de resisténcia a compressao.

O vidro utilizado neste trabalho foi obtido por meio da moagem de garrafas longnecks,
que foram adquiridas em distribuidoras de bebidas do municipio de Goiania. Estes tipos
de garrafas ndo sdo retornaveis, o que nao é interessante para as distribuidoras, pois séo
materiais descartdveis e, desta forma, a obtengao destas é facilitada. Apds o recebimento,
as garrafas foram lavadas, sendo retirados os rétulos e os residuos presentes no interior das
mesmas, sendo posteriormente secas ao sol, para que assim, fosse possivel realizar a moagem
do vidro sem que houvessem substancias que pudessem modificar ou danificar o resultado
do experimento.

O procedimento de moagem do vidro foi realizado utilizando-se de um moinho elétrico.
Para atingir uma menor finura do vidro, foi adicionada no moinho uma tela de ago. Com
a utilizagao de uma peneira de malha 2,36 mm, foram separados os cacos de vidro do pé
de vidro moido, e os cacos foram passados vérias vezes no moinho até que sé restasse pé
de vidro com a menor finura possivel. Os demais materiais utilizados nesta pesquisa foram
adquiridos em lojas de materiais de construgao do municipio.

A caracterizagao dos materiais utilizados nesta pesquisa se deu pela andlise dos agrega-
dos. Basicamente, estes foram avaliados quanto & granulometria, pela NBR NM 248 [10],
massa especifica, a partir das NBR NM 52 [11] para agregados mitidos e NBR NM 53 [12]
para agregados graudos. Ainda foi determinada a umidade total de agregados mitidos, tendo
como base a NBR 9.939 [13].

Foi substituida a areia pelo vidro moido nas porcentagens de 5, 10 e 50%. Também
foram moldados corpos-de-prova sem a substituicao de vidro moido, a fim de se obter uma
amostra testemunha. O trago utilizado para o experimento foi o padrdao 1:5 com teor de
argamassa de 55%, com a utilizagdo de cimento Portland (CP II-Z-32 Tocantins), areia
grossa, brita zero e do aditivo FRITZ Supercizer 2 (superplastificante). Para a obtencao
de um concreto com boa trabalhabilidade e boa consisténcia (slump test) que seria maior
que 8 cm para vigas e 12 cm para pilares, para se evitar o segregamento. Foram realizados
diferentes tracos, até que se obteve um traco que atendeu aos requisitos de trabalhabilidade
e slump (maior que 12 cm). Assim, o trago adotado foi na relagdo cimento:areia grossa:brita
zero: agua:aditivo de 1:2,3:2,7:0,55:0,0045, respectivamente.

A quantidade de materiais para cada rodagem de concreto foi baseada no trago unitdrio
em massa, considerando-se as umidades dos materiais. Visto que, para cada traco rodado
de concreto seriam necessarios 15 corpos-de-prova de dimensoes de 20 cm de altura e 10 cm
de didmetro, foi utilizada a Equagdo (1) para obtencao da quantidade de materiais.

v
1 a b )
E+17a+17b+a/c

Mc = (1)
onde M, = massa de cimento por volume, pc = massa especifica do cimento, pa = massa
especifica da areia, pb = massa especifica da brita, a/c = relagio dgua cimento e v = volume.

A partir da massa de cimento foram calculadas as massas dos outros materiais, de acordo
com o trago. Com as porcentagens de substituicao, a areia foi sendo substituida pelo vidro
em cada trago. Como a pasta do concreto tende a aderir as paredes da betoneira, geralmente
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é recomendavel fazer uma lubrificagdo prévia da mesma com um concreto trago 1:2:3, com
1 kg de cimento. Para isso, molhou-se previamente a betoneira, foi acrescentada a brita,
agua e areia. Acrescentou-se mais dgua até a formagao de um concreto com a trabalhabi-
lidade adequada. Retirou-se entao o material com a betoneira em movimento, desligou-se
a betoneira, de onde foi retirado o restante do concreto, deixando-se uma camada de pasta
aderida por toda a cuba. Apds a lubrificacdo da betoneira, colocou-se a brita, o cimento e
a areia, sempre sendo intercalados com agua.

O ensaio do Slump test foi determinado de acordo com a NBR NM 67 [14], e realizado
duas vezes para cada um dos quatro concretos rodados. Para o ensaio foram utilizados
molde do cone, placa, haste de socamento e régua milimetrada. Primeiramente, o molde
e a placa foram umedecidos e colocados em posicao. Colocou-se os pés sobre as aletas do
molde para fixd-lo e foram colocadas 3 camadas de concreto fresco, cada uma com 1/3
do volume do molde, compactando-se cada uma das camadas com 25 golpes, distribuidos
uniformemente sobre a se¢ao de cada camada. Apods isto foi nivelada a borda do cone com
a haste, e a placa foi limpa antes da retirada do molde, levantando-o cuidadosamente na
vertical. Imediatamente apds a retirada do molde, foi medido o abatimento do concreto,
determinado pela diferenga entre a altura do molde e a altura do eixo do corpo de prova
desmoldado, medido pela régua.

Foi realizada a moldagem dos corpos de prova para cada porcentagem de acordo com a
NBR 5.738 [15]. Os equipamentos utilizados foram moldes cilindricos de dimensées 20 cm
de altura e 10 cm de didmetro, e haste de adensamento. De acordo com esta norma, para
corpos de prova cilindricos com diametro de 10 cm, o niimero de camadas de adensamento
para um adensamento manual é de duas camadas com doze golpes para cada camada. Desta
forma, para o procedimento de moldagem dos corpos de prova, primeiramente os moldes e
suas bases receberam uma camada de 6leo mineral em sua parede interna. Foi retirado o
excesso de material com o rasamento feito pela haste. O procedimento foi realizado para os
15 corpos de prova de cada concreto rodado.

Apés o molde dos corpos de prova, estes foram colocados em local protegido, livre de
vibragoes e de qualquer causa que pudesse perturbar o concreto durante as primeiras 24
horas. Devido a indisponibilidade de camara fria para a cura dos corpos de prova, foi
utilizada uma caixa d’dgua, com mistura saturada de agua e cal, para atender as condigoes
de cura dos corpos de prova. Apds as primeiras 24 horas, de cura inicial, os corpos de prova
foram desmoldados e colocados na caixa d’dgua até o dia do seu rompimento.

O ensaio de compressao foi realizado de acordo com a NBR, 5.738 [15] para cada porcen-
tagem de substitui¢do de areia por vidro, nas idades de 7 e 28. Os corpos de prova foram
tirados do local de cura e levados imediatamente para o local de ruptura, mantendo-se as
condicoes de temperatura, durante o ensaio, semelhantes as condigoes de cura. Os resultados
de forga foram obtidos automaticamente pela maquina no momento da ruptura, em kN.

A altura e o didmetro dos corpos de prova foram considerados iguais aos do molde, 20
cm de altura e 10 cm de diametro. E para o cdlculo da resisténcia, para cada um dos quatro
concretos rodados foram ensaiados & compressao cinco corpos de prova por idade de ruptura
(7 e 28 dias), utilizando a Equagéo (2), conforme prescreve a norma.

4F
fczm7 (2)

onde fc = resisténcia a compressao(MPa), F' = for¢a méxima alcangada(N) e D = diametro
do corpo-de-prova(mm).
A partir das porcentagens média retida e acumulada em cada peneira foi possivel o célculo
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do médulo de finura, da dimensao méxima caracteristica e o tragado da curva granulométrica
de cada agregado, como mostra a Tabela 1.

Tabela 1. Composicao granulométrica e caracteristicas dos agregados utilizados na pesquisa

Composicao granulométrica

Vidro Areia Grossa Brita Zero
Peneiras (mm) Porcentagem retida(%)
12,5 0 0 4,41
9,5 0 0 35,03
6,3 0 0 40,11
4,75 0 0 14,67
2,36 9,29 8,28 0
1,18 44,92 26,79 0
0,6 24,4 31,23 0
0,3 15,75 26,49 0
0,15 42 5,83 0
Fundo 1,44 1,38 0
Caracteristicas dos agregados
Vidro Areia Grossa Brita Zero
Moédulo de finura 3,35 3,011 6,34
Dimensao méxima caracteristica(mm) | 4,75 4,75 12,5

A Tabela 1 mostra que o vidro e a areia grossa apresentam maédulos de finura proximos
e dimensOes maximas caracteristicas iguais. Pode-se também observar que o vidro possui
maior quantidade de finos. Também foram verificadas as umidades e os pesos especificos do
vidro e da areia, apresentados na Tabela 2.

Tabela 2. Propriedades dos materiais

Umidade Massa Massa esp. sat. Massa esp. Absorcao
Média especifica sup. seca aparente de agua
(%) (g/ecm?) (g/em?) (g/em?) (%)
Vidro 0 2,457 - - -
Areia 0,671 2,625 - - -
Brita - 2,458 2,505 2,580 1,911

Na época do ensaio, a umidade relativa do ar estava baixa, justificando a baixa umidade
da areia e provavelmente a umidade nula do vidro. A partir das massas especificas foi
possivel observar que a massa especifica média do vidro e da areia sao proximas.

Para a determinacao do trago para o experimento foram necessarias algumas tentativas
para que fosse utilizado um trago adequado para o estudo, que visava a utilizagao do concreto
para qualquer atividade, inclusive para pegas estruturais. O trago de referéncia que ofereceu
uma boa trabalhabilidade e abatimento (slump) adequado foi o destacado na Tabela 5, ¢ a
partir dele foram obtidos os demais tragos para os concretos com substitui¢coes de areia por
vidro.
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Tabela 3. Tracos dos concretos utilizados na pesquisa

Concretos Trago do concreto )
Cimento Areia Grossa Vidro Moido Brita Zero Agua Aditivo
Referéncia 1 2,3 0 2,7 0,55  0,0045
5% de substituicao 1 2,185 0,115 2,7 0,55  0,0045
10% de substituicao 1 2,07 0,23 2,7 0,55 0,0045
50% de substitui¢ao 1 1,15 1,15 2,7 0,55  0,0045

Com os tragos definidos foi possivel o calculo das quantidades necessarias de cimento para
cada tipo de concreto rodado (Tabela 4), a partir da Equagéo 1 , sendo que, inicialmente,
foi definido a necessidade de 15 corpos-de-prova por concreto rodado.

Tabela 4. Quantitativo de corpos de prova, volume de concreto e massa de cimento por tipo
de concreto

Corpos-de-prova Quantitativo de materiais
Volume de Massa de Massa de
Concretos Total 3 . .
concreto(em?)  cimento(kg) cimento
Considerada(kg)
Referéncia 15 23561,95 8,29 10
5% de substituicao 15 23561,95 8,28 10
10% de substituicao 15 23561,95 8,27 10
50% de substituicao 15 23561,95 8,20 10

A partir das quantidades necessédrias de cimento, do traco e da umidade dos materiais
foi obtido o quantitativo de materiais cimento, areia grossa, vidro moido, brita zero, agua e
aditivo, em kg, para cada tipo de concreto rodado (Tabela 5).

Para cada concreto rodado foram realizados dois abatimentos e assim obteve-se o slump
médio, representado na Tabela 6. Os abatimentos obtidos foram maiores que 12 cm, que é
o valor minimo para pilares, assim, como o estudo foi realizado com o objetivo do uso para
qualquer tipo de concreto, considerando também o concreto estrutural, os resultados de
slump foram satisfatérios. A obtencdo de abatimentos maiores foi possivel, provavelmente,
devido ao aditivo superplastificante utilizado. De acordo com o fabricante , o superplastifi-
cante Supercizer 2 quando adicionado na quantidade normal de dgua de amassamento pode
produzir um concreto com aumento de até 18 cm de slump.

Também foram realizadas as andlises das resisténcias para cada porcentagem de substi-
tuicao comparando os resultados por dias de ruptura, ou seja, para cada porcentagem foi
analisada a mudanga de resisténcia com o tempo.

Tabela 5. Quantitativo dos materiais para cada tipo de concreto

Concretos Quantitativo de materiais (kg) )
Cimento Areia Grossa Vidro Moido Brita Zero Agua Aditivo
Referéncia 10 23,154 0 27 5,346  0,0045
5% de substituicio 10 21,997 1,150 27 5,353 0,0045
10% de substitui¢ao 10 20,839 2,300 27 5,361  0,0045
50% de substitui¢ao 10 11,577 11,500 27 5,423  0,0045
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Tabela 6. Abatimento dos concretos(Slump test)

Concretos Slump Médio (cm)
Referéncia 18,50

5% de substituigao 18,10

10% de substituicao 16,45

50% de substituigao 17,65

Por fim, para os resultados dos ensaios de resisténcia dos concretos foram realizadas
andlises estatisticas utilizando-se o software Assistat [17]. Primeiramente foram analisadas as
resisténcias por dia de rompimento, ou seja, para cada dia de rompimento foram comparadas
as resisténcias de cada porcentagem de substituigao (0, 5, 10 e 50%), utilizando o teste F e
o teste de Tukey. Para todas as andlises foram utilizadas significAncias ao nivel de 1% ou

5%.

3 Resultados e Discussao

A Tabela 7 mostra que as resisténcias a compressao aos 7 dias, para todas as porcentagens
de substituicdo nao apresentaram diferenca significativa, de acordo com o teste de Tukey.
Estes resultados comprovam que a porcentagem de substituicao de areia por vidro moido
nao traz beneficio ao concreto na cura de sete dias.

Porém, para a idade de 28 dias, existe diferenca significativa entre os resultados, sendo
que os resultados da amostra testemunha e porcentagem de 50% nao apresentam diferenca
significativa entre si, assim como, as porcentagens de 5% e 10% nao apresentam diferenca
significativa, no entanto, comparando a amostra testemunha e 50% com 5% e 10%, verifica-
se que a diferenca é significativa. Neste caso, substituindo 5 ou 10% de areia do concreto
por vidro moido obtém-se resisténcia maior do que um trago padrao, representado pela
testemunha (Tabela 7).

Tabela 7. Resisténcia (MPa) para cada porcentagem de substitui¢do de areia por vidro.

Idades Testemunha 5% 10% 50%
7 13,692¢ 16,484* 16,726 13,01¢
28 14,75 91,2449 19,408% 15,454

Letras iguais na mesma linha nao diferem significativamente pelo teste de Tukey a 5%

Os resultados obtidos para a resisténcia do concreto, nas idades definidas no estudo,
mostraram que os concretos com substituicdo parcial de areia por vidro na faixa de 5%, 10%
apresentaram resultados melhores que o préprio concreto de referéncia.

Como no experimento o vidro obteve maior quantidade de finos que a areia utilizada,
estes resultados podem ter ocorrido devido ao efeito pozolanico, mencionado por Shao [8],
0s quais apontaram que a granulometria mais fina do vidro traz uma condi¢do de material
pozolénico ao vidro, até porque a pozolana tem a propriedade de reagir e se combinar com
o hidréxido de célcio, formando compostos estaveis de poder aglomerante como silicatos e
aluminatos de célcio hidratado [18]. Assim, em compostos a base de cimento Portland, como
o concreto, a utilizacao de pozolana resulta em uma produgao extra de silicatos de célcio
hidratados, que sao mais estdveis e beneficiam o produto.
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O concreto com 50% de substituigao, nas idades de 7 e 28 dias, proporcionaram resultados
inferiores as demais substitui¢oes, mostrando que, provavelmente, substitui¢bes com maiores
porcentagens de vidro poderiam conduzir a valores mais baixos. No entanto, os resultados
de 50% de substituicao foram préximos aqueles atributos como referéncia.

E oportuno mencionar, que o aumento da massa de substituicao de areia por vidro, leva
a diminuicdo da resisténcia, provavelmente devido & menor forca de ligacdo entre pasta e
agregado, em comparacao com a forga de ligagdo com o uso total da areia como agregado
miido [19], sem perder de vista que a substituigdo parcial da areia por vidro geralmente
proporciona resultados semelhantes ao concreto convencional [20].

De um modo geral os resultados da resisténcia dos concretos foram baixos, podendo-se
atribuir ao trago escolhido, o qual utilizou uma relagdo dgua/cimento (0,55), considerada
alta. Segundo [21] a relagio dgua e cimento (a/c) é considerada como parametro extrema-
mente importante para o concreto estrutural. Porém, mesmo com os resultados baixos de
resisténcia, o objetivo de comparacao entre concretos nao foi comprometido.

4 Conclusao

A substituicao parcial da areia por vidro no concreto é possivel, produzindo resultados
convincentes. A faixa de substituicao de 5 a 10% propicia resultados superiores & amos-
tra testemunha, e que para até 50% de substituigdo nao hé diminui¢ao significativa no
que se refere a resisténcia & compressao. Tal pratica pode tornar-se vidvel mecanicamente
e necessaria, pois a obtencao do vidro é facilitada, devido as garrafas serem materiais nao
retornéveis, estando a exigir destinagao adequada, além do impositivo da cada vez mais cres-
cente busca por técnicas efetivamente sustentaveis na producgao de concreto na construcao
civil.

Entretanto, para uma melhor avaliacao de tal experiéncia propoe-se a continuacgao dos
estudos visando o aprimoramento da técnica, particularizando para o uso de tracos mais
fortes para o concreto, diferentes relagoes dgua/cimento, redugéo na granulometria do vidro
moido utilizado, verificacdo da porcentagem critica onde a resisténcia realmente tende a
decrescer, além das resisténcias para concretos com mais de 50% de substituicao.
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Resumo: A preocupacdo com o meio ambiente e o modo como as atividades econdmicas
nele se organizam, tem sido tema de varios estudos. Muitos insetos atuam, disseminando
cultivos importantes para a sobrevivéncia do homem. Uma saida mais coerente é fazer uso
de préaticas de manejo integrado de pragas, que tem como proposito, manter a densidade
populacional de um organismo abaixo do nivel de dano econémico, sem a necessidade da uti-
lizagao de pesticidas quimicos (agroquimicos). Neste sentido, se encaixa um termo conhecido
por muitos pesquisadores da drea de ecologia quimica, que sdo os Antifeedants- Substancias
capazes de inibir a alimentagdo do inseto, por mecanismos fisiologicamente complexos. O
objetivo dos pesquisadores acerca deste tema envolve a possibilidade de extrair das plantas
um bioinseticida que, portanto, ndo cause danos ambientais e/ou sociais, como ocorre ao
se fazer o uso indiscriminado dos pesticidas sintéticos. A sintese quimica, entretanto, pode
contribuir muito, na formulacao de um bioinseticida, utilizando como protétipo a molécula
isolada de determinada planta. Neste estudo pretende-se fazer uma revisdo da literatura
em torno da ac@o antialimentar (“antifeedants”) que determinados compostos, naturais ou
sintéticos, podem exercer em insetos, aqui encarados como pragas agricolas.

Palavras-chave: bioinseticidas; controle de pragas; inibicao alimentar.

Abstract: The concern about the environment and the way in which economic activities
are organized in it has been the subject of many studies. Many insects have the task of
disseminating cultivations that are important for human survival. A more coherent way out
is to make the use of practices of integrated pest management, which has the purpose of kee-
ping the population density of an organism below the level of economic damage, without the
need of chemical pesticides (agrochemicals) utilization. In this sense, appears a well-known
term among researchers in the field of chemical ecology: the “Antifeedants” — Substances
capable of inhibiting the feeding of the insect by physiologically complex mechanisms. The
objective of researchers on this theme involves the possibility of extracting from plants a
bioinsecticide that, therefore, does not cause environmental and/or social damages, which
happens when the indiscriminate use of synthetic pesticide is made. The chemical synthesis,
however, can contribute greatly to the formulation of a bioinsecticide, using as a prototype
the isolated molecule from a certain plant. This study intends to review the literature on
the antifeedants action that certain compounds, natural or synthetic ones, may exert on
insects, here displayed as agricultural pests.

Key words: bio-insecticides; pest control; feeding inhibition.
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1 Introducao

O enorme aumento da populagao impoe a necessidade da producao de maior volume de
alimentos, o que depende nao s6 das boas praticas de cultivo, como também do controle das
pragas, antes e apds a colheita. As pragas provocam importantes danos para as culturas,
trazendo a necessidade continua da utilizacao de eficazes agentes de controle, sendo estes
em maior parte, quimicamente sintetizados [1].

A maioria dos pesticidas convencionais, organoclorados, tal como o diclorodifeniltriclo-
roetano DDT, endosulfan, e pentaclorofenol ou organofosforados: clorpirifés, monocrotofés
e malation, sdo considerados altamente téxicos para péassaros, animais selvagens e humanos.
Devido a esse proposito, muitos deles foram proibidos em varios paises ou estao prestes a
serem proibidos [2].

O uso de insumos quimicos, como pesticidas tém conferido aumentos significativos a
producao e a produtividade agricola. No entanto, as consequéncias negativas de tal uso tém
aumentado muito. Estas consequéncias incluem danos as terras, & pesca, fauna e flora. Além
disso, pode ocorrer ainda, a destruicao nao intencional de predadores benéficos de pragas,
aumentando assim a acao de muitas espécies de pragas agricolas. Vale ressaltar ainda, o
aumento da mortalidade e morbidade de seres humanos devido a exposicao a pesticidas,
registrados especialmente nos paises em desenvolvimento [3].

Devido aos impactos negativos do uso de substancias inseticidas téxicas em longo prazo,
busca-se o isolamento e aplicagao de “inseticidas naturais” conhecidos como “antifeedants”,
que atuam no sistema nervoso central dos insetos [1]. Ao longo do tempo estes “inseticidas”
vém sendo estudado por apresentar vantagens como a facilidade de degradacao, raro desen-
volvimento de resisténcia pelos insetos, e menos danos aos seres humanos, animais e plantas
[4, 5].

Um “antifeedant” é considerado como fator de impedimento da alimentagao de insetos,
podendo ser percebido quer pela estimulacao de receptores especializados ou pela distorcao
da funcao normal de neurénios, que percebem compostos fagoestimulantes. Alguns “antife-
edants” vegetais influenciam a atividade alimentar através de uma combinagao destes dois
principais modos de agéo [6]. De maneira simplificada, um “antifeedant” é uma mistura de
compostos de origem natural ou sintética, que pode inibir a alimentacao de um inseto-praga,
favorecendo a qualidade e conservagao dos insumos agricolas.

O contato por meio das quimiossensagoes promove comportamentos essenciais para so-
brevivéncia dos insetos. Entre estes comportamentos, estd aquele que inibe a alimentagao,
devido & acdo de determinados compostos, “antifeedants”. A resposta fisioldgica frente a
estes inibidores alimentares ocorre por meio dos receptores gustativos [7, 8].

Em geral, os “antifeedants” nao sao agressivos ao meio ambiente e, podem atuar nas
diferentes culturas através de defesa quimica [5]. Uma atividade significativa é, por ve-
zes, observada a baixas concentracoes, o que pode gerar uma especificidade, na atuagao
contra um grupo restrito de insetos-pragas, ou seja, outras espécies de insetos ficam ilesas
[4, 5]. Um exemplo em que se observa boa resposta com baixa concentragdo, ocorre com
o composto isolado da Azadirachta indica (A. Juss., 1830), chamado de azadiractina, que
mostra um EC50 de 0,05 ppm (concentracao na qual a substancia provoca efeito adverso
observado em 50% dos individuos observados), sendo este considerado um potente antiali-
mentar [9]. A azadiractina é tida um potencial biopesticida, de forma que, inibe fortemente
a alimentagdo, o crescimento e desenvolvimento de Alphitobius diaperinus (Panzer, 1797)
(Coleoptera: Tenebrionidae) [7].

Apesar dos bons resultados ja encontrados, sabe-se que ainda é necessario muito estudo

57



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.19 | n°.1, Jan/Jun, 2017

acerca do assunto, pois fatores fisiolégicos nao seguem sempre regras, determinado inseto
pode responder a baixas concentracoes de um composto antialimentar e outros nao. Nos
gafanhotos, por exemplo, o nimero de receptores gustativos é grande e com baixa especifi-
cidade e em lagartas esse nimero ¢ baixo, mas com especificidade relativamente, alta [10].
Enquanto a azadiractina é um excelente composto antialimentar para o Schistocerca gregdria
(Forskal, 1775), com um EC50 de 0,05 ppm, o mesmo ndo mostra boa agao frente a outra
espécie de gafanhoto (Locusta migratoria) (Linnaeus, 1758), mesmo em concentragoes de
1000 ppm [9].

2 “Antifeedants” de origem natural

O interesse cientifico na aplicagdo de antifeedants para controle de insetos teve impulso
no final dos anos 1920, mas foi trés décadas mais tarde que as propriedades tnicas de
antifeedants foram verdadeiramente reconhecidos [5]. Desde entao, milhares de espécies
de plantas tém sido pesquisadas para avaliacao da presenca de metabdlitos com potencial
antifeedant [11]. Gujar e Mehrotra [12] afirmam que folhas e frutos da drvore tropical Neem
(Azadirachta indica) eram utilizados popularmente na India e no Sri Lanka, durante séculos
para proteger livros, roupas e alimentos armazenados dos danos causados por insetos-pragas,
porém sem nenhuma comprovagao cientifica. Somente em 1962, um estudo realizado por
Pradhan [13], evidenciou a agdo antialimentar do neem frente a uma espécie de gafanhoto S.
gregaria. Desde entao esta espécie de planta originaria da India, tem sido bastante testada
frente aos diferentes insetos-pragas pelo seu potencial para atuar no controle de pragas por
meio da sua acao antialimentar.

Dois estudos mais recentes foram realizados por Da Silva [14] e Reed [15], envolvendo a
Azadirachta indica. No primeiro, constatou-se que o extrato hidroalcodlico obtido a partir
de folhas de A. indica exerce efeitos antialimentares sobre Zabrotes subfasciatus, (Bohe-
man, 1833) uma vez que, o inseto tende a nao se alimentar das sementes do feijao (Proteus
vulgaris (Hauser 1885) que foram tratadas com o extrato hidrometandlico das folhas do
Neem. Enquanto Reed [15], mostrou que dois compostos isolados do extrato etandlico do
Neem, também exercem efeito inibidor da alimentacao frente a Acalymma vittatum (Fabri-
cius, 1775), um besouro que ataca o cultivo de pepino, sendo estes compostos chamados de
azadiractina e salannina.

A literatura também contém estudos da atividade antefeedants envolvendo fragoes ex-
traidas de plantas que sao ricas em Oleos essenciais, onde consequentemente estao compostos
terpénicos, conhecidamente ativos para essa atividade. Popovié¢ [16] relata que a fragdo de
6leo essencial de Ocimum basilicum (Linnaeus, 1753) apresentou um indice antialimentar
maior que 80% em larvas de Lymantria dispar (Linnaeus, 1758).

Uma classe de compostos organicos denominada diterpenos clerodano tem atraido con-
sideravel atencao devido ao potencial “antifeedants”, que é de longe a bioatividade mais
estudada desses diterpenos. De acordo com estudos anteriores, mais de 300 clerodanes na-
turais e semisintéticos foram testados em laboratério, produzindo varios compostos com
potente atividade “antifeedant” [17, 18].

Metabdlitos secundarios do tipo Clerodano ja foram encontrados em vérias espécies de
plantas de vérias familias e nos organismos de outros grupos taxonomicos, tais como fun-
gos, bactérias e esponjas marinhas [19, 20]. Especialmente diversos géneros de plantas da
familia Labiatae e Verbenaceae ja foram identificados como fontes ricas em clerodanos “anti-
feedants”; as espécies do género Scutellaria (Labiatae), produzem alguns dos mais potentes
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clerodanos “antifeedants” [19, 21].

Em trabalhos realizados por Coll e Tandrén [18] uma nova familia de diterpenos ex-
traido da Teucrium fruticans (Linnaeus, 1753) denominado fruticolone 6-acetilteucjaponin
B mostrou atividade “antifeedants” semelhante a dados, anteriormente relatados por Sosa
[22].

Os compostos terpénicos tém sua atividade “antifeedants” avaliada hé bastante tempo.
Em 1981, Kubo e Ganjian [23], j4 relataram a agdo de terpenos isolados das espécies War-
burgia ugandenses (Sprague, 1906) e Warburgia stuhlmannii (Engler, 1895), comumente
encontradas na Africa Oriental em larvas de Spodoptera exempta (Walker, 1856) e Spodop-
tera litura (Fabricius, 1775).

Entre os inibidores de alimentacao natural, que vai além dos terpenos citados acima,
existem também muitos compostos com um radical lactona [24, 25]. Estudos anteriores
tém demonstrado que a introdugao de um grupamento lactona em estruturas de compostos
tais como (+)-limoneno, (R)-(—)-mirtenol, (—)-a-pineno, (4)-3-careno, (£)-canfeno aumenta
consideravelmente a agdo “antifeedants” em insetos [26, 27, 28]. As plantas das familias
Asteraceae e Apiaceae sdo particularmente ricas em lactonas [29)].

Os taninos também atuam na defesa contra pragas, devido ao seu potencial de se comple-
xarem com proteinas digestivas dos insetos, através da formacao de ligagdes de hidrogénio
[30]. Os taninos sdo compostos fendlicos, onde estdo presentes grupos hidroxilas, indis-
penséaveis para a formagao das ligagoes de Hidrogénio, uma interacao quimica comum entre
muitas moléculas organicas.

Em geral, os taninos condensados sao inibidores da digestao com menor efeito téxico,
quando comparados aos tependides [31]. No entanto, seus papéis como “antifeedants” depen-
dem de varios fatores, incluindo o sistema gustativo, glandulas salivares, e sistema digestivo
do inseto [32, 6]. Os taninos condensados sdo compostos fendlicos soliveis e agua com massa
molecular entre 500 e 3.000 daltons.

Em estudo realizado por Kathuria e Kaushik [33] faz uma comparagao entre o extrato
bruto de folhas da espécie Fucalyptus camaldulensise (Dehnh., 1832) e sua fracdo taninica,
quanto a inibi¢do alimentar das larvas de Helicoverpa armigera (Hiibner, 1809), de modo
que, lhe é ofertada, folhas de repolho tratadas com esses dois tipos de amostras. Como
resultado, eles perceberam a maior atividade da fracdo taninica, com 40% de inibicao na
alimentacédo larval, enquanto a atividade biolégica do Extrato de folhas foi inferior a 25%.
Este tipo de estudo envolvendo larvas de insetos-pragas, é recorrente em estudos de ecologia
quimica, tendo em vista que, essa fase do inseto provoca sérios danos a diversos tipos de
plantagoes.

Os “antifeedants” a base de compostos ativos de plantas, pertencem as classes de com-
postos orgénicos classificados como: cromonas, poliacetilenos, saponinas, cucurbitacinas,
acidos ciclopropandicos, fendlicos, alcaldides, varios tipos de terpenos e seus derivados, e
cada espécie de inseto pode processar estes alomonios de maneira especifica, de modo que, o
mesmo composto pode ter destinos e consequéncias muito distintas em diversas espécies de
insetos, o que aponta para diferentes mecanismos envolvidos nesta agdo antialimentar [6].
Portanto, nao existe um modelo tnico de resposta que justifique a agao antialimentar. Mui-
tos estudos com extratos de plantas estao relatados na literatura, mas estudos envolvendo
compostos isolados com uma quimica bem definida, ainda segue em avango. O Quadro 1
ilustra alguns destes trabalhos.
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Quadro 1. Classe de Compostos derivados de plantas relatadas por sua atividade antifeedants

(a partir de 2004).

Espécie Classe de Inseto(s) Referéncia
compostos alvo
Teucrium fruticans Neo-clerodane Spodoptera littoralis [34]Coll e Tandrén,
L. (Lamiaceae) j (Boisduval, 1833) (Noctuidae) 2005
Ajuga remota neo-Clerodane Spodoptera littoralis [18]Coll e Tandrén,
(Lamiaceae) ’ (Boisduval, 1833) (Noctuidae) 2004
Medicago sativa . Therioaphis maculata [35]Mazahery-Lagha et al.,
L (Febaceae) Saponina (Buckton) (Aphididae) 2011
Pieris formosa Diterpenos Helicoverpa armigera [36] Li, Chun-Huan et al.,
D. Don (Ericaceae) P (Hiibner, 1805) (Noctuidae) 2010
Angiopteris Heliothis Virescens
caudatiformis lactonas (Fabricius, 1777) (Noctuidae) [37]Yu, Yong-Ming et al.,
Hieron ‘ Plutella zylostella 2009
(Angiopteridaceae) (Linnaeus, 1758) (Plutellidae)
Croton Pectinophora gossypiella
jatrophoides Limonoides (Saunders 1844) (Gelechiidae) e [38]Nihei, Ken-ichi et al.,
Pax. Spodoptera frugiperda 2006
(Euphorbiaceae) (J.E. Smith, 1797) (Noctuidae)
Senecio madagascariensis Flavonoides Spodoptera littoralis [39]Burgueno-Tapia et al.,
(Asteraceae) (Boisduval, 1833) (Noctuidae) 2010
S. barba-johannis Flavonoides Leptinotarsa decemlineata (Say) [39]Burgueno-Tapia et al.,
(Asteraceae) (Boisduval, 1833) (Coleoptera) 2010
Melia Rhopalosiphum padi (L.)
azadirachta . (Koch, 1854) (Aphididae) e [40]Petroski e Stanley,
L Terpenoides Sitobion avenae (F.) 2009
(Meliaceae) (Fabricius, 1775) (Aphididae)
Lotus pedunculatus Cav Terpenoides Costelytra zealandica (white) [40]Petroski e Stanley,
(Fabaceae) ’ ) (Scarabaeidae) 2009
Myristica fragrans Hout Sitophilus oryzae
(Myristicaceae) e Derivados L. [41]Debnath et al.,
Cuminum cyminum L. lipidicos (Schoenherr, 1838) 2012
(Apiaceae) (Curculionidae)
Cryptomeria japonica . Locusta migratoria L. [42]Kashiwagi et al.,
(L.£) D.Don. (Taxodiaceae) | Scsduiterpenos (Linnaeus, 1758) (Acrididae) 2007
Pterocarpus macrocarpus Flavoniodes e Spodoptera litura F. [43] Morimoto et al.,
Kruz (Leguminosae) sesquiterpenos (Fabricius, 1775) (Noctuidae) 2006
Drimys winteri J. R. Sesauiternenos Spodoptera littoralis [44]Zapata et al.,
(Winteraceae) q P (Boisduval, 1833) (Noctuidae) 2009
Swietenia mahogani (L.) Limonoides Spodoptera littoralis [45]Abdelgaleil et al., ,
Jacq. (Meliacaea) ’ (Boisduval, 1833) (Noctuidae) 2013
Solanum tuberosum (L.) . . Trogoderma granarium [46] Nenaah,
(Solanaceae) Glicoalcaloides (Everts, 1899)(Dermestidae) 2011
Lansium domesticum Terpenos Sitophilus oryzae (L.) [47]Omar et al.,
Corr. Serr. (Meliacaea) P (Schoenherr, 1838) (Curculionidae) 2007
Xylocarpus granatum KD Limonoides Mythimna separata [48]Wu et al.,
K.D. Koenig. (Meliaceae) (Walker, 1865) (Noctuidae) 2008
Chlorozylon swietenia Spodoptera litura (F.) [1]Kiran et al.,
DC. (Rutaceae) Terpenos (Fabricius, 1775)(Noctuidae) 2006
Bobgunnia madagascariensis . Tribolium castaneum [49]Adeyemi et al.,
(Fabaceae) Flavonoide (Hubner.) (Tenebrionidae) 2010
Cassia fistula . Helicoverpa armigera Hibner [50]Duraipandiyanet et al.,
(Fabaceae) Antraquinona (Lepidoptera: Noctuidae) 2011
Y erncene) | Sesauiterpeno (kmen (N ST
Clerodendron infortunatum Lactona Helicoverpa armigera Hiibner [52]Abbaszadeh et al.,
L. (Lamialus: Lamiaceae) ’ (Lepidoptera: Noctuidae) 2014
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3 Fatores Quimicos

Os compostos conhecidos como “antifeedants” ou antialimentar, ou ainda inibidor de ali-
mentagao de insetos tém normalmente estruturas quimicas mais oxidadas ou insaturadas [6].
A presenca ou auséncia de atividade tem sido justificada pelas diferencas estruturais observa-
das. Estudos tém revelado que alguns fatores como caracteristicas moleculares, substituigao,
ponto de ebuli¢ao, lipofilia, conformagao, distribuigao eletronica, geometria, energias HOMO
e LUMO, podem predizer a capacidade de “antifeedants” [53].

A eficiéncia na atividade também tem sido relacionada & presenca de centros quirais nas
moléculas, de maneira que apenas um dos enantiomeros é o responsavel pela bioatividade
[54]. No entanto, isto ndo é regra e sendo assim, os testes biol6gicos devem incluir a avalia¢ao
da atividade de todos os estereoisdmeros possiveis dos compostos bioativos quirais [29].

De acordo com Wang et al. [53] os “antifeedants” mais desenvolvidos e aplicados séo
Terpendides, neste sentido esses autores analisaram uma série de compostos Terpendides,
sintetizados, para verificar estatisticamente a relagao entre estrutura quimica e atividade
“antifeedants” em relacdo a Lipaphis erysimi (Kalt.) (Hemiptera: Aphididae) e constatou
que fatores como teor de oxigénio, volume molecular, energia HOMO e LUMO e carga
positiva total sao fatores quimicos que interferem na atividade relacionada.

Existem algumas limitagoes para a producao em grande escala do terpenoides “antifee-
dants”, como baixas concentragdes nas plantas, a dificil extracdo e isolamento de terpenoide.
A sintese quimica de terpenoides “antifeedants”, é uma alternativa a extragdo, mas é pro-
blemética devido a complexidade da estrutura molecular e a presenga de centros quirais que
tornam sua sintese cara e demorada. Como uma possivel solugao, os terpenoides provenien-
tes da planta podem ser quimicamente modificados [53, 26].

Justamente, devido aos percalgos relatados acima, é que muitos trabalhos sao direciona-
dos para testes, que envolvem os compostos sintéticos, de origem comercial ou reacional (e
nao natural), baseados no conhecimento cientifico prévio, sobre quais as classes de compos-
tos sdo boas alternativas de inibidores alimentares. A exemplo, cinquenta e um compostos
derivados do etilcinamato (composto sintético de origem) foram sintetizados e testados por
Bohman et al. [55] onde os compostos mais potentes foram metil 3-phenylpropanoates mo-
nossubstituidos com grupos cloro, flior, ou metil e o 3,4-dicloro metil-3-fenilpropanoato de
metil.

Os acidos alcandicos de cadeia média, como por exemplo, o d4cido nonandico é relatado
como componente antialimentar para espécies adultas do gorgulho Hylobius abietis (Linna-
eus, 1758) [56]. De acordo com os mesmos autores, acidos de cadeia linear C6-C10 apresen-
tam acao antifeedants e a presenca de uma ramificagao metila, é suficiente para diminuir
essa acao.

A Cinamamida é conhecida por ter um efeito antialimentar quando usado como um re-
vestimento de sementes [57]. As saponinas sdo também “antifeedants” e mostram toxicidade
oral para animais superiores e inferiores. Modificacoes estruturais em saponinas tais como
a variagao no esqueleto de carbono, ou a hidrélise de glicésidos de saponina e outros con-
jugados, podem alterar os seus efeitos bioldgicos [44]. De maneira similar, a auséncia de
um grupo epdxido na estrutura quimica do terpeno chamado Limonina, leva a reducao da
atividade na molécula [58].

Muitos monoterpenos de origem vegetal tem sido avaliado como antialimentares de inse-
tos [59, 60, 61] revelam que os bons resultados obtidos quando os monoterpenos sao testados,
ocorrem devido a presenca de grupos carbonila (C=0) e cadeia lateral com ligagdes tripla
carbono-carbono (C=C). Além disso, segundo os autores, ficou evidenciado que a redugao
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da atividade dos monoterpenos, esta atrelada ao aumento da cadeia alquilica lateral, pro-
vavelmente devido ao efeito doador de elétrons desses grupos alquilas e ao aumento do
impedimento estérico.

4 Consideracoes finais

Observando os levantamentos e as consideracoes feitas pelos autores pode-se concluir que
os estudos que envolvem uma combinacgao ”interdisciplinaridade e atividade” podem ajudar
no desenvolvimento de um “coquetel” de inibidores de alimentacao que podem ser utilizados
como uma formulagdo personalizada contra uma determinada categoria de praga, isto é,
desenvolver potenciais biopesticidas.

Apesar de a aplicagao pratica de “antifeedants” ainda ser limitada e poucos deles, na-
turais ou sintéticos serem comercialmente disponiveis, a ideia geral parece ser a aplicagao
dos “antifeedants” de maneira ampla, isto é, para grande nimero de diferentes pragas alvo
ou partes da planta. Outra vertente, bastante questionada, inclui as pesquisas com plantas
geneticamente modificadas, como uma possibilidade para produzir as substancias ativas an-
tialimentar em quantidades elevadas o suficiente, para proteger as plantas de danos causados
pelos insetos herbivoros.
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Resumo: O uso de bioativos provenientes de fontes naturais requer a extracao e purificacao
destes compostos para aplicacao em aditivos e ingredientes alimentares, farmacéuticos e
cosméticos. Este trabalho teve por objetivo validar a quantificagao de compostos fendlicos
a partir da microalga Spirulina sp. LEB-18. A validacdo da metodologia seguiu o Instituto
Nacional de Metrologia, Normalizacao e Qualidade Industrial (INMETRO) e International
Conference on Harmonisation (ICH), sendo avaliados os parametros de especificidade, linea-
ridade, robustez, limite de detecgao, limite de quantificag@o, precisao e exatidao. O método
apresentou coeficiente de correlacao de 0,9978, confirmando a linearidade do método. Nas
andlises de precisao intermedidria para amostras desengorduradas nao houve diferenga sig-
nificativa (p ; 0,05) entre analistas e o desvio padrao relativo ndo ultrapassou de 2%, assim
como na anélise de reprodutividade de amostras in natura integral e desengordurada. Na
analise de exatidao observou-se boa recuperacao, dentro da faixa de 80 a 120%. A validacao
da metodologia analitica demonstrou-se apropriada para determinar a concentragao de com-
postos fendlicos em extratos de Spirulina sp. LEB-18.

Palavras-chave: compostos fendlicos; linearidade; microalga; validacao analitica.

Abstract: The use of bioactive compounds in the preparation of food additives and ingre-
dients as well as pharmaceuticals and cosmetics, requires the extraction and purification of
these compounds from natural sources. This study aimed to validate the quantification of
phenolic compounds in Spirulina sp. LEB-18 samples. The validation of the methodology
followed INMETRO and ICH, and evaluated the specific parameters, linearity, ruggedness,
detection limit, quantification limit, precision and accuracy. The method presented cor-
relation coefficient of 0.9978, confirming the linearity of the method. In the intermediate
precision analysis to degreased samples there was no significant difference (p ¢, 0.05) between
analysts and the relative standard deviation did not exceed 2%, as well as the reproducibility
of analysis of samples in natura full and degreased. For accurate analysis good recovery was
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observed within the range of 80 to 120%. Validation of analytical methodology proved to be
suitable for determining the concentration of phenolic compounds in extracts from Spirulina
sp. LEB-18.

Key words: phenolic compounds, linearity, microalgae, analytical validation.

1 Introducao

A microalga Spirulina é uma cianobactéria filamentosa, que, possui como metabolismo
principal a fotossintese onde a fonte principal de energia é a luz solar. A Spirulina é cons-
tituida de altos teores de proteinas (64-74%), cidos graxos poli-insaturados e vitaminas além
de propriedades antioxidantes e antimutagénicas, devido a presenga de compostos fendlicos,
favorecendo o seu uso como alimento funcional [1, 2].

Compostos fendlicos sao substancias que possuem anel aroméatico, com um ou mais gru-
pos substituintes hidroxilicos, incluindo seus derivados funcionais (ésteres, metil ésteres,
glicosideos, dentre outros). A natureza dos polifendis varia a partir de simples moléculas
como os acidos fendlicos, até as altamente polimerizadas como os taninos. Estudos sobre
compostos bioativos extraidos de microalgas tém enfatizado e demonstrado a sua ativi-
dade antioxidante, antiinflamatodria, antimicrobiana, antifingica, citotéxica e propriedades
de inibi¢do enzimdtica entre outras [3, 4, 1]. Estas caracteristicas tém despertado interesse
no uso terapéuticos das microalgas, para cura ou prevencao de doengas cronicas tais como
diabetes, hipertensdo, hipercolesterolemia e outras [5]. Dentre as microalgas, destaca-se a
Spirulina, classificada como GRAS (Generally Recognized As Safe) emitido pelo Food and
Drug Administration (FDA) [6].

A extragao e purificacido de fitoquimicos a partir de fontes naturais sdo necessarias, uma
vez que estes bioativos sao muitas vezes utilizados na preparagao de suplementos dietéticos,
nutracéuticos, ingredientes para alimentos funcionais, aditivos alimentares, produtos far-
macéuticos e cosméticos [7]. Por isso, é essencial a valida¢ao de uma metodologia especifica,
robusta, sensivel, precisa e exata para a detecgao de compostos fendlicos da microalga Spiru-
lina sp. LEB-18, constituindo-se de fundamental importancia para o controle de qualidade
dos produtos, e sendo parte das normas de Boas Préticas de Fabricacao e Controle [8, 9]. A
Resolugao Especifica (R.E.) n°® 899, de 29 de maio de 2003, “Guia para validagao de métodos
analiticos e bioanaliticos” da ANVISA [10], determina que para validar uma metodologia faz-
se necessario avaliar os seguintes parametros: especificidade, linearidade, robustez, limite de
detecgao (LD), limite de quantificagdo (LQ), precisdo e exatiddo. Apesar das vantagens in-
discutiveis na utilizacao da técnica cromatogréifica CLAE, esta apresenta algumas limitagoes
como o alto custo da instrumentacao e da operagao, tempo relativamente longo de analise e
ainda a necessidade de experiéncia no manuseio do equipamento e tratamento de amostras
[11].

O objetivo deste trabalho foi validar a quantificacao de compostos fendlicos em amostras
de microalga Spirulina sp. LEB-18 seguindo normas do INMETRO e ICH.
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2 Desenvolvimento

2.1 DMateriais

A microalga Spirulina sp. LEB-18 foi fornecida pelo Laboratério de Engenharia Bi-
oquimica da FURG. Amostras in natura integrais e desengorduradas pelo método de Soxhlet
utilizando éter de petrdleo [12] foram utilizadas.

As analises foram realizadas nos Laboratérios de Ciéncia de Alimentos e de Engenharia
Bioquimica da FURG. Como padrao para quantificagao dos compostos fendlicos, foi utilizado
o 4cido gdlico (Merck), com grau de pureza de 99% em espectrofotémetro UV-Vis marca
Varian, modelo Cary 100.

2.2 Métodos

2.2.1 Extracao dos compostos fendlicos

Os compostos fendlicos da biomassa Spirulina sp. LEB-18 foram extraidos a frio com
metanol, na proporcao de 1:5 (p/v) a 25°C durante 60 minutos, sob agitacao orbital (Tecnal,
TE-141) a 160 rpm, com uma interrupgdo de 15 minutos e agitagdo novamente por mais
60 min, com a adicao do solvente (10 mL), seguida por particdio com hexano. As solugoes
metandlicas foram secas em rotaevaporador (Quimis®, Q-344B2) e o residuo foi dissolvido
em dgua destilada. O extrato foi clarificado com 5 mL de hidréxido de bério 0,1 mol/L e
5 mL de sulfato de zinco a 5%, deixado em repouso por 20 minutos, centrifugado a 3220g
por 15 minutos, filtrado e avolumado com agua destilada em baldao volumétrico. O conteido
fenolico livre foi determinado pelo método de Folin-Ciocalteu, que consiste na oxidacao dos
fenolatos, reduzindo os acidos a um complexo azul Mo-W devido a solucao de {fons complexos
poliméricos formados a partir de heteropoli-acidos fosfomolibdicos e fosfotingsticos [13],
permitindo a determinacdo da concentragdo por espectrofotometria (Varian, Cary 100) no
comprimento de onda 750 nm, utilizando uma curva padrao de 4cido gélico (2,5 a 22,5

pg/mL) [14].

2.3 Parametros de validacao
2.3.1 Faixa de trabalho e linearidade

A linearidade do método foi verificada através da leitura em espectrofotémetro (750nm)
a partir de uma curva padrao de acido galico cujas concentracoes variaram de 2,5 a 22,5
ng/mL. Através dos valores de absorvancia obtidos, construiu-se um gréfico de concentracao
versus absorvéancia utilizando-se como critério de aceitagao um coeficiente de correlagao (R)
maior que 0,90 de acordo com o INMETRO [15] e maior ou igual a 0,99 de acordo com a
ANVISA [10]. Com os dados da curva de calibragéo, calculou-se o coeficiente angular da
reta e o seu ponto de intersecgao no eixo y, conforme Equacgao 1.

y=az+b, (1)

sendo y = resposta média, x = concentracdo, a = inclinagao da curva de aceitagdo (sensibi-
lidade) e b = interceptagdo com o eixo y.
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2.3.2 Sensibilidade, limite de detecgao (LD) e limite de quantificacao (LQ)

A sensibilidade foi determinada simultaneamente ao teste de linearidade e expressa pelo
coeficiente angular da curva de calibragao, sendo dependente da natureza do analito e da
técnica de detecgao [16] e calculada de acordo com a Equagao 2.

dy

S = dz’ (2)

sendo S = sensibilidade, dx = variacao da resposta e dy = variagao da concentragao.
O LD foi calculado pela soma das médias dos brancos (9 repetigdes) mais trés vezes o
desvio padrao dividido pela sensibilidade do método conforme Equagao 3 [17].

T+ 3s
LD =
L, 3)

sendo T = média dos valores dos brancos e s = desvio padrao dos brancos.

O limite de quantificagdo (LQ) foi estabelecido como o padrao de calibragdo da curva
analitica de menor concentragio (excluindo o branco) medido de forma quantitativa com
nivel aceitavel de precisdo e exatiddao conforme Equagdo 4, foram analisados 10 brancos e
calculados a média e o desvio padréao [17].

LQ=i+SIOS, (4)

2.3.3 Precisao

Este parametro foi medido a partir da repetitividade dos resultados, utilizando a curva
da faixa de trabalho. A precisdo da metodologia foi expressa em termos de desvio padrao
relativo [18]. Neste estudo, a preciséo na validagao de métodos foi considerada em trés niveis
diferentes: repetitividade, precisdo intermediaria e reprodutibilidade.

2.3.3.1 Repetitividade

A repetitividade representa a concordancia entre os resultados de medigoes sucessivas
de um mesmo método, efetuadas sob as mesmas condi¢oes de medicao, chamadas condigoes
de repetitividade: mesmo procedimento; mesmo analista; mesmo instrumento usado sob as
mesmas condi¢oes; mesmo local e repetigdes em um curto tempo. A repetitividade envolve
varias medigoes da mesma amostra, em diferentes preparacgoes é, algumas vezes, denominada
precis@o intra-ensaio [19, 20] ou intra-corrida [10] e pode ser expressa através da estimativa
do desvio padrao relativo.

2.3.3.2 Precisao intermediaria

Indica o efeito das variacbes dentro do laboratério devido a eventos como diferentes
dias ou diferentes analistas ou diferentes equipamentos ou uma combinacao destes fatores
[21]. A precisdo intermedidria é reconhecida como a mais representativa da variabilidade
dos resultados em um tunico laboratério e, como tal, mais aconselhavel de ser adotada.
O objetivo da validagao da precisao intermediaria é verificar que no mesmo laboratério o
método fornecerd os mesmos resultados. A precisao intermediaria pode ser expressa através
da estimativa do desvio padrao relativo.
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2.3.3.3 Reprodutibilidade

E o grau de concordancia entre os resultados das medigoes de uma mesma amostra,
sob diferentes condicoes [15]. A reprodutibilidade refere-se aos resultados dos estudos de
colaboragao entre diferentes laboratoérios e deve ser considerada em situacées como a padro-
nizacao de procedimentos analiticos a serem incluidos. Comumente sao observadas variagoes
entre os resultados. Por isso, dados origindrios de apenas um laboratério nao sao suficientes
para avaliar a reprodutibilidade do método. Estudos colaborativos sao indispensaveis para
avaliacao da reprodutibilidade, e também podem ser importantes para testar a exatidao do
método [22].

2.3.4 Exatidao

Representa o grau de concordancia entre os resultados individuais encontrados em um
determinado ensaio e um valor de referéncia aceito como verdadeiro. E importante observar
que um valor exato ou verdadeiro é o valor obtido por uma medicao perfeita e este valor é
indeterminado por natureza [23]. Para a avaliagdo da exatiddo da metodologia, foi calculada
a adicao de padrao (dcido gélico) do analito em amostras fortificadas: amostras de Spirulina
sp. LEB-18 foram adicionadas de material de referéncia certificado em 3 diferentes concen-
tragdes (70, 140 e 210 ug/mL de acido gédlico). As andlises foram realizadas em triplicata e
calculadas de acordo com a Equacao 5 [24].

E= (%) % 100, (5)

sendo E = exatidao, cm = concentragao média detectada e cr = concentracao real certificada.

2.3.5 Robustez

De acordo com o INMETRO [25], a robustez de um método mede a sensibilidade que
este apresenta frente a pequenas variacoes. Diz-se que um método é robusto quando ele
nao é afetado por uma modificacdo pequena e deliberada em seus parametros. As mudancgas
introduzidas refletem as alteragoes que podem ocorrer quando um método é transferido para
outros laboratorios, analistas ou equipamentos. Para avaliar a robustez, o método variou 2
amostras e uma etapa de clarificacao da extragao de compostos fendlicos. Primeiramente
foram utilizados 2 tipos de amostras (in natura e desengordurada) onde a gordura retirada
da amostra desengordurada correspondeu em média 2,13% de lipideos. A segunda mudanca
foi a remogao da etapa de lavagem com hexano.

2.4 Anadalise estatistica

A anélise estatistica de repetitividade, precisao intermediaria, reprodutibilidade, exa-
tiddo e robustez foram realizadas utilizando-se o software STATISTICA® versio 7.0 [26]
com a aplicagdo da Andlise de Variancia ANOVA e Teste de Tukey.

3 Resultados

3.1 Linearidade

Os resultados da linearidade estao indicados na Figura 1. O método demonstrou boa
linearidade, 0,9978, sendo que, segundo a ANVISA e o INMETRO, as solugbes preparadas
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apresentaram leituras de absorgao diretamente proporcionais a concentragao do analito,
confirmando a linearidade do método. A equagao da reta obtida foi y = 0,0233x + 0, 0018.

0,6

¥ =0,0233x+ 0,0018
R? = 0,9978

o 5 10 15 20 25
Concentragdo de dcido gilico (pg/mL)
Figura 1. Linearidade para o método de quantificacao de compostos fendlicos.

Os resultados da linearidade da metodologia na faixa de trabalho dependem da sensibili-
dade do equipamento utilizado, complexidade do método, reagentes utilizados, extracao do
analito, condigdes do equipamento e do meio ambiente, além da habilidade do analista [27].

3.2 Sensibilidade, limite de detecgao e limite de quantificacao

A sensibilidade da metodologia foi calculada utilizando-se o coeficiente angular do grafico
analitico correspondente a 0,0018. A média (n = 9) dos valores do branco foi quantificada
em 0,10179 de absorvancia da solu¢ao de mistura x (NaxCOs, CuSO4, KNaCy4H4Og) €
Folin-ciocalteau, apresentando desvio padrao de £0,000012. O limite de detecgao observado
para o método foi de 71 pug/mL de amostra. O limite de quantificagdo observado foi de 106
ug/mL de amostra.

3.3 Precisao

Para a validagao da metodologia em questao, somente os parametros de repetitividade
(concordancia entre os resultados com o mesmo analista e mesma instrumentagéo), precisao
intermedidria (concordancia entre os resultados de um mesmo laboratério em dias diferentes
com analistas diferentes e equipamentos iguais), e reprodutibilidade (concordéancia entre os
resultados de laboratérios diferentes com analistas diferentes e equipamentos diferentes) fo-
ram avaliados. Para avaliacao da repetitividade foram realizados 6 experimentos da amostra
in natura em triplicatas para avaliacao da repetitividade e os resultados sao apresentados
na Tabela 1.

Tabela 1. Repetitividade dos dados para amostras in natura

Replicatas o natuf‘a .
(mg/g de Spirulina)
1 1,31 £0,02
2 1,397 + 0,02
3 1,399 + 0,03
4 1,329 £0,01
5 1,387 40,01
6 1,319 40,01

Letras minusculas e idénticas indicam que nao héa diferencga significativa entre as amostras.
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Pode-se notar que os resultados de desvio padrao foram aceitdveis, pois apresentaram
valores menores que 2% de desvio padrao mostrando que as médias nao diferem significa-
tivamente entre si, esse resultado é confirmado também pela andlise estatistica aplicada.
As andlises de precisdo intermedidria foram realizadas e as médias e desvio padrao estao
explicitados na Tabela 2.

Tabela 2. Precisao intermedidria para amostras desengorduradas

Amostras Analista 1 Analista 2
(mg/g de Spirulina) | (mg/g de Spirulina)

Desengordurado 1 1,56% + 0,04 1,49¢ £ 0,06

Desengordurado 2 1,50% £ 0,05 1,49* £0,07

Desengordurado 3 1,50% £ 0,03 1,55% £ 0,04

Letras minusculas e idénticas indicam que nao ha diferenca significativa entre as amostras.

Analisando os dados da Tabela 2 pode-se observar que ha compatibilidade dos dados
como a andlise estatistica demonstra que nao ha diferenca significativa entre os analistas
e o desvio padrao das andlises nao ultrapassou de 2%. As andlises de reprodutibilidade
foram realizadas em laboratodrios distintos e os resultados foram quantificados e calculados
de acordo com as curvas calculadas para cada espectro como mostra a Tabela 3.

Tabela 3. Reprodutibilidade de amostras in natura e desengorduradas de Spirulina.

Amostras (mg/g de Spirulina)
In natura 1 LEB 1,276 +£ 1,0
In natura 1 LAB 1,313¢ £ 1,1
Desengordurado 1 LEB 1,274 £0,8
Desengordurado 1 LAB 1,360% £0,7
In natura 2 LEB 1,340 £ 1,0
In natura 2 LAB 1,396* + 1,0
Desengordurado 2 LEB 1,248+ 0,5
Desengordurado 2 LAB 1,322 £0,3
In natura 3 LEB 1,274 £ 0,6
In natura 3 LAB 1,304 £0,6
Desengordurado 3 LEB 1,253% £0,2
Desengordurado 3 LAB 1,424* 4+ 0,3

Letras minusculas e idénticas indicam que nao hé diferencga significativa entre as amostras.
LEB e LAB — Laboratérios 1 e 2 respectivamente, onde foram realizadas algumas anélises.

De acordo com a Tabela 3, a andlise estatistica aplicada e o desvio padrao observa-se que
todas as anélises nao apresentaram diferenga significativa (pj0,05) indicando que o método
é preciso. De acordo com Filho et al. [28] no desenvolvimento e validagdo do método para
dosagem de alfacaroteno e betacaroteno em Spirulina platensis (CLAE — DAD), o método
mostrou-se linear (R = 0,9937) e exato e na exatidao/recuperagao foi obtida uma recuperagao
acima de 95%. Estes resultados evidenciam compatibilidade com este estudo, apesar da
utilizacao de equipamentos diferentes, as metodologias apresentam &étimos resultados dos
parametros de validacao.
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3.4 Exatidao

Para a andlise de exatidao foi realizado o teste de adicao de padrao, como mostrado na
Tabela 4.

Tabela 4. Adi¢ao de padrao em extratos fendlicos de Spirulina sp. LEB-18

Resultado real | Resultado obtido | Recuperacao(%)
1,362 1,42 104
1,395 1,41 101
1,293 1,39 107

Analisando a Tabela 4 pode-se observar que foi obtida uma boa recuperacao, pois de
acordo com a FDA [29] os limites para recuperacao do analito devem estar entre 80 a 120%.

Rabelo, Paula e Bara [30] validaram o método espectrofotométrico para determinagao
do teor de fendis totais da Trichillia. catigua A. Juss (Meliaceae) e comprovaram que este
é seletivo, linear, preciso, exato e robusto, apresentado resultados de 95% de exatidao o que
é coerente com o trabalho estudado. Portanto, esse método representa uma possibilidade
para a determinacao e quantificagao destes compostos uma vez que apresenta confiabilidade
requerida para um método analitico, além de simples, rapido e de baixo custo.

3.5 Robustez

De acordo com a metodologia e as modificacoes citadas no trabalho correspondente a
robustez, foram obtidos os resultados apresentados na Tabela 5.

Tabela 5. Robustez dos métodos de extracao dos compostos fendlicos

Amostras (mg/g de Spirulina)
In natura com hexano 1,36° + 0,02
Desengordurado com hexano 1,364+ 0,03
In natura sem hexano 1,48° +0,05
Desengordurado sem hexano 1,70* £ 0,05

Letras diferentes na mesma linha indicam que houve diferenga entre os métodos (p < 0,05).

De acordo com a Tabela 5 observa-se que hé diferenca significativa entre as modificagoes
do método aplicado, onde a maior extragao dos compostos fenélicos obtida foi a partir de uma
amostra natural sem a etapa de clarificagdo com hexano. A robustez avaliada por Marques
et al. [31] foi testada preliminarmente na avaliagdo de procedimentos para quantificacao
espectrofotométrica de flavonoides totais em folhas de Bauhinia forficata link, através da
avaliagdo de 3 parametros (influéncia da luminosidade, estabilidade da solucdo extrativa e
fabricante do solvente) cujo os dados mostraram que ambos os procedimentos mostraram
robustos quanto aos parametros analisados.

4 Conclusao

A validacdo da metodologia analitica demonstrou-se apropriada para a finalidade pre-
tendida, pois pode ser considerada linear, precisa e exata. Dentro do intervalo estudado,
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a metodologia demonstrou ser reprodutivel e representativa. Além disso, trata-se de uma
metodologia simples, envolvendo poucas etapas de preparagao de amostras e reagentes e
pouco dispendiosa, sendo adequada para determinar a concentracao de compostos fendlicos
em extratos a partir de Spirulina sp. LEB-18.
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Resumo: Este trabalho contribui para a existéncia de solugbes para inclusces dindmicas
em escalas de tempo. Mais especificamente, prova um resultado de existéncia e aproximagao
de solugoes para inclustes dinamicas em escalas de tempo. O resultado obtido é uma gen-
eralizagao da existéncia e aproximacao de solugoes para inclusoes diferenciais.

Palavras-chave: inclusoes dinamicas; existéncia de solugoes; escalas de tempo.

Abstract: This work contributes to the existence of solutions for dynamic inclusions in
time scales. More specifically, it proves a result of existence and approximation of solutions
for dynamic inclusions in time scales. The result obtained is a generalization of the existence
and approximation of solutions for differential inclusions.

Keywords: dynamic inclusions; existence of solutions; time scales.

1 Introduction

Recently, considerable attention has been given to the study of the existence of solutions
for dynamic inclusions in time scales. This can be witnessed by works [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. The
work [1] proves the existence of solutions to first order dynamical inclusions in time scales
with general boundary conditions. [2] investigates the existence of solutions and extrernal
solutions for a first order impulsive dynamic inclusion on time scales. [3] proves the existence
of solutions for second order dynamic inclusions in time scales with boundary conditions.
The work [4] proves the existence of solutions for first order dynamic inclusions on time
scales with nonlocal initial conditions. [5] studies existence results for systems of first order
inclusions on time scales with an initial or a periodic boundary value condition. [6] studies
the existence of solutions to nabla differential equations and nabla differential inclusions on
time scales. [7] provides existence of solutions to a system of dynamical inclusions in time
scales.

To the best of our knowledge, the approximation of solutions for dynamic inclusions in
time scales has not been considered in the literature of time scales. In this work we have
established a result of existence and approximation of solutions for dynamic inclusions in
time scales.
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2 Background and preliminaries

In this section, we gather basic concepts and results that will be useful in the development
of the work.
We make the following conventions:

(i) if 2 € R™ we denote the Euclidean norm of x by ||z||;
(ii) B is the closed unit ball {z € R" : ||z| < 1};
(iii) given a compact subset £ C R and a function g : E — R", we will indicate by ||g||co

the supremum norm.

2.1 Time scales

A time scale is a nonempty closed subset T C R of the real numbers. An arbitrary
bounded time scale T will be taken, such that ¢ = min T and b = maxT. We also suppose
that a < b.

We define the forward jump operator ¢ : T — T by

o(t)=inf{s €T: s>t}
and the backward jump operator p: T — T by
p(t) =sup{s e T:s <t}
Here we assume that inf @ = sup T and sup () = inf T.
Lemma 1 (Cabada [8]) There exist I C N and {t;}icr C T such that
RS:={teT:t<o(t)} = {ti}ier,
where RS stands for right scattered points of the time scale T.
Define the function u : T — [0, +00) by
u(t) =o(t) —t.

If A C R, we define the set Ay by Ar = ANT. We define T" := T \ (p(sup T), sup T]r.
Consider a function f : T — R and t € T*. If £ € R is such that, for all € > 0 there
exists § > 0 obeying

[f(o(t)) = f(s) = &(a(t) —s)| < elo(t) — s

for all s € (t —6,t+ d)1, we say that £ is the delta derivative of f at ¢t and we denote it by
£ = A1)

Now, consider a function f : T — R™ and ¢t € T". We say that f is A-differentiable
at t if each component f; : T — R of f is A-differentiable at t. In this case f2(t) =
(FR @), s f22 (1))

The next result is proven in [9] for scalar valued functions. But the generalization for
vector valued functions is straightforward.
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Theorem 1 (Bohner [9]) Consider a function f : T — R™ andt € T". Then the following
statements hold:

(i) If f is A-differentiable at t then f is continuous at t.
(i1) If f is continuous at t and o(t) > t, then f is A-differentiable at t. Furthermore,

Ay So) - f@)
PO=""uw
(iii) If o(t) =t, then f is A-differentiable at t if and only if there exists the limit

L F0 = 16)

sgt t—s

as an element of R™. In that case

(i) If f is A-differentiable at t, then

Flo(t)) = f(t) + () F2(2).

2.2 A-measurable sets

Below, we recall the o-algebra of subsets of the time scale T.

Denote by § the collection of all subintervals of T given by [a, br={teT:a<t<b}
where a,b € T. The interval [a,a)r is understood as an empty set.

Take an arbitrary subset £ C T. If there exists at least one sequence of intervals
laj,bj)r € § such that £ C (J;[a;,bj)r, the outer measure of £ is defined by

+oo
m*(E) = inf { Y (b — ax) : E C | Jlax, bx)r, [ak, br)r € §}.
k=1 k

It there is no such a cover of E we set m*(E) = +oo.

The outer measure defined on R will be denoted by A*.

Properties of the outer measure m* can be founded in [8], [10], and [11]. Below, we have
considered some of these properties.

Lemma 2 (Guseinov [10]) Ifc,d € T and ¢ < d then
m*([c,d)r) =d —c.
Using [11] one can prove the following lemma.

Lemma 3 (Royden [11]) If {E;}ien is a sequence of subsets of T, then
+o00o +oo
m*(|J E) <) m*(E:).
i=1 i=1
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Lemma 4 (Cabada [8]) Let E C [a,b)r be such that E C {t € T : o(t) =t}. Then
m*(E) =\ (E).
Definition 1 A set E C T is said to be A-measurable (Lebesgue A-measurable) if
m*(A) =m* (ANE)+m*"(AN(T\ E))
for each A C T.

Proposition 1 (Cabada [8]) Take E C T. Then E is A-measurable if and only if E is
Lebesgue measurable.

Thus we have the following result.
Theorem 2 The family of A-measurable sets is a o-algebra of T.

We will indicate by A the o-algebra of A-measurable sets of T. We call the measure
m* : A — [0, +o0] of A-measure of Lebesgue and denoted it by m* = pa.
Let E C T. We say that a statement P holds A-almost everywhere (A-a.e.) on E, if the
set IV given by
N ={t € E: P does not hold at ¢}

satisfies ua (N) = 0.

2.3 A-measurable functions and A-integrability

We say that a function f : T — [—o0,+0o0] is A-measurable if for each » € R the set
{t € T: f(t) < r}is A-measurable. A vector valued function f : T — R is said to be
A-measurable if each component f; : T — R of f is A-measurable.

Given a function f: T — R™ define f : [a,b] — R™ by

s | f(t), teT
1) = { f(t:i), te (ti,ot;)) for some i € I

where I C N and {#;};er C T are such that {t e T: ¢t < o(t)} = {t: }ier-

Proposition 2 (Cabada [8]) Consider a function f : T — R". Then f is A-measurable
if and only if f is L-measurable.

Proof. This result is stated in [8] for scalar valued functions f. However, it can be verified
that it remains valid for vector valued functions. ]

For functions f : T — R the integration concept can be found, for example, in [11] and
[14]. The integral of a function f : T — R over a set £ € A is denoted by

/Ef(s)As.

We call this integral the Lebesgue A-integral of f over E and denote the set of functions
f : T — R which are A-integrable over E by Ly(FE). If f : T — R"™ is a A-measurable
function and F € A, f is integrable over F if each component f; : T — R is integrable over
E. Denote by Lq(E,R"™) the set of functions f : T — R™ A-integrable over E.

83



Revista Ciéncias Exatas e Naturais, Vol.19 | n°.1, Jan/Jun, 2017

Next, a result that relates the Lebesgue A-integral in time scales and the usual Lebesgue
integral is presented.
If E C T we define the set E by

E=EU | (tiot))

i€l

where
Ip:={iel:t; e ENRS}.

The following result is provided in [8] for scalar valued functions. However, one can see
that it holds for vector valued functions as stated below.

Theorem 3 (Cabada [8]) Take a A-measurable set E C T such that b ¢ E. Let f : T —
R™ be a A-measurable function and f : [a,b] — R™ the extension of f previously defined.
Then f € Li(E,R™) if and only if f € L1(E,R™). In this case

[ ras= [ fos

The vector space Li([a,b)T,R™) equipped with the norm

1]l = /[ | Iels

is a Banach space, as stated below.
Theorem 4 L;([a,b)T,R™) is a Banach space.
We also have the following theorem.

Theorem 5 Let {f;} be a sequence in Li([a,b)r,R™) and f € Li([a,b)T,R™) such that
Ifi = flli = 0. Then there exists a subsequence {f;, } satisfying

(1) f;,.(t) = f(t) for A-a.e. t € [a,b)r;

(i) || fi.. @) < h(t) ¥V m and for A-a.e. t € [a,b)r, where h € Li([a,b)r,R™).

Theorems 4 and 5 are obtained similar to [[12], Théoréme IV.8.] and [[12], Théoréme
IV.9.], respectively.
We will use the following elementary result in the proof of lemma 6.

Lemma 5 Let k : [a,b] — R be a function in Ly([a,b]). For each j > 1 and t € [a,b] we
have

/at k(s1) /:1 k(sz)--- /:J'l k(s;)ds; - - dsads) = M

where sg = t.
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Lemma 6 Consider a function k : T — [0,00) in L1 ([a,b)r). If

n(t) = / k(sl)/ k(Sz)/ k(sj)Asj--- AsaAsy
la,t)r la,s1)T [a,sj—1)T

[ . k(T)ATr

4!

we have

n(t) <
forallj > 1 and allt € T, where sg =t.

Proof. Define g : T — [0,00) by g(s f[a o) 7)A7. Then

/ k(sl)/ k(s2)AsaAsy :/ k(s1)g(s1)Asy
[a,t)T la,s1)T la,t)r
= [ Esnitonds:
[a,t)

If s; € T it follows that

k(SQ)ASQ = / ];(SQ)dSQ.

[avsl)

s1) = g(s) = |

la,s1)T

However, if s; ¢ T let 4 € I be such that s; € (¢;,0(t;)). We have

g(s1) = g(t;) = /[ . k(s2)Asz

];7(82)d82 S / Z](Sg)dSQ
la,t;) la,s1)
and then

/ k(s1)g(s1)Asy < IZ;(sl)/ %(SQ)dSstl
la,t)T la,t) la,s1)

f[a " 7)d7)? [f[aﬂf)qr k(T)AT)?
! 2! '

Suppose the lemma is valid for j > 2. Below we find that the lemma is also valid for j 4+ 1
and therefore by mathematical induction we conclude that the formula 1 is valid for all j.

Let g : T — [0,00) be defined by
g(Sl) = / k(SQ)/ k(Sj+1)ASj+1"'A82.
[a,s1)T la,s;)T

If s; € T we have

f[a 51)11‘ T)AT)I [f[a,éq) ];(T)d’l’ J
j- J!
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and if s; € T let ¢ € I be such that s; € (¢;,0(t;)), thence

k(T)AT)I
g(s1) = g(t:) < W

B [f[a,ti)i;;(T)dTP < [f[a,sl)i;;(T)dT]]
= < jl

g!

and thus

/[a,w gl = [ E)its)ds

[a;t)
. k(r)dr)i
< / k(sl)mm,—']dsl
la,t) J-
f[ ok (1)dr]i+1 f[a . ) A7)t
G+ (] +1)!

2.4 Absolutely continuous functions in time scales

A function f : T — R"™ is absolutely continuous if given £ > 0 there exists § > 0 such

that
Z | f(bi) = flai)|| < e

whenever a; < b; and {[a;,b;)T} Y, are disjoint intervals obeying

N

Z(bz — (li) < 0.

i=1

Theorem 6 given below is established in [13] for scalar valued functions. However, it is
easy to see that it can be extended for vector valued functions as stated below.

Theorem 6 (Cabada [13]) A function f: T — R"™ is absolutely continuous if and only if
the following assertions are valid:

(i) f is A-differentiable A-a.e. on [a,b)r and f> € Ly([a,b)t,R™);

(i) for each t € T we have
fO=f@+ [ Ao
[a,t)—ﬂ-

We say that the function f : T — R"™ is an arc if it is absolutely continuous.
In the next lemma, we get a result on absolutely continuous functions in time scales.

Proposition 3 (Santos [7]) Let f : T — [0, +00) be a function in L1 ([a,b)T). Givene >0
there exists 6 > 0 such that, if A € A and pua(A) < 6 then

/Af(s)As <e.
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Lemma 7 Ifv € Li([a,b)r,R™) and xo € R™, then the function z : T — R™ given by

z(t) = xo + / v(s)As
[a,t)'[r

is an arc. Furthermore
2 =v(t) A—ae tea,b)r.

Proof. The function z is an arc because of Proposition 3.
Let ¢ € [a,b)r be such that there exists the delta derivative 22 (t). If o(t) > t we have

f[a,o‘(t))-n- v(s)As — f[a,t)T v(s)As
pu(t)
f[t’g(tm v(s)As

I

If o(t) = ¢ and t is a Lebesgue point of 0, consider a sequence {t;};en C [a,b)r such that
t; J t. It follows from Theorem 3 and property Lebesgue point [14] that

22(t) =

= lim ——
J—o0 tj —1

Thence, if D = {t € [a,b)T : 2°(t) # v(t)} we have D C AN E, where
A={tela,b)r:o(t) =t}

and F is the set of points t € [a, b)T such that ¢ is not a Lebesgue point of ¢. Using Lemma 4
we conclude that
m* (D) <m*(ANE)=X(ANE) <\ (E)=0

and thus 22 (t) = v(t) A-a.e. t € [a,b)r. [

2.5 Set-valued functions properties

Here we gather results of measurable multifunction that will be needed in the sequel.
Let (€2, F) be a measurable space. A set-valued function E : Q ~» R” is said to be
F-measurable if the set
E'(V)={zecQ:E@x)nV £ 0}

is F-measurable for all compact sets V C R™.
A set-valued function E is said to be closed or nonempty when its image F(z) satisfies
the required property, for each point x € €.

Lemma 8 (Castaing [15]) Take a measurable space (2, F) and a nonempty closed set-
valued function E : Q ~» R™. If E is F-measurable, then FE has a measurable selection.

Lemma 9 (Castaing [15]) Let E : [a,b] ~ R™ be a closed set-valued function and T :=
{t € [a,b] : E(t) # 0}. Then the following statements are equivalent:
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(i) The set-valued function E is L-measurable;
(i) The set GrE = {(t,v) : v € E(t)} is L x B"™-measurable;

(iii) The set T is L-measurable and there is a sequence of L-measurable functions v; : T —
R™ such that

E(t)={v(t):i=1,2,..} for each t €T.
We have the following consequence of the previous lemma.

Corollary 1 Let E1,Es : [a,b] ~ R™ be closed set-valued functions. If Ei and Ey are
L-measurable, then the set-valued function E : [a,b] ~> R™ given by

E(t) = E1(t) N Ea(t)
18 L-measurable.

Consider a function ¢ : T x R™ — R™. We say that ¢ is a A-Carathéodory function if it
satisfies the followings properties:

(i) for each t € T, the function x — ¢(t, ) is continuous.
(ii) for each x € R™, the function ¢t — ¢(t,x) is A-measurable.
Let B™ denote the Borel o-algebra of R™. We use the notation A x B™ for the product

o-algebra between A and B™. We recall that the o-algebra A x B™ is the least o-algebra
of T x R™ that contains all products A x B, where A € A and B € B™.

Lemma 10 (Loewen [16]) Let ¢ : [a,b] x R™ — R™ be a L-Carathéodory function. Then
¢ is L x B™-measurable.

Take a function ¢ : T x R™ — R”. We define the function ¢ : [a,b] x R™ — R” by

~ _f o(tu), teT
o(t,u) = { o(ti,u), t€ (t;,0(t;)) for some i € I.

Lemma 11 (Santos [17]) Let ¢ : T x R™ — R" be a A-Carathéodory function. Then ¢
is a L-Carathéodory function.

Lemma 12 (Santos [17]) Let u : T — R™ be a A-measurable function. If B € B™ then
ul(B) € A.

Proposition 4 Let F' : T x R™ ~» R™ be a A x B™-measurable set-valued function and
u:T — R™ a A-measurable function. Then the set-valued function G : T ~~ R™ defined by

G(t) = F(t,u(t))

18 A-measurable.
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Proof. Denote by D the collection of subsets
D={ECTxR™:{teT: (t,u(t)) € E} € A}.
Then D is a o-algebra in T x R™. If A € A and B € B™ it follows that
{teT: (t,u(t)) € Ax B} =Anu'(B) € A.

Thus A x B™ C D.
Take arbitrarily a compact set V' C R™. We have

E={(t,u) e TxR™: F(t,u)NV #0} = F (V)€ A x B™
and then E € D. Therefore
G'V)={teT:Flt,u®))NV £} ={t €T: (t,u(t)) € B} € A
and G is A-measurable. "

Proposition 5 Take a A-Carathéodory function ¢ : T x R™ — R and a A-measurable
nonempty closed set-valued function H : T ~~» R™. Suppose that for each t € T there exists
u € H(t) such that ¢(t,u) = 0. Thence the set-valued function G : T ~» R™ given by

G(t) = {u e Ht) : o(t,u) = 0}
has a A-measurable selection.

Proof. Since ¢ is a A-Carathéodory function, then b [a,b] x R™ — R is a L-Carathéodory
function. Hence ¢ is a £ x B™-measurable function. 3

If the set-valued function ® : [a,b] ~» R™ is defined as ®(t) = {u € R™ : ¢(¢,u) = 0}, we
have

Gro = {(t,v) € [a,b] x R" : v € ®(t)}

={(t,7) € [a,b] x R™ : ¢(t,7) = 0}
=o' ({0}) € L x B"

and it follows from Lemma 9 that ¢ is £-measurable, since ® is closed.

Define N : [a,b] ~ R™ by N(t) = H(t) N ®(t). As H is a closed and L-measurable
set-valued function we deduce that N is L-measurable. Thence, for any compact subset
V' C R™ we have

G'V)={teT:Gt)NV # 0}
={teab]: NO)NV£PNTeL
that is, G=1(V) € A and then G is A-measurable.
Since G is a nonempty closed and A-measurable set-valued function, from Lemma 8 we
see that G has a A-measurable selection. ]

Consider a set-valued function F': T x R™ ~~ R™. We say that I satisfies the hypotheses
(H1) and (H2) if

(H1) F is a nonempty, closed and A x B™-measurable set-valued function.
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(H2) there exists a function &k : T — [0,00) in Ly ([a, b)r) such that for each ¢t € T,
F(t,z) C F(t,y) + k(t)|y — z||B
for all z,y in R™.
To the set-valued function F' we associate the function p: T x R™ x R™ — [0, 00) given by
p(t,z,v) :=inf{lv —y|:y € F(t,x)}.

Lemma 13 Let F : T X R™ ~ R"™ be a set-valued function satisfying the hypotheses (H1)
and (H2). Then

(i) the function t — p(t,x,v) is A-measurable for each (x,v) in R™ x R™.
(i) for any t in T, and any x1,x2,v1,v2 in R™, one has
p(t, 21, v1) = p(t, w2, v2)| < k@)[|z1 — 22| + [Jvr — 2.
Proof. (i) Take a € R arbitrary. If a < 0 we have
{teT:pt,z,v)<a}=0€A.
On the other hand, if @ > 0 then
{teT:pt,z,v)<a}={teT: Ft,z)N{v+aB}#0} e A

since the set-valued function ¢t ~ F(t,x) is A-measurable by Proposition 4.
(ii) Fix an arbitrary 6 > 0. So there exists 1y € F(t, z2) such that

p(t, x2,v2) > |vz — 12| — 0.
By the hypothesis (H2) there exists n; € F(t,x1) such that

I = mall < k()21 — 22|
As p(t,x1,v1) < |lvg — m| it follows that

p(t,x1,v1) — p(t, x2,v2) < [[vr — ml| — p(t, 22, v2)
<oy = || = [Jvz = 2| +6
< o1 —v2|| + [lve = ml| = [lv2 = 2| + 6
< lor — w2l + llne —m| +6
< lvg = va|| + k(t)||z1 — 22| + 6.

Similarly we obtain
p(t, x2,v2) — p(t, z1,v1) < |[[vr — vl + k(t) |21 — 22 + 0.
Since § is arbitrary, the proof is complete. ]

Corollary 2 Let F' : T x R™ ~» R™ be a set-valued function obeying the hypotheses (H1)
and (H2). If x : T — R™ is an arc, then the set-valued function

t~ {ue F(t,z(t) : Jlu—a® ()] — plt,z(t), (1)) = 0}

has a A-measurable selection.
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Proof. First, note that the function
t e p(t, a(t), =2 (t))

is A-measurable. Indeed, if w : T — R™ x R™ is given by w(t) = (x(t),z*(t)), so @ : [a,b] —
R"™ x R™ is L-measurable. Since p : T x R?" — R is a A-Carathéodory function, it follows
that j : [a,b] x R?" — R is a L-Carathéodory function. It follows from Lemma 10 that the
function j is £ x B?*"-measurable. Hence, the function

tes plt, w(0))

is L-measurable.
If @ € R is arbitrarily fixed, we have

{teT:p(t,w(t) <a}={telab]:pt,at)<a}nT

and so the function ¢ — p(t,w(t)) is A-measurable.
Since the function

$(t,u) = Ju— 22 (t)| - plt, z(t), 2 (t))

is a A-Carathéodory function, we conclude the proof. ]

3 Existence and approximation of solutions

Finally, in this section we obtain the main result.
In the next theorem, we suppose that the set-valued function F' : T x R™ ~» R" obey the
hypotheses (H1) and (H2), and we set

K = exp{ k(t)At}.
[a7b)'ﬂ‘

If z: T — R™is an arc, we define
pe() = [ pltalt) 2B B),
[a,b)'][‘
We also say that the arc x is a trajectory of F' if it satisfies the inclusion

z2(t) € F(t,z(t)) A—a.e. te][a,b)r.

Theorem 7 (existence and approximation) Consider a set-valued function F : T x
R™ ~ R"™. Then for any arc x and constant ¢ > 0 satisfying pr(v) < &, there exists a
trajectory y of F such that y(a) = z(a) and

e = ylloo < /[ 56—y ()]s < Kor(a)

Proof. The proof consists of the construction of a sequence of approximate trajectories
{z;} starting from zo = x by choosing mf+1(t) as the nearest point of F'(t,z;(t)) to xjA(t).
We show that the sequence {x;} converges uniformly to the trajectory y of the theorem.
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Let Go : T ~» R™ be a set-valued function defined as
Go(t) = {v e F(t,z(t)) : lv—22(1)[| — p(t, (1), 2 (1)) = 0}.

Hence G has a A-measurable selection vy : T — R™.
Since

loo)Il < [l @)l + p(t, 2(t), 2 (2))

we have vy € L1 ([a, b)T, R™). Thence the function z; : T — R™ given by

z1(t) = zo +/ vo(T)AT
[(J.,t)'r
is an arc and satisfies

o) =20l =11 [ (o)~ )]
—l'A S S VoS —J)A S S
< [, I —a2@iass [ ) —at o)1

[a,b)'yr

= [ bl (685 = pr(a)
la,b)

for all t € T.
If the set-valued function G; : T ~» R" is defined by

Gr(t) = {v € F(t,z1(1)) : v — 2 ()| — pt, 21(t), 27 (1)) = O}
then GG has a A-measurable selection v; : T — R™. We have
lor ()] < l22 ()] + p(t, 21 (8), 23 (1))
for each t € T. It follows from Lemma 13 that

(t,2(t),22() + k()21 (t) — 2] + 27 (1) — 22 (@)

p(t,l’l(t),l‘lA(t)) ) L
(£, x(t), 22 () + k(t)pr () + |25 () — 22 (1)||

<p
<p

and then v; € Li([a,b)r,R™).
By defining the arc o : T — R” as

xa(t) = xo + / v1(T)AT
[aat)T

we obtain

We also have

lz2* (1) = 2T (O] = oL (t) = 2 @) = p(t, 22(1), 2T (1)
< p(t (), 27 (1) + k(t) |21 () — (1))
<k(@)pr(z) A—ae. telab)r
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since
2 (t) = vo(t) € F(t,z(t)) A —ae. t€la,b)r.
Furthermore
[z2(t) — 21 ()] = || " (25 (s) — 21 (5)) As
a,t)r
<[ b - aB)As < pra) [ Ks)as
[a,t)j' [a,t)']r

for each t € T.
Continuing the sequence x; as previously, we get at each step

xjAH(t) € F(t,zj(t)) A—ae. tela,b)r.

and
2341 (8) = 2R DI < k(@®)]|2(t) — 2,1 (8] A —ae. t€[a,b)r.

By mathematical induction we find that

281 () — 2R ()] < pr(@)k(H)a(t) A —ae. t€a,b) 2)
and
[2j41(t) — ()| < pr(z)B(t) VEET
where
a(t) = /[a’t)T k(Sl) ‘/[a”gl)ﬂ, /{‘(82) s /[a’sjz)T ]{?(ijl)Aijl ce ASQASl
and

B(t) :/ k(sl)/ k(52)/ k(sj)ASj"'ASQASl.
[a,t)r [a,s1)r [a,s5—1)r

From (2) we get

o=l = [ edts) - a2 )as
a,0)T

)

Uiwy, k() As]

< /w pr ()K(s)ox(s) As < pr(a) =22

and then {x}*} is a Cauchy sequence in Ly ([a, b)r,R™). Thence there exists v € L1 ([a, b)r, R")
satisfying

25 o]y = / 125 (s) — v(s)[[As — 0.

)

If the arc y : T — R"™ is defined by
y(t) = xg —|—/ v(s)As
[a,t)T
it follows that

l5(8) = y(B)I = | (@3 (s) = v(s)As| < Jlaf — vl
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for all t € T. Thus, {z;} converges uniformly to the arc y.
From Theorem 5 there exists a subsequence {z;, } C {z;} such that

a5 (1) —v(t) A—ae. te€a,b)r

Consider t € [a,b)r obeying
te{s€la,b)r:af(s) € F(s,z;(s)),Yj}
and
g (1) = v(t).
For each m > 1 there exist b,, € B and ¢, € F(t,y(t)) such that
@5, (8) = em + [, -1(8) = y()|bm
and so

v(t) = lim ;vjAm (t) = lim ¢, € F(t,y(t))

m— 00 m— 00
since F' is closed.
As
y2(t) =v(t) A—ae. telab)r

we may conclude that
y2(t) € F(t,y(t)) A —ae. tela,b)r.
Consider j > 2 arbitrarily fixed. Hence

2% (s) = y> (s)]| < HfﬂA( ) = 2P (5)] + 21 (s) = y2 (5)
+Z||9Ul — a1 (s

For each | € {1, ..., 5} we have

f[ab l

||$l+1 - ||1 < pr(x

l!
and then
A A A
22 = y2 1 < lz® — 2Pl + Iz — > s
J
A A
+ Z 27 — 2311l
1=1
J (1)AT)!
<22y — y2h + pr(z Z—
1=0
<z =y + pr(@) exp{ k(T)At}.
[a b)]‘
Since

. A Al 1 A _
jlggonjH*y ll1 fjlggolleﬂ —v[1=0
it follows that

— 2 < pr(z) exp{ -, k(T)AT}.
a,b T

lz = ylloo < [l2*
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Conclusion

This work contributes to the theory of time scales. More specifically, the Theorem 7
provides the existence and approximation of solutions for dynamic inclusions in time scales.
Thus, we obtain a generalization of the result [[18], 3.1.6 Theorem]. In the spirit of the
present study, [[19], Theorem 1] can be cited as the first result of existence and approximation
of solutions to differential inclusions.
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Resumo: O crescimento econémico acelerado esta diretamente relacionado ao consumo e
geracao de residuos sélidos. A politica nacional de residuos sélidos foi criada em 2010 como
forma de instruir o gerenciamento adequado destes residuos e elenca as principais formas
de tratamento e destinagao final adequada. Dentre estas, é citada a compostagem, que é
uma maneira de tratar os residuos organicos e obter ao fim do processo uma disposigao final
adequada. Para o bom andamento da compostagem, existem parametros como o teor de
sélidos e agua que devem ser analisados e estes devem decrescer e crescer, respectivamente,
indicando assim que o processo de degradacao estd acontecendo. A fim de comparar os
dados obtidos experimentalmente em laboratorio e identificar possiveis erros absolutos de
medida em uma composteira mesclada de 6leo de origem animal e serragem e, para avaliar
tais desempenhos, foi proposta a aplicacao de uma equacao diferencial ordinaria de primeira
ordem de decrescimento e outra de crescimento. Estas equagbes serviram, também, para
estimar os valores dos teores de sélidos e de dgua nas semanas em que nao foi possivel rea-
lizar as medigoes. As equagOes propostas representaram de forma satisfatéria os fendmenos
analisados e permitiram simular os dados faltantes.

Palavras-chave: compostagem; teor de sélidos; teor de dgua; equagoes diferenciais or-
dinérias.

Abstract: The accelerated economic growth is directly related to consumption and solid
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waste generation. The national solid waste policy was created in 2010 as a way to instruct
the proper management of the waste and lists the main forms of treatment and appropriated
disposal, among these is the composting method, which is a way of treating organic waste
and get at the end of the process the ideal disposal. To ensure the progress of the compos-
ting, there are parameters such as solids and water that must be analyzed and these should
decrease and increase, respectively, indicating that the degradation process is going on. In
order to compare the data obtained experimentally in the laboratory and identify possible
errors in a compost mix of animal oil and sawdust and to evaluate such performance, it was
proposed the application of an ordinary differential equation of decreasing and another one
of growth. These equations were also used to estimate the values of solids and water contents
in the weeks in which the measurements could not be performed. The proposed equations
satisfactorily represented the analyzed phenomena and allowed to simulate the missing data.

Key words: composting; solids content; water content; ordinary differential equation.

1 Introducao

O modelo de desenvolvimento capitalista adotado, atualmente, pela maior parte dos
Estados, é voltado para o incentivo ao consumo em detrimento da manutengao dos recursos
naturais e tem como consequéncia direta de seu ciclo a producao de residuos - em uma
proporcao superior ao atual potencial de tratamento dos mesmos.

Com a finalidade de remediar o atual e crescente passivo ambiental, o Congresso Federal
Brasileiro legislou a cerca do tema através da Politica Nacional de Residuos Sélidos, norma
que estabelece a nao geragao, reducao, reutilizagao, reciclagem e tratamento dos residuos
sélidos, bem como disposicao final ambientalmente adequada dos rejeitos, como diretriz
dentro e fora da gestao publica [1].

Um dos meios para garantir a eficdcia da legislagao é a educagao ambiental, sendo que
as instituicoes de ensino apresentam um papel crucial para isso ao produzir e legitimar o
conhecimento e, por isso, a institucionalizagao de boas praticas de gestao de residuos dentro
desse espago se mostra como um método imperativo categdrico [2].

E importante salientar os iniimeros problemas que o descarte inadequado de residuos
pode causar ao meio ambiente, além de ser um potencial criadouro de vetores que trazem
doengas a populagao. Dentre os problemas pode-se citar a poluicao do solo e a percolagao
destes materiais para o lencgol freatico, contaminando assim as dguas subterraneas e poste-
riormente as dguas que irao para abastecimento urbano.

Uma das formas de reduzir esta disposigdo inadequada de residuos é a compostagem, um
procedimento simples e que pode ser realizada em casa. Desta forma, além de os residuos
organicos serem aproveitados para adubo, ha uma diminui¢ao de residuos coletados pelo
servigo de limpeza urbana, proporcionando assim um tempo de vida 1til maior aos aterros
sanitarios.

A compostagem é definida como um conjunto de técnicas que sao aplicadas com a fina-
lidade de controlar o acondicionamento final dos materiais organicos, com o intuito de se
obter em um tempo razoavelmente curto um material rico em himus e nutrientes minerais,
desta forma, gera-se um ciclo produtivo com caracteristicas sustentdveis que utiliza as sobras
para produzir adubo [3].

Esse processo pode ocorrer de forma aerdbia ou anaerdbia, em funcao da presenca de
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oxigénio no processo. Na compostagem anaerébia (sem oxigénio) a decomposi¢do ocorre
com a acao microbidtica sobre o residuo organico e é caracterizada pela baixa temperatura,
maior tempo para obtengao do composto final e odores desagradaveis durante o processo. A
compostagem aerdbia, por sua vez, demanda menos tempo, nao apresenta odor desagradavel
durante a decomposigao e atinge uma temperatura de até 70°C [4].

O composto final obtido através da compostagem traz diversos beneficios, se for aplicado
ao solo este propicia uma carga maior de nutrientes as plantas e também ajuda a estabilizar
a estrutura do solo, melhora a aeracao e a infiltracao de dgua, além de proporcionar uma
maior atividade de biomassa e microbiana [5]. No entanto, se a pessoa ndo possui uma drea
de plantacao, este adubo pode ser vendido para os produtores préximos, gerando se assim
uma fonte de renda para a familia. Para o presente trabalho foi montada uma composteira
em forma de pilha, com éleo de origem animal e serragem. Com os dados auferidos do
acompanhamento da reagao foi estruturada uma equagao diferencial ordinaria (EDO) para
modelar o problema e avaliar o andamento do processo de compostagem de 6leo de origem
animal com serragem em relagao ao tempo. Para a aplicagao da equacgao utilizou-se o teor
de sélidos (granulometria) e o teor de dgua (umidade), e com base no decaimento e aumento
desses teores, respectivamente, em relacao ao tempo decorrido, possibilitou verificar se o
processo de compostagem estd ou nao acontecendo.

A granulometria é um dos principais indicadores da eficacia do processo de decomposicao
do residuo e também determinante na qualidade para uso em fertilizagao do composto obtido
[6].

O teor de umidade também é um fator importante na compostagem, visto que sem
adgua os microrganismos nao vao degradar a matéria organica. Para a compostagem, a
umidade ideal estd entre 50% e 60%, pois se este valor for muito abaixo n&o havera atividade
microbioldgica, se for muito imido, a degradagdo da matéria se torna mais lenta. Durante
o processo o teor de umidade nao pode ficar abaixo de 40%, se o teor de umidade for muito
alto, hd uma ocupagao do espago vazio com dgua e desta forma ha uma restrigao a ocupacao
do ar e consequentemente da propagacao do oxigénio [7]

Desta forma, o estudo teve por objetivo modelar o processo de compostagem de residuos
sélidos, por meio de duas equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem: uma que
descreve a variacao do teor de sélidos em funcao do tempo e outra que analisa a variagao
do teor de dgua em funcio.

2 Metodologia

Os dados para anélise da composteira foram coletados, periodicamente, por cerca de
90 dias e levados para o laboratério da Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. As
amostras foram coletadas e analisadas em triplicata.

Durante o periodo de acompanhamento da reagao, varidveis climaticas tiveram inter-
feréncia na temperatura e umidade das pilhas e, consequentemente, geraram alteracoes na
velocidade das reacoes.

Para o teor de dgua pesou-se 10 gramas de amostra e colocou-se na estufa pelo periodo
de 24 horas. Apds isso, as amostras ficaram cerca de 15 minutos no dessecador para atingir
temperatura estavel para serem pesadas novamente. Por fim, através da férmula e de posse
desses valores, foi calculada a porcentagem do teor de dgua.

Para o teor de sélidos as amostras foram coletadas secas da estufa, amassadas no almo-
fariz com a ajuda de um pistilo e pesadas em 2 gramas de amostra para cada cadinho antes
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de serem levadas & mufla, onde permaneceram por 2 horas. Apds este periodo, as amostras
foram levadas ao dessecador por cerca de 20 minutos e na sequéncia foram pesadas. Para a
obtencao do valor do teor de sélidos foi realizada a subtracao de pesos dos cadinhos antes e
depois das amostras serem incineradas na mufla.

Depois de finalizado o periodo de acompanhamento e com os dados obtidos das amostras
foi possivel realizar a modelagem deles com a utilizagao de uma equagao diferencial ordinaria
de primeira ordem. O objetivo da modelagem foi simular os valores da concentracao de
sélidos do composto e umidade para as semanas em que as medigoes nao foram possiveis de
serem realizadas, bem como estimar os valores de erros absolutos relacionados as varidveis
climéticas e erros operacionais. A equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem que
descreve a variacao do teor de sélidos ao longo do tempo é dada por:

ds
— =kS 1
B ks, 1)
em que, S= teor de sélidos (%) e k= coeficiente de decaimento.

Ja a equagao diferencial de primeira ordem proposta para descrever a variagao da umi-
dade em relagao ao tempo é dada por :

dA
T KA, (2)
sendo, A= teor de umidade (%) e K= coeficiente de aumento.

As Equacoes 1 e 2 foram resolvidas analiticamente por meio de varidveis separdveis, a
fim de se obter as solugoes gerais que descrevem, respectivamente, a variagao do teor de
sélidos e a variagao do teor de dgua, em funcao do tempo.

A partir das solucoes gerais, foram determinados por meio de andlise de regressao os
valores dos coeficientes de decaimento (k) e de aumento (K) e modelados os problemas
descritos no estudo. Para uma melhor visualizagao do comportamento dos teores de sélidos
e de dgua da composteira, foi utilizado o software Excel para dispor os dados obtidos tanto
no laboratdrio como pela EDO.

3 Resultados e Discussao

No que se refere a variagao do teor de sélidos em fungao do tempo, os dados coletados
sao mostrados no Quadro 1:

Quadro 1. Dados do teor de sdlidos em funcao do tempo.

Semana | Teor de sélidos experimental
1 0,30

0,13

0,06

0,05

0,03

0,03

0,05

0,04

0,02

© 00 O Tk N

—_ =
_ O
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Observa-se que a andlise nao foi realizada nas semanas 3 e 7, bem como nao foi medido o
valor inicial do teor de sélidos da composteira. Para simular estes valores faltantes, utilizou-
se a Equacao 1, descrita anteriormente. Resolvendo-a, obtém-se a Fungao 3 que modela a
variagao do teor de sélidos em fungao do tempo:

S(t) = c ekt (3)

em que: t= tempo da pilha (semanas) e c= valor inicial do teor de sélidos (%).
A partir dos valores coletados experimentalmente e por meio de andlise de regressao, foi
possivel estimar os valores das constantes c e k. Assim a Equagao 3 pode ser reescrita como:

S(t) = 0,48 461 (4)

Através dessa funcao, o teor de sélidos de compostagem pode ser obtido em qualquer
momento durante a amostragem. Assim, foi possivel determinar os valores para as semanas
faltantes, simular o teor de sélidos inicial bem como estimar a concentracao para aquelas
semanas em que houve erro de coleta. A comparacao entre os dados experimentais e os
simulados é mostrada na Figura 1:

0,45
' e Teor de Solidos Experimental (%)
0,35
T ona —a— Teor de Solidaos Simulado (%)
4 03
=
o 0725
2 0,25
=
. 02
=)
w
0,15
0,1
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0 2 4 & B 10 12

Tempo (semanas)

Figura 1. Comparagdo entre os dados experimentais e simulados para o teor de sdlidos

A partir das simulagoes realizadas, foi possivel estimar o valor inicial do teor de sélidos
da composteira, que ficou em aproximadamente 0,48. Também foram feitas as estimati-
vas para a terceira semana, com um teor de sélidos aproximado de 0,12 e sétima semana,
aproximadamente de 0,02.

Analisando os dados do teor de sdlidos é possivel observar que a reagao de compostagem
alcanca estabilidade em relagao a granulometria presente na sua composigao a partir do
vigésimo terceiro dia e o célculo utilizando o coeficiente de decaimento (EDO) obtido pelos
valores de contorno deixa de apresentar resultados proximos a realidade obtida experimen-
talmente. Demais alteracoes podem ser explicadas devido a erros por parte dos operadores
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visto que a principio a reacao estava ocorrendo da forma mais recomendada, ou seja, o teor
de sélidos obteve um decaimento.

Em relagao a variagao do teor de dgua na composteira em fungao do tempo, os dados
coletados ao longo das semanas estdo mostrados no Quadro 2:

Quadro 2. Dados do teor de d4gua em funcao do tempo.

Semana | Teor de Agua experimental
15,43
15,50
32,03
30,10
33,80
44,73
55,63
58,90
62,70

© 00 O T N

— =
—_ O

Para o teor de dgua, observa-se que os dados foram bastante oscilatorios no inicio do
processo, oscilagoes estas que podem ser explicadas devido as intempéries que a composteira
sofreu, bem como por possiveis erros operacionais durante o processo de monitoramento -
onde agua foi inserida semanalmente no processo. No entanto, os valores estdo dentro da
média que a literatura recomenda para que a compostagem ocorra de forma ideal. Para
corrigir os valores da segunda e da quinta semana, bem como simular o teor de dgua inicial
da composteira, foi utilizada a Equacao 2 descrita anteriormente.

A solucao geral desta equacao é dada pela expressao a seguir:

A(t) = C T, (5)

em que: t= tempo da pilha (semanas) e C= teor inicial de dgua (%)

Tendo-se os dados experimentais do teor de dgua em funcao do tempo e por meio de
uma andlise de regressao, foram estimados os valores das constantes C e K, ficando assim:

A(t) = 23,24 €09, (6)

Com a Expressao 6, foram feitas as simulagoes e comparadas aos dados experimentais
conforme a Figura 2:
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Figura 2. Comparacao entre os dados experimentais e simulados para o teor de dgua da
composteira

A partir das simulagoes realizadas, estimou-se os teores de dgua inicial, da segunda e da
quinta semana, respectivamente, iguais a 23,26%, 27,92% e 36,94%.

4 Conclusao

A compostagem apresenta estabilidade no teor de sélidos com o decorrer de cerca de 20
dias. Para essas amostras, a estabilidade foi alcancada com a granulometria média de 0,045.
O teor de dgua obteve uma média de cerca de 55%, o que comprova que 0 processo ocorreu
de forma aerébia.

No entanto, com os dados obtidos experimentalmente foi possivel concluir que o composto
é passivel de degradagao e o material estabilizado pode ser utilizado para fertilizagao [8].

As simulagoes realizadas foram importantes para estimar os valores das semanas em que
nao foi possivel realizar as medigoes, bem como verificar quais os valores iniciais dos teores
de solidos e de dgua da composteira. Porém, com os inumeros fatores que interferiram na
composteira e na evolugao do seu processo de decomposi¢ao, foram encontradas divergéncias
entre valores experimentais e analiticos.

Os fatores que podem ter contribuido sao diversos, mas as variagoes climaticas, as quais
o composto esteve sujeito durante o experimento, impossibilitam a precisao dos resultados
calculados, visto que a reacao de compostagem é extremamente suscetivel as mudancgas de
temperatura e umidade e no periodo da andlise, houve dias de chuvas intensas, fortes ventos,
baixas temperaturas e geada.
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